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PC* — mathématiques jeudi 6 octobre 2016
Corrigé du devoir en temps libre n° 3

‘Corrigé du devoir en temps libre n° 3‘

Exercice 1. I.1. La fonction fpq : t — W est définie et continue sur l'intervalle [0, +oo]. Quand ¢
tend vers 400, on remarque que fp o(t) est équivalent a 1/t"*. Or la fonction ¢ — 1/t"* est intégrable sur
I'intervalle [1, +o0[ car na > 1. On en déduit que la fonction f;,  est intégrable sur [1, +-o00[. Son intégrabilité
sur [0, 1] est déja connue donc elle est intégrable sur [0, 1].

Finalement, le nombre u,(«) est bien défini.

I.2. Soit n dans N*. Fixons z > 0 et y > x et effectuons une intégration par parties dans 'intégrale

/y dt
z (Lt

On dérive la fonction f,, 4, qui est de classe C! sur l'intervalle [z, y], de dérivée t —r —nat®=1/(14¢t2)"+L
On primitive la fonction ¢t — 1 en ¢ — t. On obtient

/y dt Y x n /y t* &t
= - noa |
. (1 +ta)n (1+ya)n (1+xa)n - (1+to¢)n+l
Yy 2
Y =
ey~ Araoy "), Wy

=¥ ___° +m/“’dt_m/y1dt
S (Ltyer (T+a)n e (L) o (L te)ntt

—_— ——— tend vers 0
(1 —l—a:a)" (]_ _|_ya)n

quand y tend vers +oo (car an > 1). Ainsi, en faisant tendre = vers 0 puis y vers +oo (ou 'inverse, mais
pas les deux en méme temps car ¢a n’aurait aucun sens), on obtient

On remarque maintenant que tend vers 0 quand x tend vers 0 et que

(@) = 1 (1) = wn 1 ().

Remarque. Il n’est en fait pas nécessaire de s’écarter de la borne 0 car la condition a > 1 fait que la
fonction t +— t est de classe C! sur [0, +-00[ mais avec ces fonctions-1a, ce genre de précaution ne cotite pas
cher et évite des ennuis.

I.3. On considere une suite (fy)n>1 de fonctions définies sur un méme intervalle I. On fait les hypotheses
suivantes
e pour tout n dans N*, la fonction f,, est continue par morceaux sur 'intervalle I;
e la série de fonctions ) f,, converge simplement sur l'intervalle I;
e sa somme est continue par morceaux sur 'intervalle I;
e la série numérique Y [;|fn| est convergente.
Alors la fonction Z:{i’i fn est intégrable sur I et son intégrale est donnée par

/I<+f fn(t)> dt — +f/lfn(t) dt.

Appliquons ce théoreme a la suite de fonctions (fy o)n>1 sur U'intervalle I =]0, +oo].

e Pour tout n dans N*, la fonction f, o est continue et intégrable sur I, comme on I’a vu & la premiere
question.
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e Soit ¢ dans I. La suite (fy, o (t))n>1 est une suite géométrique dont la raison est 1/(1+¢*). Cette raison
est dans ]0, 1[ donc la série de terme général f, o(t) est convergente.
La série de fonctions f, o converge donc simplement sur U'intervalle ]0, +oo].

e La somme de cette série de fonctions est la fonction

“+00
1 1/1+t* 1
Fa:tHZ(ltha)n:l/E ol
n=1 1+t

Cette fonction est continue sur 'intervalle I.

e Pour tout n dans N*, lintégrale [;|fn.a(t)] dt est le nombre uy (). L’énoncé a supposé que la série
> un () est convergente.

On le voit : toutes les hypotheses du théoreme d’intégration terme a terme sont remplies. On peut donc
en déduire que la fonction F, est intégrable sur I'intervalle I. Mais c’est faux. En effet, 'hypothese o > 1
fait que cette fonction n’est pas intégrable sur |0, 1].

Cette absurdité prouve que I'’hypothese de 1’énoncé est fausse. La série de terme général u,(«) est en
fait divergente.

Remarque. Ce travail est en fait inutile car I’équivalent de la question suivante redonne cette divergence.
Cette question est simplement un prétexte pour faire manipuler le théoreme d’intégration terme a terme.

I.4. Soit n dans N*. On trouve

Wnp1(a)—wp(a) = In (W)%—;ln (”Z 1) _ (”O;L; 1)+;ln (1 + ;) ~In <1 - nla>+;ln (1 + i) .

On connait le développement limité In(1 + s) = s + 00(32). On en déduit le développement limité
s5—

1 1 1 1 1
(@) = wnl@) =~ e <n) e <n> |

On sait que la série de terme général 1/n? est convergente. On en déduit que la série > (wy41(a) —wy, ()
est absolument convergente, donc convergente. C’est la série des différences de la suite (wy,(a))n>1 donc cette
suite est convergente. Notons k(«) sa limite. Remarquons maintenant la formule

Vn € N¥, wp (o) =1n (nl/aun(a)) .

Par continuité de l’exponentielle, on voit que n'/®u,(a) tend vers exp(k(a)) quand lentier n tend
vers +o00. Posons
K(a) = exp(k(a)).

Ce nombre est strictement positif et on a prouvé que u,(a) est équivalent & K(a)/n'/® quand P’entier n
tend vers +oo.

1.5. Soit N dans N*. On trouve, a l’aide de la relation de récurrence de la question 2,

N

N
5 S 0 s (@) = (@) = @ (11(0) — s ().

n=1 n=1

L’équivalent de la question précédente prouve que uni1(«) tend vers 0 quand N tend vers +o0o. On en
déduit que la série de terme général u,(a)/n est convergente et que sa somme vaut

—+00

Z Unr(la) = au ().

n=1
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I1.1. Soit z dans ]0,+oc[. La fonction g, : t — t*"le™" est définie et continue sur Iintervalle ]0, +ocl.
Elle est également positive.

Quand t tend vers 0, on voit que g, (t) est équivalent & t*~1 c’est-a-dire & 1/t!7%. L’exposant 1 — z est
strictement inférieur a 1 donc 'intégrale fol dt/t!=® est convergente. Le critere des équivalents permet d’en
déduire que la fonction g, est intégrable sur 'intervalle |0, 1].

Quand t tend vers 400, on voit que t**le~! tend vers 0, si bien que g,(t) est négligeable devant 1/t2.
On sait que l'intégrale 0+°° dt/t? est convergente. Le critére de négligeabilité permet d’en déduire que la
fonction g, est intégrable sur l'intervalle [1, +o0].

Ainsi, I'intégrale f0+°° gz (t) dt est bien définie.

IT.2. Soit  dans ]0, +oo[. Prenons a > 0 et b > a (cette fois, il est absolument nécessaire de s’écarter de
la borne 0) et effectuons une intégration par parties dans l'intégrale

b
[eteta
a

On primitive la fonction t +— t*~! en t + % /x et on dérive la fonction ¢ > e~

b —-b xr,—a b
b*e a®e 1
/tx_le_t dt = — +/ et
o x T T J,

Quand a tend vers 0, le produit a*e™® tend vers 0 car I’exposant x est strictement positif.
Quand b tend vers +o0, le produit b%e~? tend vers 0 par croissances comparées. En effectuant successi-
vement ces deux passages a la limite, on obtient

t t

ent+— —e "

r 1
I'(z) = (ZE;—) c’est-a-dire I'(z+1) =2 (x).

I1.3. Il suffit ici de prouver la majoration e™* < ou encore e* > 1+ wu. Définissons donc la fonction

1
T
p:ur— e’ —(1+u).
Cette fonction est dérivable sur Uintervalle [0, +oo], avec

Yu > 0, gp’(u)ze“—l}O.

La fonction ¢ est donc croissante sur [0, +-00[. De plus, elle s’annule en 0 donc elle est positive sur [0, +-o00].
On obtient

Yu >0, e“>14+u>0
puis, par passage a I'inverse
_ 1
Yu > 0, e ¥ T

On effectue maintenant la substitution u < t%, qui donne

1
1+te

vt >0, e 1" K
puis on éleve a la puissance n (les nombres sont positifs donc le sens de I'inégalité est préservé)

vt >0, e L .
(14 to)n
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n

En particulier, on en déduit que la fonction ¢ > e ™" est intégrable sur [0, +-0c[ et on obtient I'inégalité

+0o0 o
up(a) = / e ™" dt.
0

Effectuons dans cette nouvelle intégrale le changement de variable u = nt®. On peut le faire car la
fonction
t — nt®
est une bijection de 0, +oo| strictement croissante et de classe C1. On obtient les relations formelles ¢ =
n~Veayl/e puis dt = Tfl/"‘(l/Oz)ui_1 du. Le changement de variable donne

+oo N —1/a  p4oo —1/a
/ et dp = / wale™ dy = 2 I'(1/a).
0 o 0 @

La minoration donne ensuite

nl/aun(a) >

En faisant tendre n vers 400, on obtient I'inégalité

K(a) > -1 <1> .

(67

I1.4. Soit t dans [b, +00[. On peut écrire
I+t =1+t "I x T+t > Q4+ x (1+t%) >0
puis
1 < 1 " 1
(1+ta)n = (1_‘_ba)n71 1 _|_ta'

Par croissance de I'intégrale,

/+°° dt 1 /+°0 dt
o (Lt = (L+b)n=l i 14 ¢

L’intégrande étant positif, on trouve ensuite

oo gt oo qt
p  L+te o l4+te

[ e < @
< u ().
y A+t S (b1

puis

I1.5. On sait que le quotient In(1 + ¢*)/t* tend vers 1 quand ¢ tend vers 0. D’apres la définition de la
limite, il existe a dans |0, 1[ vérifiant I'inégalité

In(1 + t*
Vt €10, a], 1—p<M.
tOé
On multiplie par t%, qui est strictement positif
vt € 0, al, (1 —p)t* < In(1+¢t%).

Cette inégalité est également valable pour t = 0 (elle s’écrit 0 < 0). On applique ensuite la fonction
u +— e~ ¥, qui est décroissante, pour obtenir

1
14t

vte[0,a],  exp((1—p)t*) >
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I1.6. Soit n dans N*. On effectue le changement de variable u = n(1 — p)t* dans l'intégrale

nl/o‘/ exp(—n(1 — p)t®) dt.
0

C’est possible car la fonction ¢ — n(1 — p)t® est une bijection de |0, a] sur ]0,n(1 — p)a®] qui est de
classe C! et strictement croissante. Le calcul formel donne t = n=Y/*(1 — p)~1/eu/® puis dt = n=1/*(1 —
p)*l/a(l/oz)ué_1 du. On obtient

1/a ¢ @ —1/041 n(1=p)a 11 —u
n /0 exp(—n(1l —p)t*) dt = (1 — p) 04/0 ua e " du

Quand n tend vers +o0, ceci tend vers

1 [ree 1./1
(1-— p)_l/o‘/o wale ¥ du = (1—p)~Ye=r <> .

« « (07

Commencons par appliquer la relation de Chasles

n'/y (a)zna/a(ﬂ+na/+m(ﬁ
" o (I+1)" o (LAt

puis utilisons les majorations des deux questions précédentes

n'/uy ()

1/ < pl/a ¢ _ _ e IR S
n/“u,(a) <n /0 exp(—n(1 — p)t) dt + At a1

. . 1/a . , .
Quand on fait tendre n vers 400, le quotient w tend vers 0 par croissances comparées. On obtient

Ko) < (1-p) 2 (1)),

(07 «

donc

I1.7. L’inégalité précédente est valable pour tout p dans ]0,1[. On peut donc faire tendre p vers 0 et

obtenir . )
K(a) < =T <> .
« «

En combinant cette inégalité avec celle de la question I1.3, on obtient finalement 1’égalité

K(a) = T (;) |

Exercice 2.

2
1. La fonction fy : t — m;% est continue sur 0, +oo[ et se prolonge par continuité en 0 (elle y admet la
limite 1).

En particulier, elle est intégrable sur |0, 1].

Pour tout ¢ dans [1, +00[, on remarque les inégalités

1
0< f1(t) < e

Comme la fonction ¢ — 1/t2 est intégrable sur [1,4o00[, il en est de méme pour la fonction f; d’apres le
critere de domination.
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Finalement, la fonction f; est intégrable sur |0, +o0o[. En particulier, I'intégrale I; existe.
La fonction fo : ¢t — 1‘3‘;5“) est continue sur )0, +oo[. Elle aussi admet un prolongement par continuité
en 0 (elle y admet la limite 1/2).

La fonction fa est donc intégrable sur |0, 1].

Pour tout ¢ dans [1, +00[, on remarque les inégalités

2
0 < fo(t) < e

Comme pour f1, on en déduit que fo est intégrable sur [1, +o00].
Finalement, la fonction fs est intégrable sur |0, +o0o[. En particulier, I'intégrale Iy existe.

Enfin, la fonction f3: ¢ +— % est continue sur |0, +oo[ et admet un prolongement par continuité en 0

(elle tend vers 1 en 0). Elle aussi est intégrable sur ]0, 1].

Prenons maintenant a et b dans ]0,4o00[. Dans l'intégrale fab f3(t) dt, effectuons une intégration par
parties. On integre la fonction ¢ + sin(t) et t — 1 — cos(t). On dérive la fonction ¢ — 1/t en t > —1/¢2.

On obtient alors X b b
/ sin(t) ,, _ [1=cos(®) +/ Locost) 4y
a t 13 a a 2

1—cos(b)
b

La majoration ‘1—C§s(b)‘ < % montre que

tend vers 0 quand b tend vers +oo.

On sait déja que 'intégrale fa+°° 1_(;7(2)5(” dt existe. On en déduit que ff Sint(t) dt possede une limite finie

quand b tend vers 4+o00. Cela prouve 'existence de l'intégrale Iy et on trouve

+00 o _ +oo 1 _
/ sin(t) dt:—l cos(a)+/ 1 — cos(t) dt.

t a 12

Enfin, un développement limité donne

1 — cos(a) _1- (14 o(a))
a a a—0

En faisant tendre a vers 0, on obtient donc ’égalité I = Is.

Remarquons maintenant 1’égalité

0

La fonction ¢ — t/2 est une bijection de ]0, 4+oo[ sur ]0, +o00[ qui est strictement croissante et de classe C'.
Effectuons le changement de variable u = t/2.

+0 25in? (u)
I = ————2du=1I;.
2 /0 12 u=1I

On a bien montré que les intégrales 11, Is et Is convergent et qu’elles ont la méme valeur. ‘

sin((2n+1)t)
sin(t)
continuité en 0 (elle y possede la limite 2n + 1) donc elle est intégrable sur |0, 7/2].

Soit maintenant un entier n. La fonction ¢ — est continue sur ]0,7/2] et se prolonge par

L’intégrale J,, existe pour tout entier naturel n. ‘
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2. Soit n € N. On va appliquer I'identité trigonométrique suivante

V(a,b) €R27 sin(b) — sin(a) = 2sin <b2a> oS <b42>a> '

On trouve en particulier

vt €]0,7/2], sin((2n + 3)t) — sin((2n + 1)t) = 2sin(t) cos((2n + 2)t)
puis
/2 [2sin((2n + 2)t) "
Iy —1,=2 2 2)t) dt = =0.
a=to=2 [ cosl(an+ ) ae - | 2B
La suite (J,,),,cy est donc constante, de valeur Jo = 7/2.

3. La fonction f est de classe C! sur |0, 7/2].
Vérifions sa continuité en 0.
sin(x) — x o(z? o(1
fla) = ( :2()2: ():O(l).
x sin(z) x24+o0(z?) 14o0(l) 2—0
Ce développement limité montre que f admet une limite nulle en 0. La fonction f est donc continue

en 0.

Exprimons maintenant la dérivée f" sur ]0,7/2].
—22 cos(z) + sin?(z)

—cos(z) 1
VCE 6 0, 2 3 ! xr) = ——— _—=
10, /2] f@) sin?(z) = 2?2 22 sin’ ()
Le dénominateur est équivalent & z*. On va donc développer le numérateur a l’ordre 4.
2 3 2 4 4 4
—x? cos(x)+sin®(z) = —2? <1 — % - o(x2)> +<:c - % + o(x3)> = —x2+%+932—%+0(:c4) = %+0(x4).

En reportant dans I’expression de f’, il vient
1.4 4 1
T +o(x%)  §+o(l)

fi(@) = zt4o(zt)  1+0(1)°

On en déduit que f'(x) tend vers 1/6 quand x tend vers 0.

On a prouvé que f est de classe C! sur ]0,7/2], continue sur [0,7/2] et que f’ a une limite finie en 0.

D’aprés le théoréme de continuité de la dérivée, la fonction f est de classe C! sur [0, 7/2].

4. Soit p dans N*. On integre la fonction ¢ — sin(pt) en ¢t — — cos(pt)/p et on dérive la fonction f.

T cos(pt)f(H)]TE 1 ,
K, = [—ph + p/o cos(pt) f'(t) dt.

On en déduit en particulier la majoration

O+ 1

w/2
/0 cos(pt) f'(t) dt

Kl < = ——+7
T w/2
¢ VOLEVEL 2 )
T w/2
¢ UOLVEL 1 ) o

Cette majoration prouve que la suite (K;),en converge vers 0.
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5. Soit n dans N. La linéarité de 'intégrale donne

[T (sin((2n+ 1)t)  sin((2n + 1)t) o [™sin((2n 4+ 1)t)
Ko = [ (B0l Y gy, [0

La fonction t — (2n + 1)t est une bijection de |0, 7/2] sur ]0, (2n + 1)7/2] qui est strictement croissante
et de classe C1. Le changement de variable u = (2n + 1)t donne finalement

(2n+1)w/2 sin(u
K2n+1=2—/0 15 )du.

3

En faisant tendre n vers +o00, on trouve finalement

Exercice 3. a. En toute rigueur, il faudrait commencer par prouver que ces suites sont bien définies et que

leurs termes sont tous strictement positifs, mais passons.
Pour tout n dans N*, commencons par repérer 'inégalité

an—-1 — \/nl

an — b, =
Soit n dans N*. On en déduit les inégalités

et bpi1 = /by X by = by,

La suite (an)n21 est donc décroissante et la suite (by,)n>1 est croissante.
Pour tout n dans N*| on connait maintenant les inégalités

a1>an>bn>bla

qui prouvent que ces deux suites sont bornées en plus d’étre monotones. Elles sont donc toutes deux conver-

gentes. Notons « et § leurs limites respectives.
Un passage a la limite dans la premiere relation de récurrence donne

a+p

> donc a=p.

o=

Ainsi, ces deux suites convergent et elles ont la méme limite.

b. Commengons par justifier l'existence de T(z,y). Soient x et y dans |0, +oo[. La fonction

1
V@) )

est définie et continue sur R. Quand u tend vers +oo, on observe que f(u) est équivalent a 1/u®. La
fonction u — 1/u? est intégrable sur [1, 4+o00[ donc f I'est aussi. La fonction f est donc également intégrable

sur [0, 4o0].
Enfin, on remarque que la fonction f est paire. On peut conclure qu’elle est intégrable sur R. L’intégrale T'(z, y)

fru—

est donc bien définie.

Soient = et y dans ]0, +-o00[. Définissons sur |0, +o0[ la fonction

1 Ty
o k(-
4 2 t



PC" — mathématiques — corrigé du devoir en temps libre n° 3 9

Cette fonction est continue sur |0, +oo], strictement croissante (c’est la somme de deux fonctions stric-
tement croissantes) ; elle admet respectivement les limites —oo et +00 en 0 et en +oo. Cette fonction est
donc une bijection de ]0, +oo[ sur R.

C’est une fonction bijective, de classe C!, strictement croissante, donc on peut effectuer le changement
de variable u = ¢(t) dans 'intégrale T(%, VZY).

1
Le calcul formel donne du = 3 (1 + %) dt et (apres simplifications)

2 2 2\ (42 2 2 2
x+y o (7 +2%)(t* +y°) 5, o (t*+my)
<2> e v WA=

Le dénominateur de I'intégrande devient donc

1 42

(592 + u)((yam? +w2)  VE+I)E+97) (# +ay)

Le changement de variable donne donc

x+y > Feo 4¢2 1 Ty /+°O dit
T /Ty | = x = (1+22) at=2 :
< 7V o V(B +a)(E +y?) (2 + zy) 2( t2> 0o VE+22) (2 +y?)

L’intégrande étant une fonction paire, cette intégrale se réécrit

T4y Y dt — T(s
T( 2 \/@> —o \/(t2+x2)(t2+y2)7T( v

c. Cette relation prouve que la suite de terme général T (a,, b,) est constante, de valeur T(ag, by), c’est-
a~dire T(a, b). Il s’agit alors de prouver que T(ay, b,) tend vers T(M(a,b), M(a, b)), mais je ne le détaille pas
ici car g¢a utilise le théoréeme de convergence dominée, que nous n’avons pas encore vu.

Exercice 4. Commencons par justifier que la fonction F est bien définie.

Soit x € R. On sait que l'intégrale [, [f(s)| ds est convergente. La fonction ¢ — t + = est une bijection
de R sur R, de classe C! et strictement croissante, donc on peut effectuer le changement de variable s = t +x.
On en déduit que l'intégrale [, |f(t + )| dt est convergente.

Enfin, pour tout t réel, I'inégalité triangulaire donne

[f(t+2) = FOI < |FE+2)[ + ()],

ce qui prouve que la fonction ¢ — |f(t + x) — f(t)] est intégrable sur R. Ainsi, pour tout z, le nombre F(z)
est bien défini.

Prenons maintenant € > 0. On sait que f;oo |f(t)| dt tend vers 0 quand y tend vers +oo donc il existe
A > 0 tel que

“+o00
wxA [ lf@la<e
)

De méme, il existe B > 0 tel que

—y
w>B [ lfola<e
— 0o
Notons C = max(A, B), de maniére & avoir

wee, [ lwlase /m ()] dt <.
Y

—0o0
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Prenons maintenant x > 2C. On observe dans un premier temps la majoration directe

F) < [ (f¢+al+ 150D = [ 15@e+ala+ [ 1) a

Le méme changement de variable que celui proposé plus haut — dans la suite, j’effectue de pareils
changements de variable sans les expliciter — donne [p [f(t+ )| dt = [ |f(t)| dt donc

2 /R )] dr.

Maintenant, décomposons l'intégrale par la relation de Chasles

C—x —-C C 400

Fatt)—f(1)] dit / £

C

—C—x
F(z) = / Fatt)—f(1)] dit /

[e'S) —C—z

Fatt)—f(1)] dit /

C—x

Fatt)—f(1)] dit /

—C

L’hypothese x > 2C donne C — z < —C donc toutes les intégrales écrites ci-dessus sont positives. On en
déduit la minoration

C—x C
Fw)> [ If@rn=—solas [ i@ - o) a

—C—=z

Il reste & minorer chacune de ces deux intégrales. Pour cela, utilisons l'inégalité triangulaire dans sa
version minorante.

C C C C+z
/C\f(x+t)—f(t)| at > /C(\f(t)l 1+ 1) dt—/ ) dt—/ ()] du.

—C —C+zx

Remarquons I'inégalité —C + z > C, qui donne ensuite

CHz 400
[ ilans [l ause
—C+zx —C+z
On connait aussi 'inégalité

C —C 400
/C!f(t)l dt:/le(t)! ‘“‘/m ) dt—/c 0] dt>/Rf<t>| dt — 2,

C
/ |f(z+1t)— f(1)] dt>/|f(t)\ dt — 3e.
g R

ce qui donne

Un calcul semblable donne

C—2z C—z C C—zx
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On obtient donc la minoration F(x) > 2 [ [ f(t)] dt —

Plus précisément, on a démontré ceci

Ve>0, 3ID>0, Va>D, /|f )| dt — 6e < /|f )| dt.

On a prouvé que F(z) tend vers 2/ |f(t)] dt quand z tend vers +oo.
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