es Supérienres — PSI

orales: Ecoles Normal

. Soit A € Ma(C). On

egi U — Inest nilpoten
le et Vo nilpotente tel

e U € Mn(C)est upipotent
diagonalisab

(ste un unigue couple (Do Ng) avee Do
- Ng et D(}No = NoDo.

M, (C) unipotente.

e Sp(U) = {1}

7=* en fonction de N =U —In.

1,,(R), montret que Do € Mn(R) et Ny € Ma(R):

se A € GLn(C).
e Do € CL,(C).
qu’il existe un unique ©

jotente.
M, (R), monirer que De M

i,B e M {C), on pose |A,B] = AB — BA.
= ﬂAaB] s (Aa B) € Mﬂ(c)g}

' §, montrer que (M) = 0.

r que S est stable pat muttiplication p

1 que S est stable pat similitude.
s que tou ce nulle est semnblable & un

te matrice de tra
D = Diag(1,2, - N Vensemble des matrices

.,nyet
scation M = [D, M ] estun automorphisne de N.
ar que N =S

B ¢ Ma(C}

rer que si B est
A e My(C) diagonal
rer qu’i) existe QeC

trer que Q(A) =€
onsidere exp : M € Ma(R) = eM.

01 == Diag{—1, 2 > ~d). Pourguoi est
sirer que, si A € Sp(M), alots o e Sple )
ntrer qu’il 0’ existe pas de matrice M € M (R) telle que ¢ =e"

e dire de exp?

ouple (D, ) tel que A= DU, DU= UD et D diago-

(R) et U € Mn(R).

ar un scalaire.

e matrice de diago
de diagonale nut

diagonalisable alors e” Vest aussi.
igable ayant 1 valeuts propres distinctes fiy, -+ Hoe
Iy
e,

X1 tel que ¥1 < €N Qi) =

-elie inversible?
M

eonetion  définie sux My (R) par s f (X) =

N e 3vam Ya

nale nulle.
1e. Monirer

%XTAXHBTXoﬁ

163. Soit

Montrer g

169. Soit
Ba(R) Le

& coeffici

On note [
delafo
Coa)i) Mo
- i) Mont
b)i) Mo
ii) Mon
On adm
existe un
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42 Epreuves orales: Ecoles Normales Supérieures - PSI
n JF suf Mpa(C) en posant, pour v = (vy Un)T, Flu) =

3

z ijgc_l)(j—l) .
—

dans la base canonique.

On définit voe applicatio
7 ot pour k€ f1,nl. G =
donner sa matrice A

(616

a) Montrer 4
b) Calculer —ﬁT

ue F est linéaire et
A et déterminer Fh

- u)T € Mn,1(C), on pose

1/2

T
k=1

¢) Pourv = (v1 -

Mtontrer que [ F) 2 = Vi v
\MX12 oy gy = ATRIAT e

172. Soit M € M {R). On pose M2 = sup
X40,XEMn 1 (B) |2
si A e GLy(R).
a) Rappeler 1a définition de la norme cuclidienne | |2 &t montrer que || M to = Slllp |MXla.
1X a=1
un\V'Ml,IVIQ, \]'IV[]_NIQHZ < “IVIl“ZUM‘z“Z
M2\ X2

| |2 est une norme et
existe un vecteur non aul X € Mun (R) tel que \MX|z =

(R). Montret que AT Ae ST R
aleurs propres de AT A, Montrer queé k(A) =

| Allg eten déduire k{A)-
existe @ € Rfet(

b) Montrer que
¢) Momnirer qu’il
d) Soit A€ GLin

{On
0'1.

e A
c O (R) tels que A=al.

e ST (R). Calculer
A) = lsiet seutement 8’1l

¢) Soient ot < -

H On suppose A

g) Montrer que k(
place dans R™ muni de sa norme euchidienne caponique. Pour toute partie A non

définit le diamette de A par d(A) = suplilz — i, (z,9) € A%}

bornée. Pour g = () on définit un p-recouvieme
vk e N: d{Ak) < P

parties hornées telle que Xc U Ap et
kEN

173. On se
vide bornée ol
Soit X une partie
(A )reN dénombrable de

On définit, pout 8 =0

pe(x) =inf 3 Y A4 (Ar)wen

K20

p-recouvrement de X

st décroissant en -

= 1% (H2(X)) est décroissante par rapport & §-
p

a) Montrer gue HP{X) est fnietquile
= sup(HE(X))
o0

b) Montrer gue H(X)
{X) pour § > T

¢) Calculer Ho(X) et H,
d) Pour X partie bornée et v vecteur de ®™,

comparer H (X +v)et H(X).

¢) Pour A > U, comparer H(AX) et H(X).
f) Soient X et v deux parties hornées telles que inf -yl >0
reX yeY
Monirer que H(XUY)= Hi{X) + Hy(Y).
que s Hy(X) < +00 ators Hy(X) = 0 pouf tout t > S
i pour tout t < 8.

g) Soit s > 0. Montrer
h) Soit s 2 0. Monirer que St HS(X_} > {) alors Hy(X) = +o©

174. Pour f € cA(-1, 1], R) et wy, W2 ws € R, on note

RMS. Volume 135 - o© 1(2024-2025)

Iapp(f) = wlf(—Z/?)) + ws

@) Déterminer wy, wa, W de

On prendra ces valeurs de w4

B) A-t-on toujours Lopp(P)

¢) Solent f € C*(—1,
Ho/3) - P(z/s)(,{ 1L,R

Montrer que || f — Plico,-1.1

Ind, Considérer ¥ application
z ¢ {-2/3,0,2/3}.

d) En déduire une majorafia

:" _175, Soit f € CO(}IR+,R) ca

“a) Montrer que g est prolon

b_)_ Montrer que g° est intég

¢). Rappeler I'inégalité de C
Discuter de 1’ optimalité de ‘

7._ a) Soient a,b € Ra
n ___,;;0 définie par @o = J
uite f__ie fonctions {©n )nz0 |
Boit P I — Rune/f
_yn‘oi_niales a coefficients

) Existe-t-il une fonw

_olgl=))’
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les Normales Supérieures — PSsI

Epreuves orales: Eco

iv) Trouver une rela;

1 écrit alors F(X) = Z (__X?fﬂfﬂ;; 4.+ 3?3’}*—) ot les ag,j sont dans C. -
z€C (X ~2) — _ v} Montrer que V e
[ontrer que ] F(t)ydt = im Z £(x)as1 00 E (z) désigne le signe de Im{z). 183, On munit §
R . nit £ =
g0 w4 | On se donne X3, ...
} Soit Pun polyndme complexe non constant. Bn tudiant ia fonction I 2 7+ f W, - -pouri £ 4, X; et X
0 - pour fout ¢, X, (1) «

- pour tout 7, B{X,)
Pour touti € J1,n—
note {, ) le produit
4} Onse donne une
les cv; étant devix 4 d
i) Montrer que B{Z

iif)n Montrer gqu'il exi
; P(Z = o)y

=]
. #if) En déduire qu’il
Q(Z)#0, B(Q(Z

&montrer e théogeme de d° Alembert-Gauss.

79, On munit R™ du produit scalaire canomque noté { , ). On considére ensemble des

‘onctions ¢l de R" dans R tetles que
e [0,1], v,y € BT, e - (0L 2] < max( f(), F)

q) Pour n = 1, trouver uie fonction f € ¢ autre qu’une fonction affine.

b) i) On fixe T, 1, € R™. On pose, pourt € R, g(t) = flz + th) — f(@)- Exprimer g' (t).

ii} Monirer que feQ@siet seujement si, pout tous T, Y c R™ tels que f () < f (z),ona

(Vf(z)y -5 S0
e (2 onpose vt € R, g(t) = flz + th) — f(z). Calculer g (0).
L n 3

¢) i) Pour fe@de clas
h) = 0. Que dire du signe e > é%%—(sc) hihi?
iUy

ii) On suppose (V f(z),
j=1 j=1

“b) Montrer que, pou

Probabilités

-
¢} En déduire

O sa série génératrice et B le g que :

d) Montrer que, pou

180. Soit X une variable aléatoire 3 valeurs dans N, On note

rayon de convergence de G.

a) Justifier que Rzl
ires a valeurs dans N, telle que (Gx,)nz1

B) Soit (Xn)nz1 une suite de variables aléato
r| — R, R vers une fonction notée G. La Sonction G est-elie néces-

converge simplement su
trice d’une variable aléatoire 7

sajrement la série généra
te X la variable aléatoire qui donne fe

184 Solent X etV

EV(X) = V(Y) =
7). Enoncer les inéga
b};.:M'ontrer que vt €

.i)-..-_SOit A 0. Mo

181. On copsidere un dé équitibré cubigue. On no

nembre obtenu & un lancer. Donner $a série génératrice.
a) Onnoe Y la variable aléatoire qul correspond 2 1a somme des lancers de deux dés cu-

biques équilibrés. Donnet sa gérie génératrice.
lisé de sorte que Y suive

b) Est-il possible de truquer le dé utl 1a loi uniforme sur [2,12)7

Mot e
qur (O.‘, 6) S (R‘

182. Soit { £z )ren une suite de variables aléatoires indépendantes suivant toute ta 1ol de Bet:

poulli de parametre p €0, 1}

a) Onnote U = min {k & N*, Zp = 0} e K" U {400}

i) Déterminer P(U > k) et P(U = k).

if) En déduire P(U = +00)-

iiiy Donner E{U) et v{U).

p) Ondéfinit V = min{k € N\ [0,1}, Zi1 = 7 =1} € NU {+o0}.
i) Déterminer P(V = k) pout E=1,2,3,4

i) Montrer que PV >n} < PV >n-— 2)p(2 — p)-

iii) En déduire P(V = +x).

|
.
=X

fel’_:QHE Vs &
|
|
|
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Supérieures = PC

Epreuves grales: Ecoles Normales
192. Soit F un SOUS-espa

dim (£) < n

yatrer que : Vs € R, chis) < P
) < ewncﬂﬂl

déduire que - P(S, 2 NG

T all —¢€° :
s.Onypose f 2 @+ Eaiz 41 (1 + _,(_a_:—(—;)—) E 193. Déterminer les X &
montrer 1 Ve € D0 < OESTE

< bdes pombres réel
définition D de fet
() € z2/8.

Soit o < 0
194, Caractériser les maty

Déterminet Vensemble de

n déduire : V& € po<sf
195, Existe-t-il deux ma

e X(0) C oy bl.

Solent X une variable aléatoire telle qu
~BX RBX)—a
wrer s VA € ’, E{&kx) < ﬂe)\a + —-—r—:—&‘“‘"em. nilpotente et (NP)Z £0
y = 0, montret * B < f (M=), _
196, Soit M < Mn (R)

particulier on B(X
M (R) telle que X + M

s Je cas général : Ele
9 2
¥ —B(X) > ) € 2exP (H(b_éag)
., X des variables aléatoires mutuellement indépendantes. On pose Sn =
Lell,...,nh Xp(y) C {ag, bi). Montret pour
92¢?

Dans le cas
Fin déduire dan NE(X)+N? (b /B,

£ > 0, montret - P

)\X) <e

Pour tout

. 197, On pose Ap = (%j
- limite de {det{An)) qua;

Soient X1, - -

et X On suppose que, Pous tout
se>0:P(S ~E(S W 2 e) £ 2exp e |
" me PG ar)* .Onpose 4; = ( |
ficoles Normales Supérieores P
Algébre 199 On munit R, [X]
: UeM . ((Xi, XJ>) ’

artiennent 2 X et lim zL-Card(X rfo,nf) =90
n—y+oa 7

que Card(X N5 7+ kD =2
mbres premiers.

i telle que O et 1 apP

* jlexiste j € N telle
niiers conséeutifs contenant exactement 5no

4+ aX®+ pXx? -4 X. On suppose que les

elles appartiennent 4 un méme cercle dit

187. % a) Soit X ©

Monirer que, pout toutk € N
b) Moutrer qu'il existe 100 €

: o__n_t__rer que {, )es
Montrer qu’il existe
__te_ﬂe que, pour
it strictement p

pose P = x4

cux réels a et b. On
deux & deux et qw’

188, Solent d
racines de P sont toutes distinctes

plan complexe. Montrer que 3 < ab < 9.
189. Soit (Pn)nen U0C suite définie par Fo & R{X1de degré 2 26t vn € N, Pai1 = XP, tminer P (@
e une suite de 1éels positifs (An)nen convergeant vers 0 telle que, PO ipipose ak R
tre 0 et de rayon T

ient i, k € N* E‘

t au disque de cen
ok 3ie {1,

Montrer qu’il exiy

tout n € N, les racines complexes de P, appartiennen

s M e Mp(R)2 coeffi
un élément de E?

s ses coefficients sont positifs. Soit Ae Ml

cients 0 ou 1 qui sont inversibles:

196. Soit £ I’ensembie des matrice
e maximal de 1d

Quel est le nombt
191. On ditqu'une matrice est positive sito
Montrer yéquivalence entte ©

(i) A est monotone, est-i-dire A est inversible et AYp
avx c R AX >0=>X = 0.

ositive,



