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36 FEpreuves orales: Ecoles Normales Supérieures = PSI

Soient 4, B € M (R). Leut produit J'Hadamard Ao B € M., (R) estla matrice de erme
général Qi bij .

b) Montrer que, si Aet B sontdes matrices symétriques de rang 1, alors AoBest symétrique
de rang au plus 1.

¢) Montrer que, i A et Bsont symétriques positives, alors A o B est symétrlque

d) SiAet B sont symétriques positives, montrer que A © B est syméirique positive.

204. On note (€1, ,en) la base canonigue de Mo, 1(R) Soit {cos - . Can—1) e B el

, = 0. On pose Q = Z cpX - k O considere enfin les
=0
matrices de M (R) suivanies : A = (@), O Gig = 1sij=1t— 3045 % g ST
et ag 4 = O sinon; B = (citj-1) € C= (&ﬂ 1)
a) Moantrer que Q(A) = 0. Ind. Calculer AP, pour tout k € {0,- ,1}
b) On pose RIA| = (M e Mn (R); 3F € RIX], M = P(A)}- Montrer dimR{A] =
¢) Montrer que (B est trian gulaue En déduire que B est inversible.
d) Montrer que AB=DB AT,
¢) Montrer que A est semblable 2 52 (ransposée.
f) Montrer gue A g’ écrit comine Je produit de deux matrices symétriques.

quecn-;letcﬂﬂ = ... = Cin—

dzx =

m—1
208, a) i) Soitmun entier 3 2. Montret ue f M £ M
A Jz(m - T) \/L(m k)

m—1 d
i) Calculer f L Tadedu changement de variables & = 377 t2
1

(m — ©)
1
b) Soit An € M,,(R) la matrice de terme général :fg_:_i .

i) Montrer que A, € ST (R).
i) Soit An 12 plus petlte des valeurs propres de A,. Montret qu’il existe &, b > 0 tels que

vn21, 0 A < = (a + bln(n))-
¢) Soient pin 12 plus grande valeur pmpre de An et X = (1/ V1,1/ V2.1 N RE
R™, Montrer que (AnX, X 22 arctan{vi— 1) ol {, ) désigne {e produit gcalaire

canonigque suf r".

1
4) Montrer que, pour wout P € RIX, [ p(tydt = -t f F‘(e“g)ef9 d6. Bn déduire que:
0

d
pour tout & = Zaka e RIX
k=0
¢) En déduire que B phn = T
n—++ee

2086. On munit R™ de sa structure enclidienne canonigue. On considére des réels At -

tels que : 0 e M £ AT < Ap. BL DOUT tout entier ¢ tel que 1 < i € n,on poSﬁ;

My = (i A7)

RMS. Volume 134 - a 1(2023-2024)

{On conside
pondéré pa
a) Montrer
B) Montre
¢} Endéd
d) On cons
Montrer q
¢} Soient
minimum

Analyse

207. Onp

. toutn € N

a) Montre
1_7) Trouve
¢) Montre
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38 Fpreuves orales: Ecoles Normales Supérieures — PSI

209, Soit (Un)nz0 12 suite de fonctions définie par :
" T
v e R, uplz) = get¥n € N*, ¥z € R, uplz) = m

a) Frudier 1a convergence de Z Uey»
!
b) Sur quel domaine a-t-on (Z un) = Z y, ?

+oo
¢) La fonction Z iy, est-elle dérivable en 07

n==0

1 1
218, On fixe p > 1. Onnoe g ' unique réel tel que —}; + ~(—1— =1.

o0
Soit f : Rt — R continue et non identiquement nulle telle que f F(t)Pet dt converge.

0

a) Soientt €]0,1jet (u,v) € (RT)2. Montrer que dott < tu+ (1 -t

Ind. Utiliser un argument de convexité ou une étude de fonction.

)iy Soit A> 0, et solent g et h deux fonctions continues de [0, A] dans R.
A A

A
Monirer quf:/0 ]g(t)h(t)ldté%[o \g(t)Ipdt+}&-[() |h()| dt.

1/p

ii) Bn déduire que ng jg(ty R dE foA lg(t)|P dt f: iR{t)|7dt

1/q

oo oo
¢) i) Pour n = 0, on pose tin = [ " F(t) dt et, pour @ > 0, I(a) = f et dt.
0 0

Montrer que la suite (un) est bien définie et qu'il existe K € RT* telle que
(23
VneN, lun <K (%) (I(ng))*®.

i) En déduire que Z lun \—4/™ diverge.
d) On suppose que p = 1, Montrer gue \un\”” n diverge.
211, Soit e € R. Onpose go : T € 10, oo+ et

+oo
a) Donner les valeurs de o tels que f g (t)dt converge.
+00 0
b) Calculer I(p) = [ ¢~ Pt dt, avec p €10, +ool.
0
. . d*r
¢) Justifier I'existence de EEE pour tout k € N

+o0
d) En déduire f gn{t)dE pour tout v € M.
0

T

¢) Retrouver ce résultat en intégrant par parties f gn(t)dt pour U <€ < .

€

RMS. Volume 13- 57 (2023-2024)

212. Soit ¢

a) Montre
5) Montre

¢) Endéd

d) Montre

213. Soie
I’éguation
a) Soient
pose & =

* o)
o B0
b) Montr

r{x) =

N L’) On po

CsurRT
~d) Soity
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40 Epreuves orale

8+C_a__ QE_cQE _Q?Eﬁcza_z_il’,

gt ez} \ot Oz TP 02z’

i) En déduire qu'une solution u de 1’équation s’ €crit - uf
t) = %(m t) c—a—u

L ax ™.

précisera le paramgtre ¢ 2ins1 que I

fonction de v et déduire :

x,8) = up{x et} + ug(x — ct).
une équation de

(z,t). Montrer que v est solution d’

#ii) On pose v(
es conditions initiales.

transport dont on
iv) Exprimer u en
1 1 f°
) = Sloo ) +o(e + ) 57 ]Ht
quation d’

4ot

h{r)dr.

onde & variables séparées, de 1a forme .

¢) i) Trouver toutes les solutions C% de I'é
u(z,t) = o(t)(x) .

ii) SoitneN.Onpose:g::nHZa
k=1

L sin(krz) eth =0. Déterminer w{x,1}.

215, On munit RY de sa structure euclidienne canonique. On dit que fest différentiable sur

I’ouvert £ si V f existe et est continu.
a) Soient C ouvert convexe non videde RY, f:C =R différentiable. On suppose que vf

est L-lipschitzien. Soient w, v € Cetg:t— flv+ t{w — v)).
i) Exprimer g'{¢)-

i) Montrex que [ (w) — flv) =

L

iif) Montrer que f{w) < F) + (V) w— vy + 3 w — vl
k) Soit f: e — R différentiable. Montrer que { est convexe si et seulement si

Y, v € RY, flw) = F(w) + (Vflv),w - v). Ind. Commencer par d=1

1
¢) Soit f : R? - R différentiable. On pose Uo §E”V Flun)||? pour

HVf(Un)HZ pour nn € N,

1
]ﬂ (7 (o -+ Hw - vy — v) dt

= et Ups1 = Un —

1
n € N. Montrer que flops1) < Flug) — o7
d) On suppose de plus f convexe.
i) Montrer que Vi € RY, f(vny1) < Flw) +

i) Montrer que £(un) — F() < (v =il = onsr 1)

L
.

(V£ (Un)y v — W) = %HW(%)HQ-

iii) Montrer que f (vg) - flw) <
d) Soit v, un point critique de f. Montrer que Ux
suite {vp,) converge Vers Uy.

Probabilités

per sa décomposition en fa
diviseur d de 71, on note
n

7

716. Soit n > 2. Onnote . = it
Q= {l1,...,n}dela Joi uniforme. Pour tout

multiptes de d contenus dans Q:Ag= {kd L k<

er que si d et d' sont deux entiers pre

a) i) Montr
Aget Ay sont indépendants.

en déduire que
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est un minimum local de f et que la

cteurs pretpiers. On munit
A4 Pensemble des

miers entre eux alors Ag M Ag = Add ©

it} Onnote B = {
expression de P(B
iif) Soientn et m ¢

B) Onnote If =

TL
dans I/, on note n,,

i) Pourz € Ctel g

que lim z =
Lz =z

ii) Pour tout entier
de cardinal ¢(m), e

iii) Montrer que {/

217. Soit X une var
sur {N, P(M}). On
n) > 0etPy(X =

- On pose, pour nn €

“ Enfin, on pose £{X



{(PEOTET0T) 1 o1 - FET *WMIOA "SINE

/04D g5° 5 (24 1) " 13 (IX;S)E[ ‘Iz ‘0] 1A TonUOW ‘[expug8 seo of sue(] (2 | 1o ¢

o'
“({n0)xer + 1)% +nATS 2 tfgloo — [ A Rnuon (¢
<

# 5o
;. $919p20p1d SUOHIPUOD 52 S[A-1HITLRA 'y s2] § 19 D NS _ 3m11)1
wongpuos oypenb y °¢ + L{v = FX douuo G 3 g1 0 # vanod |1°0[2 d38 N B woAe : '
{d ‘2u) g |(RTUIONI] TO] 2] JURAIRS sojuppUadopul SOII0IB[R SI[GRLIRA SIP g Truaros (v
=4
Yy Z = Yg o0
("3

up g = (1 < |'x1)d snyd ap asoddns uQ “sayuepuadppur 1o 0 JTY SJUELIEA 3P ‘SRR
‘SoanqLSIP JUNANbNUIPL ‘SOT[231 SIN3[BA § SAH0II|R SI[GEHEA sap ¥y ¢ Ty wetos 817

0=
(v 3 X)d— (7 2 X)Fd)e = |(u = X)td - (u = X)2d] _ enb pouop (p

oo+
0 € ()7 anb 1o 98104100 (x)un Z onb ronuopy ‘[pIpupd SO NE WAL UQ (2
(o )T S w N 3 u} D D {(oy Fy)xem & uN 3 u} onb sanuo (!
'0 € {x)7 enb 3nUOW (22
“Zy 1y 9p UOTOUO] Ud ( X')7 SUILIOS BS rowdya 10 o810An00 { X) "0 Z onb ronmop (12
Ty ‘Ty ‘u op uonIouo) U9 (x)un onaEDd (2
. “% g mod
gy onquered op 12 T g mod Ty anetesed op U0SSI0g 9p 10] B H0S X anb asoddns uQ (g
i1 =1amod T > (0)'d > 0 onb JenuopN ¢ +0”rN ;éoguosw (N)d 2 O nos (v

anod

‘mouis oo f = (X)7 98104100 LIPS NSO 18 {(x)4n Z = {x)7 osod uo ‘ugug
o0k

T T

flu=x)td U{(u:X)zd:(X)un‘Naumod‘asoduo'_'

{uPEg s (uh)Ta Noup =y ues o< (w=x)2dwo < - ‘
= y)tg ‘0 < ({uh)ed ‘o < ({u})tg ‘N 2 winoy mod ‘anb asoddns w0 (N ‘M) IS 105 oqe
sonqiqeqgord xnap 2. 19 1 WRI0§ {(N)d ‘N) 1ns SRIgep 20jeg(e S[qeLIEA 2UN X 0T LIT FW‘

3w ' |
g ﬂ = y7oub sonuop (1 }
= Mg U S1OUnSIP JU0S UL 19 W 18 onb 19 ‘(w)d [pUIpIEd ap \
1o Ty 189 Y7 onb sonuoly {w = *u ‘y1 3 7} = W] 010U U0 U [2INJEU IUS N0} aog (1 : euuo”
z ="z w&};{ an
B[ 7 Suep SindfeA g NP{¥z) 9)Ms Sun ASHXD [1,0b sonuow ‘7 = {zlenb 21 2 mod (¥ 1
¥ Dz ¢ N D URUL= U U0 )] SUEp |

N3
7 InoJ "IN [ Op SOUI-t SAUIIBT 5P [qUIAEUD | aufisop () no ¥ = pewuuQ: (4 ap Uouer:%
“(u)h(w)dh = (uw)ch onb reNTOTY XN ANUI gromuoxd SISHUS XN2P it 1@ U JUAOT (m |

“(1)¢h 29100 BIDS INB[BA AN ‘|\g| op smd {gigep 110155?_3_"1"
SUn 1ApPP UG 13 'HY sap uonIuo} Ua g Iowidxy Jl=uvy ‘g 3y=got ug.

v ISd ~ Samangdng sappuLoN 21023 (S2[D40 saanatdy



