34 Epreuves orales: Feoles Normales Supérieures — PSI

) Soit A € My(C) diagonalisable. Décrire T'ensemble des matrices inversibles P telles
que P~ AP soit diagonale, '
¢) Soient Aet B deux matrices codiagonalisables. On suppose que B a des valeurs propres
deux 2 deux distinctes. Montrer qu’il existe un polyndme P € C{X] tel que A= P(B).

d) On suppose toujours A et B codiagonalisables mais on ne suppose plus B a valeurs
propres distinctes. Montrer qu’il existe une matrice ¢ et deux polyndmes F et ) tels que
A= P(CletB= QICH.

e) La matrice ( 0 i] 4 ) est-elle le carré d’une matrice réelle ?

196. Soit A & M, (R). Montrer qu’il existe P e R[X] tel que P{A) = Com(A)T.
Jnd. Commencera par A inversible.

197. Soient E un R-espace vectoriel de dimension d € N™ et f € L{E)telle que fof = ~id.
a) Donner un exemple d’application f vérifiant les hypothéses en dimension 2.

) Montrer que f n’a pas de valeur propre réclle, Montrer que F est de dimension paire.

¢) Montrer qu’il existe (€1,...,ep) telle que (ey, fle1), - eps f(e,)) soit une base de E
avec d = 2p. Donner la matrice de f dans cette base.

198, Soient A, B € My (C) telles que AB—-BA=A

a) Montrer'que AFB — BA* = kAR pourk € N,

) On définit 'application ¢5 M+ MB - BM.

i) Vérifier que @ p estui endomorphisme et caractériser soi noyau.
ii) Monirer que, si AP - (0, alors p est une valeur propre de @ 5.

¢) Lamatrice A est-elle nilpotente ? Justifier.

™

199, Soit A € M,{C) . Montrer que Sp{A) C U zeC,lz— 0] € Z @i ;)
i=1 1gign
i

266, On note S © M, (R} Vensemble des matrices stochastiques :
n

Wi, 4) € I, n}?%, mg; = 0et Zm""’k — 1. Pour tout A € My (IR), on note Sp(A4) Ven-

Re=1
semble de ses valeurs propres.
a) Montrer que les €léments de S ont tous une valeur propre commune.

b) Montrer que S est convexe, fermé, borné dans M, (R), et qu’il est stable pour le produit.

¢) i) Montrer que, pour tout AcS,onalp(d) C {zeC, Iz < 1}.
Ind. Si X = (z31,--+ ,Tn) € C" estun vecteur propre, considérer |z;) = maxigign x5l

i) Soient A € Sp 4 telle que iA} = 1. Montrer que 3 est une racine £-izme de 1 unité avec

£ <on.

d) On suppose que A = {a;,;) € Sesttelle que ag; > 0 pour tout (4, §) € I1,n}>.
i} Montrer que 1 est une valeur propre de A et que dimker (A — 1. ) = 1.

ii) Montrer que st A € Sp(AN{1} alors [A] < 1.

M = (my;) € Ssi

e} On dit que F

i) Montrer que
ii) Déterminer |
iif) Déterminer
vaut 1.
|
201. Soient (E,
norme 1 telle qu
vectorielles de £
DZT}, - {U IS O(
a} Trouver, pou
b) Montrer que
¢) Montrer que
d) Exprimer g
e) Sicchy, v
) En déduire q
&) Montrer que |
d’angle Arccos {

k) Onnote D

D¥ telle que & =

202.a) Onnote
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i) Déterminer ]
i) L applicatio
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