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PC* — mathématiques samedi 8 novembre 2025
Devoir surveillé n° 3 durée : 3 heures

’ Quelques consignes

Ne pas utiliser de blanc correcteur.

Ecrire lisiblement et dans un francais normal (sans abréviation).

Ecrire les numéros des questions dans la marge et respecter la numérotation de 1’énoncé.

Ne pas recopier I’énoncé (ni les titres des parties) et ne pas redéfinir les objets introduits par I’énoncé.

‘Probléme 1 — inégalités de Holder intégrales

1 1
On considére deux nombres p et ¢ de 1, 400 tels que — + — = 1.

Dans le devoir en temps libre n° 3, on a démontré les inégalités suivantes, que I’on pourra ici utiliser librement sans

les redémontrer

2P q
Yo) € B, oyl < ZE 4 1

et

n n 1/p n 1/q
V(l’l,...7xn) ER"7 V(y177yn) 6Rn7 Z‘xkyk| < <Z|$k|p> <Z|yk|q> .
k=1 k=1 k=1

Question 1. Soit (a,b) € R? tel que a < b. Soient f et g deux éléments de C°([a, b], C).

A Taide de sommes de Riemann, démontrer 1'inégalité

b b 1/p b 1/q
/ FDg(®)] dt<< / FOP dt) ( / 9(6)]* dt) .

Question 2. Soient f et g deux éléments de C°(]0, +oo], C).
On suppose que les fonctions |f|” et |g|? sont intégrables sur ]0, +oo].
Montrer alors que la fonction fg est intégrable sur ]0, +oo.

Question 3. Sous les mémes hypotheses qu’a la question précédente, démontrer 1'inégalité
400 400 1/1’ —+o00 1/‘1
| st s ([ sor a) ([ o a)
0 0 0

\Probl‘eme 2 — fonction Gamma‘

—+o0
Pour tout x > 0, on pose I'(z) = / t* et dt.
0

Question 4. Justifier que la fonction I' est effectivement définie sur ]0, +oo].
Question 5. Pour tout = > 0, justifier I'égalité I'(x + 1) = aT'(x).

Question 6. Au moyen d’une formule du probléme 1, montrer que la fonction G : z — In(T'(z)) est convexe sur
I'intervalle ]0, +o0].
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‘Probl‘eme 3 — formule des compléments

On fixe un élément « de ]0, 1.

Pour tout z > 0, on pose

+oo tafl "
o(2) = —e * dt.
fal@) /0 14+t

Question 7. Justifier que la fonction f, est effectivement définie sur [0, 4+o00].

Pour le reste de ce probléme, on admet que la fonction f, est continue sur [0, 400 et on donne ’égalité

démontrée dans le devoir en temps libre n° 2.

On admet également que la fonction f, est de classe C! sur ]0, +o0[, avec

w0, S = [ feetan
A

F(oz).

xoz

Question 8. Pour tout z > 0, vérifier égalité f,(z) — fl(z) =

Question 9. Soit > 0. Pour tout v > 0, montrer les majorations

v +00 ya—1 «@

t v
@) < | T dt e dt < — 4+ e ™ £,(0).
fa(z) /o +e /U 1 " +e7* f,(0)

Question 10. En déduire que la fonction f, admet une limite nulle en +00 (on fera un raisonnement avec des ).

Pour tout z > 0, on pose

+o0 et
hao(z) = /x by dt et go(z) =T(a)e” ho(z).

Question 11. Justifier que la fonction h, est effectivement définie sur [0, +oo.
Question 12. Justifier que la fonction h,, est de classe C* sur ]0, 4+o0[ et continue sur [0, +o0|.

Donner de plus une expression de la fonction k!, sur |0, +ool.

r
Question 13. Pour tout x > 0, vérifier 'égalité g, (z) — g, (x) = (S)
z
e*Z
Question 14. Pour tout x > 0, justifier la majoration hq(z) < —.
x

Question 15. En déduire que la fonction g, admet une limite nulle en +oo.
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Partie II1

On considere la fonction 6, = fo — ga-

Question 16. Montrer qu’il existe une constante c telle que

Ve >0, 0q4(x)=ce”
puis prouver que ¢ = 0.
Question 17. Démontrer finalement la formule des compléments

MNao)I'(l —a) = sn(ra)’

+oo
Question 18. En déduire la valeur de I'(1/2) puis celle de I'intégrale / e ds.
0

’ Probleme 4 — comparaison de normes‘

. too
Etant donné un polynéme réel P = Y a,X*, on note
k=0

la]|
R

N1 (P) = max{|ai| ; k€ N} et Nyo(P) = JFZOO
k=0
Question 19. Justifier que N; est une norme sur R[X]. On admet que Ny est également une norme sur R[X].
Question 20. Vérifier que la suite (X™),en converge vers le polynéme nul pour la norme No.
Question 21. Pour tout P € R[X], justifier I'inégalité No(P) < e x N1(P).
Question 22. On suppose que la suite (X™),en converge vers un certain polynéme L pour la norme Nj.
Montrer qu’elle converge alors vers L pour la norme Ny également.

Question 23. La suite (X"),en est-elle convergente pour la norme Ny ?

Question 24. Les normes N; et N5 sont-elles équivalentes ?




