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Vidange d’une trémie
Tres vieux sujet du concours Mines-Ponts

1. Comme le fluide est supposé incompressible, le débit volumique se conserve, propriété qui s’exprime
S(2)v(z) = S(h)v(h), avec v(h) = dh/dt et S(z) = b(2)?. On en déduit

 S(h)dh _ b(h)? dh _ h2dn
A =soa T wera 'Y w

2. Le relation de Bernoulli vue en cours s’appliquer pour un écoulement parfait, stationnaire et incompres-
sible. Ici, h dépend du temps et I’écoulement n’est pas stationnaire, ce qui invalide 'une des trois conditions
d’application.

3. On calcule rot ¥ = VAT = 0. L’écoulement est irrotationnel et dans ces conditions, il existe un potentiel
de vitesse ® tel que v = V. A vrai dire, cette remarque ne sert pas a grand chose puisqu’on va trouver ¢
explicitement !

Ici, ¥ est dirigé selon i, donc le potentiel ne dépend que de z et il est tel que

a—(za) 22 dt

L o _ P2 dh

En intégrant, et en utilisant ®(a,t) = 0, on en déduit

®(z,t) = h(t)? <C11 B i) %

4. L’équation de Navier-Stokes ne comporte ici pas de terme visqueux et s’écrit

p (?9: + %vqﬂ — A (rot U)) = —VP+pg

L’écoulement est irrotationnel : rot @ = 0. De plus,

ov 0 0P

P =V

ot 8tv Vat

On a donc 50 P
9F P2 _v(l)_ =
Vat—l-sz V(p) g,

Soit df un déplacement infinitésimal (pas forcément sur une ligne de courant). Le produit scalaire de la

derniére équation avec d¢ donne :
d(a(b)er G d(P) d
ot 2] 1) gz

d 87@4_1)72_’_54_ z| =0
ot 2 ) 9= =

ou encore

La quantité F' est donc uniforme dans l’espace.

5. En dérivant 'expression de ® obtenue dans la question 3, on trouve

OP 1 1 dh\ 2 d2h
—(z,t)=(===)|2n(—= [ p—
ot ) (a z> ( (dt) + dt2>

Cette dérivée s’annule en z = 0. En évaluant chacun des termes de F' en z = 0, on obtient

2
1 (h%dh Py
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6. En évaluant maintenant chacun des termes de F' en z = H, puis en identifiant & ’expression ci-dessus,
on obtient

1 1 a2 Ld2h\ 1 /dh\® Py 1 (n2dn\> P
Fity=(=—=)(2n(Z) +n222) 42 (&) £ 204 - (L20) L 10
*) (a h)( <dt> + dt2>+2(dt> + p t9 2\ a? dt + p +yga

d’ou I’équation différentielle

1 1 dh\? d?h 1 /dh\? Kt
o) 2n (= 2= i 1— — —a) =
(a h) < h(dt) th dt2>+2<dt) ( a4>+g(h 2

Par quelques calculs, on peut simplifier cette équation différentielle en

d?h  (dh\? 5 3
tht?+<dt) (3=h—h2=h*)+g=0

7. Comme I’énoncé nous y invite, on néglige le terme en dérivée seconde et on en déduit

(&) - 2o
dt)  a (A=1)(A24+2)\+3)

Comme le niveau s’abaisse, d\/dt < 0 et on prend la racine négative :

[y 1
dt \/:\/()\1)()\2+2)\+3)

At=0 )= h(0)/a et lorsque la vidange se termine, A\ = 0. En séparant les variables et en intégrant
membre a membre, on obtient

a [0 a MO
ty = — ) — A —1)(A2 +2X\ + 3)dA tv:,// A—=1)(A2 + 2\ 4 3)dA
\/;/A(O) \/( ) ) 29 Jo \/( ! )

8. t, = 168s

9. Il y a des frottements solides entre les grains et appliquer le modele du fluide parfait est tres critiquable.
Il y aussi des frottements contre les parois. Quand on observe un sablier, on constate qu’il se vide plus vite
au milieu que sur les bords, et cela montre qu’il est incorrect d’affirmer que la vitesse ne dépend que de z.
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Glissement en microfluidique
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Chapelet de gouttes d’eau sur une toile d’araignée
Mines 22

16. Dans I’état de repos, le volume V' est compris entre deux cylindres :
V=nR-ad))\=m ((hg +a)? - a2)

Dans I’6tat modulé, la portion comprise entre les cotes z et z + dz a pour volume 7[(a + h)? — a?|dz et le
volume cherché s’exprime par

A A A
V' = / m[(a + h)? — a*dz = 77/ (h? 4 2ah)dz = 7r/ (h2, 4 2€hy, cos kz + € cos® kz + 2ah,, + 2ae cos k=)
0 0 0

Sur une période, 'intégrale de la fonction cosinus est nulle et celle de la fonction cos? vaut A/2. On en déduit

2 2
Vi=n (h?n + % + 2ahm> A ouencore V' =r ((hm +a)? —a® + €2>

Comme le fluide est incompressible, V' =V’ ce qui conduit &

2

(h0+a)2—a2:(hm+a)2—a2+%

62

4(ho + a)2

2
hn + @ = (ho + a)y |1 — =——— = (ho +a)

1—
2(ho + a)

2

17. Dans I'état de repos, 'aire de 'interface est S = 2w R\ et 1’énergie associée Fy = vS = 2mwy(ho + a)A.

Dans 'état modulé, la surface a pour rayon r(z,t) = a + h(z,t). L’aire dS d’une portion de longueur dz
s’écrit, d’apres ’expression fournie au début de ’énoncé :

2 27.2
dS =2m(a+h)\[1+ (g) dz = 2m(a + h)dzV'1 + k2 sin kz ~ 27 (a + h)dz (1 g€ 2k sin? k‘z)

La nouvelle énergie de surface est donc

e2k2

A
E, = 27r7/ (a+ hpy + €coskz) <1 + sin? k:z> dz
0

2

Sur une période, les intégrale des fonctions cos et cossin? sont nulles et celle de sin? vaut \/2.

k% €2\
Ey =271y [(a+ hpm)A + (a+ hm)57 = 21y

2k‘2
a4 ho + (a+hm)641

La variation d’énergie entre les deux états s’exprime par

e2k2
AE = FE1 — Ey = 2ny)\ [hm —ho+ (a+ hm)4]

En utilisant I’expression (1) de hy, obtenue dans la question (16), il vient

€2 e2k2 €2
_ ha —
N (‘” 0 XRO>

AFE =27yA

En négligeant les termes en €,

2
AE =~ 2w \vye? [—1 + sz%} AFE = 27’[‘)\’)/% (k:2R(2) — 1) avec toujours y =4
X410



PC* 26 - Devoir de physique n° 11 8

18. Si I’état modulé présente une énergie supérieure a celle de 1’état de repos, il ne peut pas apparaitre
spontanément ou, s’il apparait, il tendra a se résorber. Donc 1’état de repos est stable si AE > 0, c’est a
dire si k2R3 > 1 ou encore A\ < 27 Ry.

Au contraire, si AE < 0, c’est a dire si A > 2w Ry, cet état aura naturellement tendance a se former. L’état
de repos est instable et la modulation s’instaure, s’amplifie, jusqu’a ce que le film de scinde en gouttelettes.

19. A cause de Dinvariance du probléme par rotation autour de 'axe (O, w,), la vitesse ne dépend pas de
z. Comme 1’écoulement est incompressible, div ' = 0 et cela s’écrit ici dv/dz = 0, donc v ne dépend pas non
plus de z. Finalement, v n’est fonction que de r.

L’accélération particulaire est donnée par

Dv o = = 0 . .
FoTimirT: +U.Vi= 0+v@(v(r)uz) =0
L’équation de Navier-Stokes
Dv
— =-VP g+ nAv
P D VP + pg+nAv
se projette sur i, et i, pour obtenir
OP nd [ dv oP
0=——+-"—|(r— t 0=——
0z + rdr (Tdr> ¢ or

La seconde relation montre que la pression ne dépend que de z et la premiere se réécrit

dP nd ( dv>
bl B Pt

dz rdr \ dr
Dans cette relation, le membre de gauche est fonction de z seulement et celui de droite fonction de r
seulement. Ils sont donc égaux a une seule et méme constante que 1’on note .

vy 12(4)
dr

dz rdr =5

20. La relation dv/dr(r = Ry) = 0 signifie que la fonction de frottement visqueux s’annule & la surface du
liquide. En effet, selon la loi de Newton, cette force est proportionnel a dv/dr et, comme air est trés peu
visqueux, il est 1égitime d’admettre qu’elle s’annule 1& ou ’eau rencontre Iair. D’apres la question précédente,

on a )
d ([ d d
p (rd:> = 6; qui s’intégre en rd—z = ﬂ;;? + K

Grace a la condition de bord énoncé juste au dessus, on trouve K = —BR3/(2n) puis

dv_ 5 ( R
dr 27 r

v(r) —v(a) = Qﬁﬁ ' (r’ — f?) dr’

En r = a, 'eau est en contact avec le fil cylindrique immobile donc v(a) = 0 et finalement,

e R (OB O I

21. On utilise I’élément de surface dS = 27rdr puis le changement de variable u = r/a, dr = adu.

a+ho 1+ho/a
Q= /vdS = / 2rro(r)dr = 27r/ auv(au) adu
a 1

1+x 2 1
Q:—27ra2a/ U [<Ro> lnu—l—(l—u2)] du
1 a 2

L’énoncé originale du concours Mines-Ponts demandait de poursuivre ce calcul avec ’aide d’une primitive
fournie. Ici, le calcul n’est pas demandé et on admet ’expression
3
2mahyB
31

En intégrant, on obtient

Q=

&(x) ou &(xz) est donné par I’énoncé.
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22. On calcule
oh . 3h
— = —kesinkz

0z 023

En utilisant 'expression fournie par 1’énoncé, on en déduit

P 1 2rah3vk 1
ﬁzazvke(_kﬁsmz buis Q:W<_k2>smkz
a? 37} a?

= k3esinkz

23. Considérons la portion de film comprise entre les cotes z et z + dz. Elle contient le volume de fluide
Veontenu = W(RQ - a2)dz
qui, pendant dt, varie de

dv}:ontenu - ‘/contenu (t + dt) - ‘/contenu (t) = W(RQ('Z, t + dt) - Rg(zv t))dz

Pendant dt, ce systeme ouvert regoit le volume de fluide
AVieew = Q(z,t)dt — Q(z + dz, t)dt
Comme l'eau est incompressible, on a dViontenu = dViecu, ¢'est a dire
m[R*(z,t +dt) — R*(z,t)]dz = [Q(z,t)dt — Q(z + dz,t)]dt

ﬂRz(z, t+dt) — R*(z,t)  Q(z,t)dt — Q(z + dz, 1)

dt dz
c’est a dire
wa—Rz = —a—Q ou encore 277Ra—R = —a—Q
ot 0z ot 0z
OR

24. Comme R=a+h = a+ hy, +¢€(t) coskz, 5 = écoskz. En utilisant 'expression de @) établie dans la
question 22, on obtient
- 0Q 2rahdyk*ef(z) (1 2
0z 3n a?

L’équation bilan de la question 23 s’écrit donc

> coskz

2mah3yk?eé () (1 2

2n(a + hy, + €coskz)écoskz + 30 2

)coskz:O

Le terme €é est d’ordre 2, on le néglige. De plus, a < hy, et a + h;, >~ a. Comme ’énoncé nous y invite, on
prend la limite pour x — 0 donc £ — —1. Apres simplification par cos kz, on obtient

5 Moy

é+5<k4a2—k2)e:0 avec = 3,22
na

On vérifie que § a pour dimension L?T~1.
Le comportement des solutions cette équation différentielle linéaire du premier ordre dépend du signe
du terme en facteur de e.

— si k*a? — k? > 0, c’est & dire si ka > 1 ou encore A < 27a, les solutions sont en exponentielles
décroissantes : le film est stable.
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— Au contraire, si A > 2wa, le film est instable, les oscillations s’amplifient, le film est instable et de
gouttes vont se former.

25. Un laser de longueur d’onde 633 nm est de couleur rouge. Pour répondre a la suite de la question,
il faut de notions sur la diffraction, qui ne figure plus au programme mais que nous avons entrevue dans
le cours d’optique. Vous avez peut-étre conservé un souvenir de votre enseignement secondaire. Le fil de
diametre 2a provoque la diffraction avec une ouverture angulaire 26, 6§ ~ é\—g. Sur I’écran, la tache a pour
taille b = 2D tan 6 ~ 2D ~ \gD/a, donc a = AD/b.

On identifie la longueur A de modulation du film & la taille g des gouttes. D’aprés la question précédente,
g > 2ma, c’est a dire
2w\ D
T

En ordre de grandeur, les gouttes mesurent au moins environ un dixieme de millimetre.

= 88 um
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