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PC* 26 - DEVOIR N°13

corrigé

Forces capacitives

1. Calcul classique de cours. Par le théoreme de Gauss on obtient

g — . g — .
ﬁl = Tgouz sl oz > Zplan ﬁl = —2760'&2 sl oz < Zplan
2. L’armature du haut porte o, celle du bas —o. Le champ entre les plaques s’obtient par superposition
= ;—ge_;. Au niveau de I'armature haute, 'armature basse crée le champ Eo = %e_; ce qui est la moitié
du champ total.
3. La force est due seulement au champ créé par 'armature basse d?cam = adSBg = _0223)5 e,. Par
intégration ?capa = —‘;%fe_;. On relie la charge surfacique o a la tension U :
bas 0
—0 ol U
U= ﬁd? = / — ?Z.dze_; = — donc o= —
haut 1 €0 €0 €0
On obtient donc
eoSU?
Fcapa = - 21

On remarque que Frqp, est négative, donc dirigée vers le bas. Cela signifie que la force entre les plaques est
attractive quel que soit le signe de U.

4.
B eoU?S B eoU?S eoU?S 20
Fapal40) = =505 =~ 1oy = a2 (1 z)
U289
AF1capzz = capa(l + 5) - Fcapa(l) = - I3

Cette variation est proportionnel au déplacement & comme pour un ressort s’allongeant de § et dont la

. . 2 , .
raideur serait k = 6011]735 On remarque cependant que dans le cas d’un ressort, un déplacement § positif
donnerait une force négative.

1 a) Equation de Poisson

v p
0<z<h — 4+ —=0
“ d22+60

v
h<z<l d22_0

b) On intégre deux fois

On trouve les 4 constantes grace a
V0)=0 V({I)=0 V(R )=V(hT) E(h")=EMh")

ce qui donne apres calcul

2
Pz ph h) Pz ph( h)
0<zg<h V=—"—r+4—1(1—-= E=—-"—[(1—-=
‘ 260+60( 21 : €0 €0 21
ph? ph?

h<z<z V=- =
¥ ¥ 2[60 “ 2€0l

Le champ est uniforme pour h < z < [. En particulier E(l) = £
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c¢) Dans la région 0 < z < h, E s’annule pour z = h (1 — %) soit z = 0,9h. En ce point V présente un
extrémum qui est un maximum car ‘57‘; = —£ < 0. On calcule V(h) = 0, 8@—}6’; et V(0,9h) =0, 405%.
Il est important que bien faire apparaitre sur la courbe la continuité de V et celle de sa dérivée : les
deux parties du graphiques se raccordent en z = h sans point anguleux.

v

0.9hh

2 a) Le principe de de superposition permet d’affirmer que le potentiel s’obtient en sommant deux termes :
d’une part celui obtenu lorsque U = 0 dans la question précédente, et d’autre part celui associé a U # 0.
Cette réponse suffit au concours, mais elle mérite peut-étre d’étre précisée. Habituellement, le principe de
superposition signifie que si on peut décomposer les sources du champ en une somme de diverses contribu-
tions, le champ s’obtient en sommant les champs créés par chacune d’elles. Ici, il s’agit d’un principe de
superposition portant a la fois sur les charges et sur les conditions de bord et son utilisation directe peu
sembler un peu abusive. Voici une justification plus détaillée. Soit Vi (z) le potentiel obtenu dans la question
précédente avec U = 0 et la présence des charges volumiques. Il vérifie

M
ot avi+ 2 o vy =0 v =0
€0

et est de classe Cl. Soit V(2) le potentiel dans le condensateur vide de charge sous la tension U, comme
dans la premiere partie. Il vérifie
VM, AVo(M)+0 V2(0) =0 Va(l) =0

et est de classe C'!. Considérons la fonction V(z) = Vi(2) + Va(z). En utilisant notamment la linéarité du
laplacien et en utilisant les propiétés de V; et Va, elle vérifie

M
VM, AV—{—MZO V(0)=0 Vil)=U
€0
et est de classe C'. Elle est donc la solution du probléme du condensateur comportant la densité volumique
de charge et entre les plaques duquel on applique la tension U.
b) En ajoutant V5(z) au tracé précédent on obtient le tracé suivant dont l’allure précise dépend des valeurs
relatives de U et ph?/eq.

\Y%
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3 a) On ajoute champ de la question 1b et le champ —U/ le; associé au condensateur plan seul. On obtient

=3 ph2 U —
En= (25— 7.
© (260l z) ‘

Pour trouver la charge surfacique portée par la plaque supérieure, on applique un peu comme dans la question
1 le théoreme de Gauss a un cylindre dont la face supérieure se trouve au dessus de la plaque ou le champ
est nul et dont la face inférieure se trouve sous la plaque ou le champ vaut E'(I). Comme la face inférieure
a sa normale orientée vers le bas, le flux est donné par

yﬁﬁ.d? — _E()S

D’apres le théoreme de Gauss on a donc

2
—E()S = o5 donc o = ¢ v_phZ
€0 l 2¢pl

b)De méme qu’en 1.3,

ﬁ(l) = ﬁcréé par o +ﬁcréé par le reste

———

_ o 7
2¢q €z

Le champ qui agit sur o est
o 1({ph? U 1
ﬁcréé par le reste = ﬁ(l) + %6_; = 5 <§€0l - l) ?z = iﬁ(l)
La force sur I'armature est

2 2
? = USEcréé par le reste — _§ (U - ph) e_z>

2

‘ Electrofiltre

I Champ électrique dans un électrofiltre

I.1 Champ électrique a vide et tension seuil

I.A.1) Dans une région vide de charge, I’équation de Poisson devient 1’équation de Laplace AV = 0.
I.A.2) a) En coordonnées cylindriques, V' ne dépend que de r. En tenant compte des conditions de bord
V(re) =0 et V(r.) = —U, I'équation de Laplace se résout en

In(r/rc)

V=U—"%
In(re/re)
b)
o, dV _ - U
E=——1u4FE(r,) = —r——1, = EyreIn(re/re
7nu (re) Teln(rc/re)u Uy ore In(re/re)
c) Up =26,3kV

I.A.3) a) Les collectrices sont définies par y = +s de sorte que cos(my/(2s)) = cos(£m/2) = 0. L’expres-
sion de V donnée dans I’énoncé donne alors V' = 0 ce qui est en accord avec le fait que les collectrices
sont portées a la terre.

Au contraire les émettrices sont portées au potentiel —U. En écrivant que V (0,7, z) = —U, on trouve
A i | cosh (™€) + cos (%)
L cosh(™2€) — cos(%2)
m=—0o0 S S

b) Lignes de champ perpendiculaires aux équipotentielles dirigées des plaques vers les fils. Zones de fort
champ pres des fils. Champ nul dans le plan médiateur des deux plaques a égale distance de deux fils
successifs (points C et D du document déponse).

c) On lit sur la courbe que pres de I’émettrice, |E,| ~ 23,5U/s. On obtient |E,| = Ey si U = Uy ~
f‘})E@ = 28,1kV. L’ordre de grandeur est le méme que pour 1’électrofiltre tubulaire.
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1.2 Influence des charges d’espaces

I.B.1) i > 0 dirigé de la périphérie vers 'axe du cylindre. j = —i/(27rh) < 0
I.B.2) Comme j = pv = —pbE, .

i
~ 27rhbE

I.B.3) On utilise ’équation de Maxwell-Gauss en coordonnées cylindriques.

p

1d 1
Y E)y = —
rdr (rE) 2mrhbFEeg

qui donne 'équation demandée apres multiplication membre & membre par r2E.

I.B.4) On intégre ’équation de la question précédente apres I’avoir multipliée membre & membre par r.

%(rE(T))Q - %(TOEO)Q - (72 - 7'8)

En n’oubliant pas que F est ici négatif,

E?r? 1 r2
E:¢ 0 e (L )

r 2mbheg

I.B.5) Pour r > ro,

1
E~—yf =—-2,0.10°V.m™*
2mbheg ,0.10%V.m
1.B.6)
v=—bE =62m.s" p= _27r11r _— -1,2.107°C.m ™3 Nions = |p|/e = 7,5.10" cm ™3
(¢}

II Comportement des poussieres dans 1’électrofiltre

II.1 Charge d’une particule sphérique : modéle de Pauthenier

I.B.1) a) Voir le document réponse. Les fleches bleues sont dirigées vers la gauche et les fleches rouges
vers la droite. Pas de fleche rouge sur les lignes de champ qui vont a la rencontre le la sphere.

b) A cause de l'invariance par rotation et du théoréeme de Gauss, une particule sphérique seule dans
I’'espace créerait le méme champ qu’une charge ponctuelle placée en son centre. Donc E, = # Uy
avec Q < 0, ce qui ajoute au champ une composante centripéte et accroit la partie de la sphere sur
laquelle les lignes de champ entrent. La portion de la sphere d’ot les lignes de champ partent se réduit.
Comme c’est cette partie la sphére qui peut capter des ions, 'augmentation de |Q| défavorise 'arrivée de
nouveaux anions. On peut dire tout simplement qu'une charge négative sur la sphere dissuade d’autres

charges négatives de s’en approcher.

¢) On calcule F;.u, a la surface de la sphere, i.e. pour r = a

-1
& X 2cosf + @
€ + 4dmega?

Ey(R.0).i, = Ecosf + E

Le processus de chargement cesse lorsque toutes les lignes de champ qui rencontrent la sphére sont
dirigées vers son centre. La charge limite est obtenue lorsque cette projection radiale est négative pour
tout 0, c’est & dire F(7) < 0. On en tire la valeur de Qy;,, proposée.

& —1
& +2

1+2 2.5  Qum=—1,410"16C [Quim| _ 8,7.10°
&
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I.B.2) a) La permittivité ey s’exprime en F.m~! cest & dire en C.V-'m™! p en Cm™3 et b en
m?.V~l.s7!. Pour étre homogéne & un temps, 7g est donc proportionnel & 1/b puis on trouve faci-

lement
4eg

TO =7
© Il
On peut retrouver ce résultat en utilisant les dimension fondamentales
leo) = M7'L732T [ = M'T?T  [p|=ITL®
Pour trouver la dimension de ¢y, on peut partir de la force entre deux particules chargées, ou encore
se rappeler que ¢ = [C]/L = [Q]/([U)L) avec [Q] = IT et [U] = [E,}/[Q)].
b) 790 = 97 = 21 ms

c) Le temps que met un grain de poussiére a traverse tout I’électrofiltre est L/ug = 10s > 7q. Un grain
se charge donc presque des son entrée.

d) L’angle 6. correspond a l'annulation de Ey = E,.i, (exprimé plus haut). En résolvant Ej = 0, on

trouve
Q s __ 0O
3 cosf,=—

4dmega’ e Qlim

cosf, = —

Les charges @ et Qun sont négatives donc cosf < 0 et 6 €]|n/2, 7.
e) La densité de courant est j =pUv= —prt. A la surface de la particule, Et = By U, + Eg g et

- 3
jT:—pb( @ + €T2E0059)ﬁr

Admepa? € +

B 3¢, im0
j = - 2pr (cosf — cos ) i, = —227222 (cos @ — cosb)

La composante ]9 n’est pas utile pour la suite. Pour 8 > 6., cos —cosf. < 0. De plus, E < 0et p <0,
] @ > 0 ou j.—u, < 0 : cela décrit bien un flux entrant de charges négatives dans la zone 6 > 6.

f) Les anions rejoignent la sphére dans la région 6 € [0, 7] et l'intensité regue par le grain de poussiére
est

T 27
i=— /j_dS Uy = 3€r pr/ / (cosf — cosf.) a® sin 0dodp
€ +2 0. JO

3€T 2 -1 2 . Qlim( Q >2
= bEa” x 2m X — (1 + cos 8 1= —pb 1-—
e +2° 2 ( 2 P 4eq Qlim

g) Pendant dt, la particule regoit la charge idt donc @ varie de idt :

. @___ Qlim . Q>2
d@ = idt L =i=—pb Tey (1 O

Q(t 1 [t 4

&: pbdt / dQ:/dt avec T = 0

1- < 4eg 0 7 Jo —pb
Qlim
1 Q t
imT——~—| ()==
{Ql 1—Q/th]0() T
1 t
m (1) ==
O (T=gram 1) =

d’ou on tire facilement

Q(t) = Qlimm
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+IGURE 1 - Carte des équipotentielles dans un électrofiltre sec




FIGURE 2 — Lignes de champ autour d’un grain de poussiére pour @ = 0 (en haut) et pour @ < 0

(en bas)
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