PC" — mathématiques — corrigé du devoir en temps libre n° 12 1

PC* — mathématiques jeudi 2 mars 2017
Corrigé du devoir en temps libre n° 12

Corrigé du devoir en temps libre n° 12

Exercice 1. 1. Le polynéme caractéristique de M est un polynoéme unitaire de degré impair donc il admet
en +oo et en —oo les limites respectives +o0o et —oo. Par continuité, le théoreme des valeurs intermédiaires
donne l'existence d’une racine yy dans lintervalle R. Autrement dit, la matrice M posséde au moins une
racine réelle.

2.a. Les coefficients de X et de Y sont respectivement les parties réelles et imaginaires des coefficients
de Z, c’est-a-dire des coefficients réels, donc ces vecteurs colonnes sont des éléments de E.

2.b. On suppose que la famille (X,Y) est liée.

Les vecteurs X et Y ne sont pas tous deux nuls car la relation Z = X 4+ 1Y donnerait que Z est nul, ce
qui est faux pour un vecteur propre. Supposons sans perte de généralité que X n’est pas nul. Il existe alors ¢
réel tel que Y = tX, ce qui donne ensuite Z = (1 +it)X. Le vecteur X est proportionnel & Z et non nul donc
c’est un vecteur propre de M pour la valeur propre a.

On obtient la relation MX = AX, c’est-a-dire MX = aX + 18X, donc i5X est un vecteur & coefficients
réels, mais c’est impossible car X n’est pas nul.

Cette contradiction prouve que la famille (X,Y) est libre.

2.c. La relation MZ = A7 s’écrit
MX +iMY = (aX — 8Y) +i(fX + aY).
En séparant la partie réelle et la partie imaginaire, on obtient
MX = aX - Y et MY = X + aY.

Ces égalités prouvent que f(X) et f(Y) sont dans F, si bien que F est stable par f. La matrice de fp
relativement a la base (X,Y) est
a f
(5 )

Remarque culturelle. Cette matrice est proportionnelle a une matrice de rotation. On dit que c’est
une matrice de similitude directe. Une similitude directe est un endomorphisme qui préserve les angles et
I'orientation.

3. Soit g un endomorphisme d’un R-espace vectoriel E de dimension finie. On note n la dimension de g.
On se donne une base B de E et on note M la matrice de g relativement a la base B.

Le polyndéme caractéristique yn est scindé sur C (théoreme de d’Alembert). Soit A une racine de ce
polynome.

Si A est réel, alors f possede au moins un vecteur propre z associé a cette valeur propre et la droite
Vect(z) est alors une droite stable par f.

Si A n’est pas réel, alors la question 2 donne la construction de deux vecteurs X et Y de M, 1(R) tels
que le plan engendré par X et Y soit stable par X — MX. Si on note x et y les vecteurs de E représentés
par X et Y dans la base B, le plan engendré par = et y est alors stable par f.

L’affirmation proposée est donc correcte.
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4. ’endomorphisme ¢ : P — XP n’admet aucun sous-espace de dimension finie stable en dehors du
sous-espace trivial.

Pour le démontrer, considérons un sous-espace vectoriel F de dimension finie de R[X], de dimension non
nulle. Soit (Py,...,P,,) une base de F. Notons d le maximum des degrés de Py,...,P,.

L’espace vectoriel F est alors inclus dans Ry[X] et f(F) contient un polynéme de degré d + 1 donc f(F)
n’est pas inclus dans F.

5.a. Le polynéme caractéristique de A est
XA =X 4+X2 43X -5=(X-1)(X+1+2i)(X+1-2i).

L’espace propre G = Ker(A — I3) est la droite dirigée par le vecteur colonne
1
U=1{0
1

L’espace propre Ker(A + (1 4 2i)I3) est la droite (au sens complexe) dirigée par le vecteur colonne

1—i
7= 1
i
Avec les notations de la question 2, on obtient
1 -1
X=11 et Y=1]0
0 1

et le plan F = Vect(X,Y) est stable par f. Notons P la matrice de colonnes X, Y, U.

1 -1 1
P=([1 0 0
0 1 1

On trouve que le déterminant de cette matrice vaut 2, ce qui est non nul. La matrice P est inversible
donc (X, Y, U) est une base de M3 1(R), donc les sous-espaces F et G sont supplémentaires dans M3 ;(R).

5.b. La matrice T = P7LAP est la matrice de f relativement & la base (X,Y,U). On connait déja la
relation AU = U et les calculs de la question 2.c donnent

-1 -2 0
fX)=-X+2Y et f(Y)=-2X-Y pus T=[2 -1 0
0 0 1

5.c. La fonction ¢ — e'U est une solution de (S) qui vérifie la condition initiale X(0) = U. Le théoreme
de Cauchy linéaire affirme que ce probleme de Cauchy admet une unique solution. Cette unique solution est
donc la fonction t + e'U.
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Exercice 2. 1. La fonction Arccos est de classe C* sur | — 1, 1], a valeurs réelles et la fonction cos est de
classe C* sur R donc, par composition, la fonction f, est de classe C* sur | — 1,1].
Une premiere dérivation donne

asin(a Arccos())

VwE]—l,l[, féz(x): m

Une deuxiéme dérivation donne

2 A .
Vee]—1,1[, fI(z)= _a cos(la_ ;?Ob(x» + asin(a Arccos(x))m.
Pour tout « dans | — 1, 1[, on en tire ’égalité

(1= 22) /(@) — ofL(2) + 0> fulz) = — a2 cos(a Arccos(x)) + asin(%sw z _oaz sm%osm)

+ o cos(a Arccos(x))
= 0.

La fonction f, est donc solution sur | — 1,1[ de 'équation différentielle (E,).

2. Soit (@n), ey une suite réelle. On suppose que la série entiere ) a,2™ possede un rayon de conver-
gence R strictement positif et on définit sur l'intervalle | — R, R] la fonction

+oo
fix— Z anx™.
n=0

Cette fonction est de classe C* et on calcule ses dérivées successives par dérivation terme a terme

+o0
vV €] — R,R] f'(z) = Znanmnfl
n=1
puis
+o0o
Vo €] —-R,R], f(z) = Zn(n — Dapz" 2
n=2
Soit « dans | — R, R[. On trouve
+o0o +oo
(1 —22)f"(z) —zf'(z) + 2 f(z) = Z n(n — 1ayz" 2 + Z (—n(n—1)—n+ a2) an "
n=2 n=0
k=n—2 k;rn
+o00
=Y ((k+2)(k+ Dagy2 — (k* — a?)ag) 2*.
k=0
Par unicité du développement en série entiere, la fonction f est solution de (Eq,) sur | — R,R] si et

seulement si ses coefficients vérifient la relation de récurrence (x) suivante

k2 — o?

Vk S N, Ap+2 = mak.
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On suppose maintenant que f est solution de (E,) sur | — R, R[. En itérant la relation de récurrence, on
obtient pour tout p dans N

p—1 p—1
_ ao N2 2 _ a1 : 2_ 2
a2p = (2p)| H}((QZ) « ) et a2p+1 = (2p+ 1)| g((QZ + 1) « )7
noté ay no‘:érﬁp
ou il s’entend que le produit vaut 1 lorsque p vaut 0.
On obtient donc
p2p+1
Ve e] —R,R|,
x ] [ GOZ% + 125}) 2p+1)
Réciproquement, posons
+oo 2p 220+l
T
D D D M

Par la regle de d’Alembert (des séries numériques), on voit que ces deux séries entiéres ont un rayon de
convergence égal a 1. Les deux fonctions fj et fi sont donc définies sur | — 1, 1[. De plus, les coefficients de
leurs développements en série entiere vérifient la relation de récurrence (%) donc ces deux fonctions sont des
solutions de (E,) sur | — 1,1].

La fonction fy est paire et la fonction f; est impaire. De plus, ces deux fonctions sont différentes de la
fonction nulle (car leurs développements en série entiere ne sont pas nuls) donc le couple (fo, f1) est une
famille libre.

Sur | — 1, 1], I'équation différentielle (E,) s’écrit sous la forme y” + a(x)y’ + b(z)y = 0, les fonctions

N t b:x— o

a:x e cx

1— 22 1— a2

étant continues sur | — 1,1[. Le théoréeme de Cauchy linéaire permet d’en déduire que 'espace vectoriel des
solutions de (E,) sur | — 1,1[ est de dimension 2.

Le couple (fo, f1) est donc une base de cet espace vectoriel. On en déduit que les solutions de (E,) sont
toutes développables en série entiere sur | — 1, 1[ par combinaison linéaire de fy et fi.

3. On observe les relations

Ainsi, pour tout (A, ) € R?, la combinaison linéaire Afy + pf1 est la solution du probleme de Cauchy

On trouve f,(0) = cos(am/2) et f/(0) = asin(ar/2) donc le développement en série entiere de la
fonction f, est

2P 221
Ve el —1,1[, fa(x)= cos(ar/2) Zap +asm (am/2) Zﬁp CEEEI
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Remarque. Dans le cas ou « est un entier, tout marche pareil sauf la regle de d’Alembert car les oy, ou
les 3, sont nuls a partir d’'un certain rang. On remarque alors que f, est un polynéme de degré a : c’est le
polynome de Tchebychev T,,.

Dans le cas ou a est un entier pair (de la forme o = 2¢), on obtient

et les oy, ont une expression avec des factorielles, que je laisse en exercice. Méme chose dans le cas ol « est
un entier impair.

Exercice 3. I.1. Montrons que F est linéaire selon la premiere colonne.
Soit B € M,,(R). Soit U une colonne de M, 1(R). Soit A € R. Notons C la matrice obtenue & partir
de B en remplacant B; par U.

fl(Bl + AU, Bo,... ,Bn) = (AB1 + AAU, Bo, ... ,Bn),

ou j’utilise des listes de colonnes pour représenter des matrices carrées. Le déterminant est linéaire selon la
premiere colonne donc

dét(f1(By + AU, Ba, ..., By,) = dét(AB1, By, ..., By) + Adét(AU, By, ..., By)
= dét(f1(B)) + Adét(f1(C)).

Prenons maintenant un indice ¢ entre 2 et n.
f'L(Bl + AU, Bo,... ,Bn) = (Bl + AU, Bo,...,B;_1, ABi,BZ’Jrl, Ceey Bn)
Cette fois, on utilise la linéarité du déterminant selon la i-ieme colonne

dét(fi(Bl + AU, Bo,... ,Bn)) = dét(Bl, ..., Bi—1,AB;,B11, . .. ,Bn) + )\dét(U, Bo,...,Bi—1,AB;,Biy1,..., Bn)
= dét(fi(B)) + Adét(fi(C)).

En sommant ces égalités, il vient
F(By + AU, Bo,...,B,) = F(B) + AF(C).

On a prouvé que F est linéaire selon la premiere colonne. La démonstration est la méme pour toutes les
autres colonnes.

I.2. On traite seulement le cas (4,j) = (1,2). On exploite le caractere antisymétrique du déterminant
dét(fl(C)) = dét(ABg, B{,Bs, ..., Bn) = — dét(Bl, ABy.Bs, ..., Bn) = — dét(fg(B)).
On trouve de méme dét(f2(C)) = —dét(f1(B)). Soit maintenant un indice i entre 3 et n.

dét(fZ(C)) = dét(Bg, Bl, Bg, c. ,Bi_l,ABZ’, Bl‘+1, R ,Bn) = — dét(Bl, BQ,B?,7 . 7Bi—1;ABi,Bi+17 . ,Bn)
= —dét(fi(B)).

En sommant ces égalités, il vient F(C) = —F(B).

Le raisonnement est semblable pour les autres couples (i, j) d’indices distincts entre 1 et n. La fonction F
est antisymétrique.

I.3. Le déterminant de f;(I,,) est triangulaire par blocs : on trouve qu’il vaut a;;, si bien que F(I,)
vaut tr(A).
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I.4. Rappel : le déterminant est la seule fonction de M, (R) & étre antisymétrique, linéaire selon chaque
colonne et a valoir 1 en L,,. On remarque ici que la fonction

B — F(B) — (tr(A) — 1) dét(B)

vérifie toutes ces hypotheses donc cette fonction est la fonction B — dét(B).
On obtient donc F(B) = tr(A) dét(B) pour toute matrice B de M,,(R).

I1.1. On dérive la fonction w en utilisant la multilinéarité du déterminant. Pour tout ¢ dans I, on trouve
w'(t) = dét(X) (1), Xa(t), . .., Xn(t)) + +det(X1( ) Xnoa (1), X5,(1))
LA X0 Kot Xn(B) -+ LKD)+ X 2(6) ALK (D)
= tr(A(t)) dét(Xy(t), .. ,Xn(t))
= tr(A(t))w(t),

en exploitant la formule de la premiere partie.

I1.2. Notons « une primitive sur I de la fonction ¢ — tr(A(¢)). Il existe alors une constante A telle que
vt e 1, w(t) = xe®®,
En particulier, la fonction w est la fonction nulle si A = 0 et elle ne s’annule en aucun point si A # 0.

Au fait, la fonction ¢ — tr(A(t)) est continue car elle s’écrit t — a1 1(t) + - -+ + apn(t) et chaque a;; est
une fonction continue.

I1.3. Soit ty € I. D’apres le théoreme de Cauchy linéaire, ’application
X+ X(to)

est un isomorphisme de Ey sur M,, 1 (R). Ainsi, une condition nécessaire et suffisante pour que la famille X
soit une base de Eg est que la famille (X;(¢p),...,Xp(to)) soit une base de M,, ;(R), ce qui revient a dire
que la matrice W(tg) est inversible. Cela revient donc a dire que w(tp) n’est pas nul. D’apres le résultat de
la question précédente, cela équivaut a ce que w ne soit pas la fonction nulle.

I1.4. La matrice A(t) s’écrit < >, ce qui donne tr(A(t)) = —a(t).

0 1
—b(t) —a(t)

Dans le cas ou la fonction a est nulle, le wronskien du couple (x1,z2) a une dérivée nulle (d’apres I1.1)
sur l'intervalle I donc la fonction w est constante.

I1.5. Dans ce cas, le nombre tr(A(t)) est la constante —a. La relation de la question II.1 s’écrit
vVt el, w'(t) = —aw(t)
si bien qu’il existe une constante A telle que
vVt el, w(t) = e ™.

Une autre maniere d’obtenir ce résultat est d’exprimer les solutions sous la forme ¢ — ae’ + Be®! et de
calculer effectivement le déterminant w(t). Le calcul se simplifie au moyen de la relation r + s = —a.
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II1.a. La formule de dérivation d’un produit donne
vtel, X'(t) =W (t)C(t)+W()C'(t).
D’autre part, les colonnes de la matrice A(¢)W (¢) sont A(¢)X1(¢), ..., A(t)Xn(t), c’est-a-dire X| (¢), ..., X} (t)
car les fonctions vectorielles Xy, ..., X, sont solutions de (Sp), donc A(t)W(t) = W'(¢). Pour tout ¢ dans I,
on en déduit les égalités

X'(t) = A@)W()C(t) + W(t)C'(t) = A(t)X(t) + W(t)C'(¢)

done X'(t) — A(t)X(t) = W(t)C/(t).

ITL.b. Pour que X soit la solution de (S) qui s’annule en ¢, il suffit d’avoir C(tp) = 0 et
vtel,  C(t)=W()'B().
t
Cela est possible en prenant la fonction C : ¢ — / W(s)'B(s) ds. On a utilisé au passage I'inversibilité
to
de la matrice W(s) pour tout s dans I, qui découle du résultat des questions I1.3 et II.2.

Par unicité d’une solution d’un probleme de Cauchy, la fonction

t— W(t) t W(s)"'B(s) ds

to

est 'unique solution de (S) qui s’annule en t.

III.c. Pour obtenir la solution Y, il suffit d’adapter la condition initiale, qui s’écrit C(tg) = W(to) ' Uy,
dans le raisonnement précédent. Le choix convenable de la fonction C est alors

t
t = W(tg) "Ug+ [ W(s)"'B(s) ds
to
et la solution Y est donnée par
t

Y it W(HW(to) 'Ug + W(t) [ W(s)'B(s) ds.

to

III.d. L’ensemble des solutions de y” — 53’ 4+ 6y = 0 est le plan vectoriel engendré par y; : t — e? et
3t
Yo 1 L — e’

L’équation différentielle & résoudre se réécrit X' = A(¢)X + B(¢) en posant

() w0n(B) w w0-()

Pour reprendre les notations de cette partie III, on choisit

W () = () e () - (6,



PC" — mathématiques — corrigé du devoir en temps libre n° 12 8

ce qui donne pour tout ¢ réel
e? e 2t 3t 3t 2t 5t
W(t) = 962t 3e3t et w(t) = e* x 3e”* —e”* x 2e”" = e,
Pour tout t réel, 'inverse de la matrice wronskienne W(t) est donnée par
1 3€3t _e3t 36_2t _e—2t
-1
W(t)™ = ot <_2e2t o2t ) T\ 9ot o3t )
Une solution particuliere du systeme différentiel X’ = A(¢)X 4 B(t) est donnée, d’apres I11.c, par le choix
t
Y :t— W(t)C(t), avec C:t— / W(s)"'B(s) ds.
0
Un produit matriciel donne

e2%/ch?(s)

Soit ¢t € R. Calculons les composantes du vecteur C(t).

t e~ 8 t es
H=| - qs=-4] - s
Cl( ) /0 ChQ(S) 5 /O (625 + 1)2 §

Effectuons le changement de variable u = e®, qui est de classe C'.

W(s)"1B(s) = (_e_s/ Ch2(5)> .

" du
e(t) = —4 /1 i

Pour calculer cette intégrale, une possibilité est d’effectuer le changement de variable v = Arctan(u) ,
qui est de classe C'.

Arctan(et) dv Arctan(et) ) Arctan(et)
ct:—4/ :—4/ cos vdv:—2/ 14 cos(2v)) dv
R ey ©) [ et

= —2 Arctan(e’) — sin(2 Arctan(e’)) 4 constante.

Ce calcul peut étre légerement raffiné au moyen de I'identité sin(2 Arctan(a)) = 2a/(1 + a?), dont je
laisse la démonstration en exercice. On obtient finalement

2et

Cl(t) = -2 Arctan(et) — m
(S

+ constante.

Passons au calcul de ’autre composante

t e—2$ t 4e—2s
co(t) = ——— ds = — ds
2( ) /(; Ch2(8) /0 e2s + 2 +e—28

Effectuons le changement de variable u = e~2%, qui est de classe C'.

—2t —2t —2t

¢ ds ¢ s C T (s+1)-1
eat) =2 | St 1)s / Grie % / Griz %

—2t
e 1 1
= _92 — d
/1 <s+1 (s+1)2) 5

= 2In(e ¥ +1)—

——— + constante.
e 2t 41 +

L’ensemble des solutions de I’équation différentielle étudiée est donc finalement

2 t
{t — et <—2 Arctan(e!) — ree% + )\> + et <—21n(e_2t +1) -

2

, 2
e—2t—|—1+'u> ; ()‘aM)GR}‘
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IV.a. Comme on l’a vu en I1.4, la fonction w est constante. Sa valeur est w(ty), c’est-a-dire 1.

!/ /! /
— 1
IV.b. Pour tout ¢ dans I, on trouve (wl> (t) = 71 (t)zo(?) a;l (t)o(t) = w(t)2 = 5-
To zo(t) zo(t)?  wo(t)

IV.c. La fonction x;/xo s’annule en ¢y, ce qui donne pour tout ¢ dans I la relation

mlt) _ /tt ds puis  z1(t) = zo(t) /t do

zo(t) o To(s)?

IV.d. On observe qu’effectivement, la fonction zg ne s’annule pas sur I et qu’elle vérifie la condition
initiale (20(0),z((0)) = (1,0). Le calcul de dérivée seconde donne

vVt el, x0(t) = —2cos?(t) + 2sin®(t) puis b(t) =2 (—1+tan’(t)).

Soit t dans I. Le calcul de x;(t) passe par

fds an? - i 1o
/0 cost(s) /0 (1 +tan®(t)) tan’(t) dt = tan(t) + 3‘5 (t).

1
La fonction 1 est donc donnée par t — cos?(t) (tan(t) + 3 tan3(t)>.

Exercice 4. Le < si > a été corrigé en classe. Passons a la réciproque. On suppose que (E) admet un systeme
fondamental de solutions (f, g) formé d’une fonction f paire et d’une fonction g impaire.
Pour tout z dans R, on obtient alors

S
=
Kﬁ
O

I

—f"(x)
b(x)g(x) = —g"(x).
La matrice associée & ce systéme a pour déterminant f'(x)g(z) — f(z)g'(z), ¢’est-a-dire w(x) en notant w

le wronskien du couple (g, f). Cette matrice est donc inversible et la résolution du systéme donne pour tout z
dans R les relations

+
+

@@ @@y @) g @) @)

a(x) w(x) w(z

Les fonctions f, g, f” sont paires. Les fonctions g, f/, ¢ sont impaires. On en déduit que w est paire,
puis que a est impaire et que b est paire.




