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Exercice 1. Fonction d’Airy (*%*)
Dans ce probleme, on étudie certaines solution de ’équation différentielle (E) suivante

Y = xy. (1)

‘ Premiere partie ‘

I. Solutions de (E) développables en série entiére

a. Montrer qu'il existe une unique solution A de (E) telle que A(0) =1 et A’(0) = 0.
Montrer de méme qu’il existe une unique solution B de (E) telle que B(0) = 0 et B’(0) = 1.
+00
b. Soit y :  +— Y u,z™ une fonction développable en série entiere avec un rayon de convergence R > 0.
n=0
Quelles conditions (nécessaires et suffisantes) la suite (uy,), oy doit-elle satisfaire pour que la fonction y
soit solution sur | — R, R[ de I’équation différentielle (E) ?

c. Montrer que les fonctions A et B sont développables sur R en série entiere. On écrira ces fonctions
sous la forme

+00 +oo
A(z) = Zanxg‘” et B(x) = anx3"+1,
n=0 n=0

ou 'on exprimera les coefficients a,, et b, a 'aide de n et des nombres «,, et 3, définis par g = By = 1 et,
pour tout n dans N*,

(DDl ae ) ) (ord)

d. On note A lensemble des solutions réelles de (E) sur R. Montrer que A est un sous-espace vectoriel
de D'espace des fonctions réelles développables en série entiere sur R, et donner une base de A.

‘ Deuxiéme partie ‘

Dans cette partie, on considere Y une solution non identiquement nulle de (E) sur | — oo, 0].
On se propose d’étudier les zéros de Y. Pour cela, on va comparer cette fonction a la fonction Z définie
sur | — oo, 0[ par

2
V€] — 00,0], Z(x) = (—z) Y cos (3(—95)3/2) .
I1.1. Equation différentielle vérifiée par Z
Montrer que Z vérifie sur | — oo, 0 'équation différentielle 2" = (z + 122 ) Z-

I1.2. Comparaison de Y et 7

a. Soient z¢ et z1 dans | — 0o, 0[, avec zg < z1. Démontrer 1’égalité suivante
5 [TY(t)Z(t
[7(@)Y () - Y(@)z@)] " = / YL
zo 16 o t

b. On suppose que x( et 1 sont deux zéros consécutifs de la fonction Z sur | — 0o, 0[ et que la fonction Y
reste strictement positive sur Jzo, z1[. Montrer que [Z'(z)Y(z) — Y’(m)Z(x)]ié a le méme signe que Z sur
lintervalle |z, z1].

c. En déduire que si zg et 1 sont deux zéros consécutifs de Z, alors Y s’annule au moins une fois dans
Pintervalle |z, 1]
Montrer que la fonction Y posseéde une infinité de zéros dans l'intervalle | — oo, 0].
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‘ Troisieme partie ‘

ITI.1. Espace vectoriel des solutions de (E) bornées sur [0, +o0]
a. Montrer que les solutions A et B de (E) ne sont pas bornées sur [0, 4o00].

b. En déduire que le sous-espace des solutions de (E) qui sont bornées sur [0, +oc[ est de dimension 1
au plus.
Dans ce qui suit, on obtient une telle solution bornée, et on I’étudie en +oo.

II1.2. Transformation de (E) sur |0, o0

Soit y une solution de (E) sur ]0, +00[. Pour tout & > 0, on pose y(x) = z(z) - exp (—%x?’/Q).
Montrer que la fonction z est solution sur ]0, +o00[ de ’équation différentielle suivante

1

2\/52:0.

(E2) 2 — 2z —

II1.3. Etude d’une solution de (E3) sur |0, +oc]
+oo
Pour tout = > 0, on pose I(z) = / exp(—v/xt?) cos(t?/3) dt.
0

a. Prouver la convergence absolue de 'intégrale I(z) pour tout z > 0.

b. Montrer que la fonction I est de classe C! sur ]0, +00[ et exprimer sa dérivée sous forme intégrale.
+o0
c. Pour tout x > 0, montrer I’égalité I'(x) = —/ t exp(—+/zt?) sin(t3/3) dt.
0

d. Montrer que la fonction I est de classe C2 sur ]0,+oo[ et qu’elle est solution sur cet intervalle de
I’équation différentielle (Eg).

ITI.4. Expression intégrale des solutions bornées de (E) sur |0, +oo]
a. Montrer que la fonction y : x — I(z) - exp (—%333/2) est une solution de (E) sur ]0, +o0].

b. Déterminer la limite en 400 de la fonction y définie ci-dessus. Que peut-on en déduire concernant
I’ensemble des solutions de (E) bornées sur |0, +o00[?

IIL.5. Etude du comportement de I en +o0

5z s s OO —u2 92 o (Qn)'
a. Pour tout n € N, prouver I'égalité ;" ™™ u“" du = Fontip] VT
On pourra admettre cette égalité dans le cas n = 0.
b. Pour tout u réel, prouver la majoration 1 — cos(u) < u?/2.
+oo
c. En déduire une majoration de 'intégrale / exp(—v/z t?) ‘cos(t?’ /3) — 1‘ dt puis obtenir un équivalent
0

de I(x) lorsque z tend vers +oo.
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Exercice 2. (**) Pour tout  dans R*, on pose

B /2 dt o 2 — /2 COS(t)
M) = /0 V/sin?(t) + 22 cos2(t) b K@= /0 V/sin?(t) + 22 cos2(t)

a. Calculer K(z).

dt.

1 — cos(t
b. Montrer que la fonction I: z — |, /2 ®) dt est définie et continue sur R.

O sin2(t) + 22 cos?(t)

c. En déduire le développement asymptotique J(z) = —In(|z|) + 21n(2) + 00(1).
z—

Exercice 3. (**) Soit (Ay,)nen une suite d’événements d’'un espace probabilisé (2, A, P). On pose

A=A

peNn=p

1. On suppose que la série > P(A,,) est convergente. Prouver que P(A) est nul.

2. On suppose que les A,, sont mutuellement indépendants et que la série > P(A,,) est divergente. On veut
prouver que P(A) vaut 1.

Pour tout p dans N, on introduit I’événement I, = ﬂ A,.
nzp

a. Pour tout z > 0, prouver l'inégalité 1 — x < e™*.

b. Soit p € N. Soit un entier » > p. Prouver I'inégalité P ﬂ A, | <exp| - Z P(A,)
rZ2nzp r>nz=p
c. En déduire que I, est de probabilité nulle.

d. Conclure. (On a alors démontré le lemme de Borel-Cantelli.)

Exercice 4. (***) Soit ¢ une fonction définie, continue et intégrable sur [0, +o0[, & valeurs réelles. On
note (E) I'équation différentielle
'+ @)y = 0.

1. On considére une fonction f solution de (E) sur [0, +o0o[ et on suppose que f est bornée.
a. Prouver que la fonction f” est intégrable sur [0, +oo.
b. En déduire que la fonction f’ posséde une limite en +oo puis prouver que cette limite est nulle.
2. Soient f et g deux solutions de (E) sur [0, +oo[. On introduit la fonction
W=fg - fg,
appelée wronskien du couple (f,g).
a. Prouver que la fonction W est constante.

b. On suppose que f et g sont bornées. Prouver que la fonction W est nulle puis en déduire que les
fonctions f et g sont proportionnelles.

3. Prouver que I'équation différentielle (E) possede des solutions non bornées.
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