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Mathématiques — préparation a 1’oral

Nombres complexes, polyn()mes‘

0340-18
Exercice 1. Résoudre le systeme

a+b+ec=1, abc=1, |a|=1b=]c=1

d’inconnue (a, b, ¢) € C3.

1135-18

1+i \"
Exercice 2. On pose z = () .
1-iv3

a. Calculer Re(z) et Im(z).

b. Trouver un polyndme réel P non nul, de degré aussi petit que possible, tel que P(z) = 0.

0637-12

Exercice 3. Calculer Arctan(2) 4+ Arctan(5) + Arctan(8).

A039-18

Exercice 4. Montrer que (X — 1)3 divise nX"*2 — (n + 2)X" " + (n + 2)X — n.

1070-18

Exercice 5. On pose P = X? + X + 1. On note «, 3,7 les racines complexes de P.
a. Pour tout k € {1,2,3}, calculer o + ¥ + ~*.

b. En exploitant la division euclidienne de X* par P, calculer a* + 8% + ~*.

0342-18

Exercice 6. (**) Résoudre 'équation P(X + 1) — P(X) = P/(X) d’inconnue P € R[X].

0492-17

Exercice 7. (**) Déterminer les polynomes réels P tels que P(X?) = P(X + 1)P(X).

0344-18
Exercice 8. Soit P un polynéme complexe non constant. Soit n € N*. On suppose que P" divise P o P.

Montrer que X™ divise P.

A040-18
Exercice 9. Pour tout n € N, montrer que 32 — 2" est divisible par 7.

1015-12
Exercice 10. (***) On considére un polynéme réel P tel que P(x) soit positif pour tout z réel.

Montrer qu’il existe alors deux polynémes réels A et B vérifiant 1’égalité P = A2 4+ B2.

Espaces vectoriels et applications linéaires‘

A015-18
Exercice 11. Soit E un R-espace vectoriel de dimension 3. Soit f un endomorphisme de E. On fait les hypotheses

fP4f=0 e f#0.
1. Calculer dét(—Idg). En déduire que f? est différent de —Idg puis que f n’est pas injectif.

2. Montrer que Ker(f) et Ker(f? + Idg) sont supplémentaires dans E.

3. Montrer que Ker(f2 + Idg) n’est pas réduit & {Og}.

4. Montrer qu'il existe un vecteur x de E tel que f?(z) # Og.

5. Montrer que pour un tel vecteur z, la famille (f(z), f2(x)) est une famille libre de Ker(f2 + Idg).
6. Montrer que Ker(f? + Idg) est de dimension 2.

7. Ecrire la matrice de f dans une base bien choisie.
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Exercice 12. (**) Soient (Xi,...,X,) et (Y1,...,Y,) deux familles libres de M,, 1(C). TS

Montrer que la famille (Y; x X;-F)lgigp,1gqu est une famille libre de M,,(C).

A019-18

Exercice 13. Soit p un projecteur d’un R-espace vectoriel E. Soit @ € R. On pose g = p + aldg.

1. Calculer g2.

2. On suppose que ¢ est bijectif. Trouver une expression de g~ 1.

Exercice 14. Soit f un endomorphisme d’un C-espace vectoriel de dimension n. On suppose que f est de rang 1 et fozes

que f? n’est pas 'endomorphisme nul.
1. Montrer que Ker(f) et Im(f) sont supplémentaires dans E.

2. Montrer qu’il existe une constante A complexe telle que f2 = \f.

A031-18

Exercice 15. Pour tout polynéme P de R[X], on pose f(P) = P(X + 1) — P(X). Pour tout entier n, on note f,
l’endomorphisme de R, [X] induit par f.

1. Donner la matrice de f5 relativement & la base canonique de R3[X].

2. Soit P € Ker(f). Montrer que P — P(0) admet une infinité de racines. En déduire Ker(f).
3. Déterminer le noyau et I'image de f,.

4. Prouver que f est surjective.

5. Trouver tous les polynomes P tels que P(X + 1) — P(X) = X2.

n
6. En déduire une expression simple de > k2.
k=0

A046-
Exercice 16. (**) Soit E un K-espace vectoriel de dimension n. Soit f un endomorphisme de E. On suppose que f" e

est nul et que 7! ne l'est pas.
On note C(f) 'ensemble des endomorphismes de E qui commutent avec g.

1. Montrer qu’il existe un vecteur a de E tel que la famille (a, f(a),..., f*"!(a)) soit une base de E.

2. Montrer que (Idg, f,..., f"" 1) est une base de C(f).

0319-16
Exercice 17. (**) Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie. Soient F et G deux sous-espaces vectoriels de E.

A quelle condition existe-t-il un supplémentaire commun a F et G?

P001-13
Exercice 18. (**) On fixe un entier n > 2.

1. Soient A et B deux matrices de M,,(C). Est-il vrai que I’égalité AB = 0 implique BA =07

2. Trouver une condition suffisante sur B pour que I'implication
AB=0=BA =0

soit vraie.
3. Trouver une condition suffisante sur A pour que 'implication
AB=0=BA =0

soit vraie.

A070-18

Exercice 19. (¥**) Soient E,F, G trois espaces vectoriels de dimension finie. Soient v € L(E, G) et f € L(E,F).

Montrer que l'inclusion Ker(f) C Ker(v) équivaut a lexistence de u € L(F, G) telle que v =wuo f.
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Matrices

A025-18
i i ide i b 2, .
Exercice 20. Soit (a,b,c,d) € Z*. On considére la matrice A = ((cl d) et on suppose que son déterminant est
impair.
b
On se donne ¢ = (g1,¢e9,3,£4) € {£1}* et on pose A, = <a51 52).
cez  dey

Montrer que la matrice A, est inversible.

Généraliser.

0362-18

Exercice 21. Soit A € M,,(R). Soit A € R.
On suppose qu’il existe un vecteur colonne complexe v non nul tel que Av = Av.
Existe-t-il un vecteur colonne réel w non nul tel que Aw = A\w 7

0357-18

Exercice 22. (**) Soit un entier n > 2. Soit ® un automorphisme de M, (C). On fait ’hypothese
V(A,B) € (My(C))%,  P(AB) = ®(A)P(B).
a. Déterminer ®(I,,).

b. Pour tout ¢ € [1,n], montrer que ®(E; ;) est un projecteur de rang 1.

c. Pour tout i € [1,n], on se donne un vecteur U; qui dirige Im(®(E; ;)). Montrer que (Uy,...,U,) est une base

de Mn,1((C).

d. (***) Imaginer une fin & cet exercice.

0738-18

Exercice 23. On note A,, la matrice de M,,(R) définie par

1 e 1
A, = 0 .
0 0. 1
Montrer que A,, est semblable & sa transposée.
Exercice 24. On considere dans M,,(R) la matrice diagonale de coefficients diagonaux 1,2,...,n. o

Trouver toutes les matrices qui sont semblables & A et qui commutent avec elle.

0783-17

Exercice 25. (**) Soient A et B deux éléments de M,,(C). On pose M = (i g)

a. Déterminer le rang de M.

b. Calculer M~! en cas d’existence.

Exercice 26. Soit E un R-espace vectoriel de dimension n. Soit v un endomorphisme de E. o

On fait I’hypothese u? = —Idg.
a. Montrer que n est pair.

b. Montrer que u ne laisse stable aucun hyperplan de E.

. . -1
c. On pose p = n/2. Montrer que u admet la représentation matricielle (IO 0”).
P
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0776-17

1 2 3
Exercice 27. On pose A= [3 1 2]. Montrer que A et AT sont semblables.
2 31

0387-17
Exercice 28. Soit M une matrice triangulaire supérieure de M, (R) telle que MT commute avec M. Montrer que M

est diagonale.

Déterminant

Exercice 29. Pour toute matrice M & coefficients complexes, on note M la matrice obtenue en remplacant chaque
coefficient par son conjugué.

0358-18

a. Pour toute matrice M de M,,(C), montrer I'égalité dét(M) = dét(M).
b. Existe-t-il une base de M,,(C) constituée de matrices inversibles ?

c. Pour toute matrice M de M,,(C), montrer que dét(I,, + M - M) appartient & R.

. . . . A041-17
Exercice 30. (**) Soient un entier n > 2. On pose w = exp(i27/n).

On note A la matrice de M,,(C) de coefficients a,, , = w®~H@=1),
a. Calculer un argument du déterminant de A.

b. Calculer A x A. En déduire la valeur du déterminant de A.

0497-17

1 n n—1 2
2 1 n 3
Exercice 31. (**) Calculer le déterminant
n—1 n
n n—1 2 1

Exercice 32. On consideére la matrice A = <:} g)

A006-18

1. Montrer que A n’est pas diagonalisable.

2. Trouver une matrice P de GLa(R) telle que P71AP = (1 1).

0 1
3. Résoudre le systeme différentiel = w4y
. ' y = -z + 3y
A013-18
5 -1 =3
Exercice 33. Onpose A= |3 1 -3
1 -1 1

1. La matrice A est-elle diagonalisable ?
2. Déterminer l’ensemble des matrices qui commutent avec D = diag(1,2,4).

3. On considere I’équation M? = D, d’inconnue M € M3(R). Montrer que si M est solution, alors elle commute
avec D. En déduire I’ensemble des solutions de cette équation.

4. Résoudre I'équation X? = A, d’inconnue X € Mj3(R).
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Exercice 34. Soit A € S,(R). On suppose qu'il existe k € N* tel que A¥ = I,,. Montrer que A% = I,,.

Trouver une matrice de Mo (C) symétrique et non diagonalisable.

Exercice 35. Soit A une matrice symétrique réelle de M, (R) telle que A® + A% + A3 + A% + A = 0.
1. Montrer que A est diagonalisable.
2. Soit A une valeur propre de A. Montrer que > + A* + A3 + A2 + X\ = 0.

3. En déduire que A est la matrice nulle.

Exercice 36. On se donne un entier n > 3 et on note M la matrice de M,,(R) dont tous les coefficients sont nuls sauf
ceux de la deuxieme ligne et de la deuxiéme colonne, qui valent 1.

1. Calculer M2.

2. Montrer que M est diagonalisable et trouver ses valeurs propres.

0 --- 0 a
Exercice 37. Diagonaliser la matrice A = | - : :
0 -~ 0 a,,
ap - ap—1 2%

Exercice 38. Soient A et B deux matrices de M, (R). On suppose que A est inversible. Montrer que AB et BA ont
le méme spectre.

Question subsidiaire (**). Montrer que c’est encore vrai si A n’est pas inversible.

-4 -6 0
Exercice 39. On considere la matricce A= 3 -5 0
3 6 -5

a. Calculer les puissances de la matrice A.
b. On considere trois suites réelles (un ), cn, (Vn)pen €t (Wn), oy qui vérifient les relations de récurrence
Upt1 = —4Up — 6V,  Ung1 = 3Up — DUy,  Wp41 = Uy + 6V, — dwy,.

Exprimer le terme général de ces suites.

Exercice 40. On considere la matrice A = <_35 62).

a. Montrer que A est diagonalisable et préciser ses valeurs propres.

b. Déterminer les matrices B telles que B2 = A.

Exercice 41. (**) Pour tout polynéme P de R, [X], on pose f(P) = nXP(X) — (X2 — 1)P'(X).
a. Montrer que f est un endomorphisme de R,,[X].

b. Déterminer les éléments propres de f.

Exercice 42. Soient A et B deux éléments de M,,(C) tels que B> = A. On suppose que A posséde n valeurs propres
distinctes.
Montrer qu’il existe une base de diagonalisation commune & A et B.
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Exercice 43. On fixe (o, 8) € R?). Pour toute matrice M de M,,(R), on pose ®(M) = aM + BMT, ce qui définit un

endomorphisme ® de M, (R).

a. Montrer que ¢ est diagonalisable et déterminer ses éléments propres.

b. Calculer la trace et le déterminant de ®.

Exercice 44. Soit A € M3 (R) telle que Sp(A) = {1}. Pour tout & € N*, montrer que A est semblable & A*.

Exercice 45. Trouver une condition nécessaire et suffisante sur (a,b,c,d) pour que la matrice

diagonalisable.

soit

o O =
o N
QUL O

Exercice 46. Soit E un C-espace vectoriel de dimension finie. Soient f et g deux endomorphismes de E.
On suppose qu'il existe (a,b) € C* x C tel que fg—gf = af + bg. Dans les quatre premiéres questions, on suppose

que b est nul.

Pour tout v € L(E), on pose ¢,4(u) = ug — gu.

a. Montrer que Ker(f) est stable par g.

b. Pour tout n € N, montrer I’égalité ¢, (f™) = anf™.

c. Montrer qu’il existe n € N* tel que f™ = 0.

d. En considérant g, ’endomorphisme de Ker(f) induit par g, montrer que f et g admettent un vecteur propre

cominun.

e. On ne suppose plus que b soit nul. En considérant h = af + bg et ¢4(h), montrer que f et g admettent un

vecteur propre commun.

Exercice 47. (¥**) Soient A et B deux matrices de M,,(R) telles que Spe(A) N Spe(B) = @. On suppose que B est

diagonalisable sur C.

Pour toute matrice C de M,,(R), montrer qu’il existe M € M,,(R) telle que AM — MB = C.

Espaces euclidiens ‘

Exercice 48. Soit E un espace euclidien. Soit  un endomorphisme de E tel que

Vx € E,

(u(z),z) = 0.

Montrer que Im(u) et Ker(u) sont supplémentaires dans E.

Exercice 49. On note A3(R) le sous-espace vectoriel des matrices antisymétriques de M3(R).

1. Déterminer l'orthogonal de A3(R) pour le produit scalaire canonique.

2. Trouver la distance de la matrice M =

o O O

S O =

o = O

a A(R).

Exercice 50. Soit E un espace euclidien. Soit s un endomorphisme de E. Montrer que les deux énoncés suivants sont

équivalents :

o JceR, V(z,y) €E%  (s(z)|s(y)) = clzfy);

o V(z,y) €E%  ((zly) =0 = (s(z)]s(y)) =

0).
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Exercice 51. Soit E un espace euclidien de dimension n > 3. Soient a et b deux vecteurs de E non colinéaires. On
définit ’endomorphisme f de E par
f(z) = (alz)a + (blz)b.

a. Donner le format de la matrice de f dans une base quelconque de E.
b. Déterminer le noyau et I'image de f.

c. L’endomorphisme f est-il symétrique ?

+oo
Exercice 52. Pour tout couple (P, Q) d’éléments de Ry[X], on pose (P|Q) = / e 'P(t) Q(t) dt.
0

a. Montrer que l'on définit ainsi un produit scalaire sur Ry[X].

b. Vérifier que (1,X — 1) est une base orthonormée de R;[X] pour ce produit scalaire.

+oo
c. Trouver le minimum sur R? de la fonction F : (a,b) / et (t* —at — b)2 dt.
0

Exercice 53. Soit M € M,,(R). On suppose que M posseéde n valeurs propres distinctes, notées Ay, ..., A,.
a. Montrer que ™M est diagonalisable, avec les mémes valeurs propres que M.

Pour tout k € [1,n], on note V, un vecteur propre de M pour la valeur propre A, et Wy un vecteur propre de ™M
pour la méme valeur propre.

b. Montrer que pour tout couple (4,7) d’indices distincts, le produit scalaire *V; - W, est nul.

c. Pour tout indice i € [1,n], en déduire que *V; - W; n’est pas nul.

W' Calculer B;V;. Que reconnait-on ?

d. Pour tout k& € [1,n], on pose By =

n n
e. Que valent > By et > AgBg?
k=1 k=1

Exercice 54. (**) Pour toute matrice A de M,,(R), on pose n(A) = tr(A - 'A).
a. Pour tout couple (A, B) d’éléments de M, (R), montrer 'inégalité n(AB) < n(A)n(B).
b. Soit A € §,(R). On note Aq,..., A\, les valeurs propres de A, répétées selon leurs multiplicités et numérotées

dans 'ordre croissant.
Montrer la majoration (A, — A1)? < 2n(A).

. 2 1 . . N
Exercice 55. (**) On pose A = (_1 _1) et on note f I'endomorphisme de R? canoniquement associé a A.

Existe-t-il sur R? un produit scalaire pour lequel f est une isométrie ?

Exercice 56. (¥**) Soit A € S,,(R). On fait 'hypothese

n

XA = H(X — Ak k)-

k=1

Montrer que la matrice A est diagonale.

Exercice 57. (***) Soit A € M,,(R). Montrer que les matrices ‘A - A et A - *A sont semblables.
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Espaces vectoriels normés‘

A048-17

Exercice 58. (**) On note E = C1(]0, 1], R). Pour toute fonction f de E, on pose
N(f) = [FO) + 11 oo

a. Montrer que N est une norme sur E.
b. Prouver la majoration || f||eo < N(f).

c. Existe-t-il A > 0 tel que Vf € E, N(f) < \||[f]|oc ?

Exercice 59. (**) Soit (E,N) un espace vectoriel normé. Soit A un ouvert de E. Soit B une partie quelconque de E. R

a. Prouver I'égalité Adh(A N B) = Adh(A N Adh(B)).

b. Trouver un contre-exemple dans le cas ot A n’est pas ouvert.

0385-18

Exercice 60. (**) Soit M € M,,(C). On pose
E={PMP'; P eGL,(C)}.

Montrer que £ est borné si, et seulement si, la matrice M est un multiple de I,,.

0530-18
Exercice 61. (**) Soit f un endomorphisme d’un espace vectoriel normé (E, || ||) de dimension finie.

Montrer que 1'égalité Ker(f) = Ker(f?) équivaut a l'existence de C > 0 tel que Vz € E, [|f(z)|] < C x ||f?(2)]].

Suites numériques ‘

0389-18
Exercice 62. On définit une suite réelle (), oy en prenant xo dans ] — 1, 1] puis en posant

14z,
5

VneN, z,41=
a. Montrer que cette suite converge. Sa limite est notée £.

b. (**) Déterminer un équivalent de x,, — £ quand n tend vers +oo.

1103-17
Exercice 63. (**) Pour tout entier n > 2, montrer que I'équation 2™ = = + 1 posséde une unique solution dans

I'intervalle ]0, +00[, notée .

b c 1
Obtenir un développement asymptotique de z;, sous la forme a + — + — + o0 (2)
n o n n

, 0067-16
Exercice 64. (***) Etant donné une suite réelle (a,,) dire qu'elle est sous-additive signifie qu’elle vérifie la

propriété

neN’
V(n,m) S NQ, Ap4+m < ap + A,

a. On considere une suite (ay,),,cy sous-additive et on suppose que la suite (a,/n)n>1 est minorée. On pose

a

a:inf{—n ; nGN*}.

n
Montrer que a,/n tend vers @ quand n tend vers +oo.
b. On considere une fonction f : R — R continue et croissante. On fait ’hypothese

Ve e R, flz+1)=f(z)+1.
@)~z
n

Montrer que pour tout = réel, la suite de terme général converge. Ici, la notation f™ désigne l'itérée

d’ordre n de f.
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Fonctions d’une variable réelle‘

0398-18
Exercice 65. On définit la fonction f : 2 — 2®/" sur 10, 4+o0].

a. Déterminer la limite de f en +o0.
b. Déterminer la limite de f(z + 1)/f(z) quand z tend vers +oo.
c. Déterminer la limite de f(x 4+ 1) — f(z) quand z tend vers +oo.

d. Déterminer un équivalent simple de f(x) quand x tend vers +oo.

0584-17
z2
(S

-1
Exercice 66. Pour tout z € R*, on pose f(z) = . On pose également f(0) = 0.
a. Montrer que la fonction f est de classe C*> sur R.

b. Montrer que f est une bijection de R sur R et que f~' est de classe C™.

c. Déterminer le développement limité & l’ordre 5 en 0 de f~ 1.

Exercice 67. Existe-t-il une fonction continue et surjective de [0, 1] sur ]0,1[? de ]0, 1] sur [0,1]? R

Dans le cas ou la réponse est affirmative, montrer qu’une telle fonction ne peut pas étre injective.

402-1
Exercice 68. (**) Montrer que la fonction cosinus admet dans R un unique point fixe. e

Montrer qu’il n’existe aucune fonction f € C'(R,R) telle que f o f = cos.

0403-18

Exercice 69. (**) Soit f € C!([0, +oo[, R) telle que f(0) = 0. On suppose que f’ est a valeurs dans [0, 1].

T x 2
Pour tout x > 0, montrer 'inégalité / < (/ f) . Cas d’égalité?
0 0

0404-18

Exercice 70. Soit f € C%([a,b],R). Soient p et ¢ dans 0, +oo|.

Montrer qu’il existe ¢ € [a, b] tel que pf(a) + qf(b) = (p + q) f(c).

0332-18

Exercice 71. (***) Soit f € C%([a, b],[a, b]).
a. Montrer que f posséde au moins un point fixe.

b. Soit J un segment inclus dans f([a,b]). Montrer qu'il existe ¢ et d dans [a, ] tels que ¢ < d et f([c,d]) = J.

Séries numériques ‘

1050-18

Exercice 72. Nature de la série de terme général vn2 +n + 1 — ¢/n3 +an? + fn + 7.

Exercice 73. (**) Soit (ay),cy une suite réelle. On suppose qu’il existe o > 0 tel que a,, soit équivalent a o In(n) e

lorsque n tend vers +oo.
a. Montrer que la série de terme général exp(—a,,) converge si @ > 1 et diverge si a < 1.

b. Peut-on conclure sia« =17

0391-18
—1)n(n+1)/2
Exercice 74. (**) Nature de la série de terme général u,, = L
n(n+1)
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Exercice 75. Comment faire pour calculer cos(1) & 10~" pres ? osaTs

A084-17
Exercice 76. Soient a et b dans R tels que 0 < a < b— 1. On considere une suite (uy), .y & termes réels strictement

positifs vérifiant la relation de récurrence

n-+a
n+b

Vn € N, Upt1 =

Uy

a. Trouver un équivalent de In((n + a)/(n + b)) quand n tend vers +oo.

N

b. En déduire que > (In(un41) — In(uy)) tend vers —oo quand N tend vers +oo.
n=0

c. En déduire que la suite (uy), oy converge vers 0.
2. Pour tout n € N*, on pose v,, = nb=%y,,.
a. Montrer que la suite de terme général In(v,,) est convergente.
b. En déduire qu’il existe une constante K > 0 telle que u,, soit équivalent & K/n®~% quand n tend vers 4oc.

c. Montrer que la série de terme général u,, est convergente.

Too b—1
3.P I’égalité n=1Uy X ——.
rouver 1’égalité ngou Uo X g
N N
Indication : simplifier les sommes > ((n 4+ b)up+1 — (n+ a)uy) et > ((n+ 1)ups1 — nuy,).
n=0 n=0

A004-18
Exercice 77. Soit (uy), oy une suite réelle positive de limite nulle. '

On note D I'ensemble des a > 0 tels que la série de terme général (u,,)* converge.
1. Montrer que si D est non vide, alors c’est un intervalle de la forme [s, +oo[ ou |s, +00].

2. Donner un exemple ot D est vide et un exemple out D est de la forme ]s, +00[.

A021-18

nln(n)
Exercice 78. Soit a € R. Déterminer la nature de la série de terme général ( n ) .
n+ao

A067-18
Exercice 79. Soit (uy), oy une suite réelle telle que n(u,+1 — u,) tende vers 1 quand n tend vers +oo. '

1. Montrer que la série de terme général u, 1 — u,, diverge.
2. En déduire que la suite (u,),, .y diverge.

3. En déduire la limite de u,, quand n tend vers +o0.

A026-18
Exercice 80. (**) Soit (a,),cy une suite réelle positive et décroissante. Montrer que les deux énoncés suivants sont

équivalents :
e la série > a, converge;
e la série > n(a, — an41) converge et a, = o(1/n).

0767-16

Exercice 81. (**) Nature de la série de terme général sin(rm(1 + v/2)").

0429-17
Exercice 82. (***) Soit (x,,),>1 une suite réelle vérifiant la relation de récurrence x,41 = n(z, — n).

Montrer que la relation x,, = O(n) équivaut a z; = 2e.
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Suites et séries de fonctions

Exercice 83. Pour tout n € N*, on définit la fonction f, : x —

1. Etudier la convergence simple de la suite de fonctions ( Jn)pen sur [0,1].

—XT

(S
1+n2a2?

et on pose u, = / fa(t) dt.

2. La convergence est-elle uniforme sur [0, 1] ? Pour tout a dans ]0, 1], montrer que la convergence est uniforme sur

le segment [a, 1].

3. Montrer que la suite (uy,), oy converge.

4. Déterminer un équivalent de u,, quand n tend vers +oco. On pourra effectuer un changement de variable.

Exercice 84. Soit a € R. Pour tout n € N*, on définit la fonction f, : z — n®z™(1 — z) sur [0, 1].

1. Montrer que la suite de fonctions (f,)n>1 converge simplement vers la fonction nulle sur [0, 1].

2. Etudier la convergence uniforme.

Exercice 85. Pour tout n € N et tout € R, on pose f,(z) = 1/ch(z™).

1. Etudier la convergence simple de la suite de fonctions (fy,)nen-

2. La convergence est-elle uniforme ?

Exercice 86. (**) Soit (P,,), oy une suite d’éléments de Rq[X].

a. On suppose que la suite de fonctions (P,,),

encore un élément de Ry[X].

b. Montrer que la suite de fonctions (P,,),cy converge uniformément sur tout segment de R.

y converge simplement sur R. Montrer que sa limite simple est

Exercice 87. Pour tout n € N, on définit la fonction f,, : ¢ — ncos(t) sin™ ().

Etudier la convergence simple de la suite de fonctions (f,), ¢y sur [0,7/2], puis la convergence uniforme.

Exercice 88.

Pour tout n € N et tout = €]0, +00[, on pose uy,(x) =

(="

r+n’

1. Enoncer le théoréeme des séries alternées dans sa totalité.

+oo
2. Montrer que f:z — Y up,(z) est définie et continue sur ]0, +o0[.

n=0

1

3. Pour tout x > 0, prouver I'égalité f(x) = — —

+oo

>

k=0

4. Pour tout x > 0, prouver 1’égalité 2f(z) = — + Z

(—1)%
r+k+1"

(=D*

o(@x+k+1)(z+k)

5. Déterminer un équivalent de f(z) quand z tend vers +oo.

6. Déterminer un équivalent de f(z) quand z tend vers 0 par valeurs strictement positives.

7. Pour tout = > 0, prouver 'égalité f(z) = /
0

1 =1

1+1¢
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—+o0
Exercice 89. Pour tout z réel convenable, on pose f(z) = 3. e #V7",
n=0

1. Montrer que f est définie sur ]0, 4+o0].
2. Montrer que f est continue sur ]0, +00[.

3. Montrer que f(z) tend vers 1 quand = tend vers +oo.

—+oo
Exercice 90. Pour tout n € N, on définit sur R la fonction u, = e™™% et on pose f(z) = 3. u,(z) lorsque c’est
n=0

possible.
1. Montrer que f est définie sur |0, 4+o0].

2. Montrer que la série de fonctions > wu, ne converge pas normalement sur ]0, +oo[ mais que f est quand méme
n=0
continue sur cet intervalle.

+oo 1
3. Montrer que f — ug est intégrable sur ]0, +oo[ et exprimer son intégrale en fonction de ) — . La fonction f
n=1"7
est-elle intégrable sur cet intervalle 7
+o0 5
4. On admet provisoirement l'encadrement g(z) < f(z) < g(z) + 1 avec g(z) = / e " dt. Trouver un
0

équivalent de f(x) quand x tend vers 0.

5. Démontrer cet encadrement.

+oo 5
Exercice 91. On pose f(z) = > xze """,
n=1

1. Déterminer I’ensemble de définition de f, noté Dy.

2. Y a-t-il convergence normale sur Dy ? sur les segments de Dy 7

In(x
Exercice 92. Pour tout entier n > 2 et tout « > 0, on pose u,(z) = #
™ In(n)
+o0
a. Déterminer ’ensemble de définition, noté D, de la fonction S : 2 — > u,(x).
n=2
b. Montrer que la série de fonctions > u, ne converge pas normalement sur D.
nz=2
Prouver | 5wl < ot
c. Prouver la majoration up(r)| < ———.
k=n-+1 = ln(n + 1)

d. En déduire que la fonction S est continue sur D.

e. La fonction S est-elle intégrable sur D ?

Séries entiéres

2
. s ATSRSRPR n”+4n—1
Exercice 93. Déterminer le rayon de convergence de la série entiere » 9 z™ et calculer sa somme.
n
n>=0

n

Exercice 94. Déterminer le rayon de convergence et la somme de la série entiere ) M1
n>0 41

Exercice 95. Développer en série entiere la fonction f : x + In(z? — zv/2 + 1).

Lycée Henri Poincaré — PC" — mathématiques mai et juin 2018

A032-18

A038-18

A053-18

1101-18

A051-18

A060-18

0816-18



Exercices de préparation a 1’oral page 13

. 1 T T 0579-18
Exercice 96. Pour tout n € N*, on pose u, = — cos (Z + ng)
n

Rayon de convergence et somme de la série entiere . wu,z™.
n>1

0608-17

In(2)
Exercice 97. Pour tout n € N, on pose 1,, = / (et —1)™ dt.
0

a. Trouver une relation de récurrence simple pour la suite (I,,)n>0.
b. En déduire un équivalent de I,, quand n tend vers 4o0.

c. Rayon de convergence et somme de la série entiere ) I,z".

0819-18
Exercice 98. (**) On définit une suite (u,), oy en fixant son premier terme uy dans |0, +-00[ puis en posant

n
VneN, upy = E Uk Upy— k-
k=0

“+oo
On note f la fonction z — 3 upz™.
n=0

a. On suppose que f a un rayon de convergence R > 0. Exprimer f(z) pour tout 2 dans | — R, RJ.

b. En déduire une expression de u,,.

Exercice 99. (**) Soit A € M,,(C). Déterminer le rayon de convergence et la somme de la série entiere ) tr(A™)z". oree
n>0

A059-18

Exercice 100. Soit f une fonction définie sur Ry. Soit o €]0, 1.

On suppose que :
e la fonction f est dérivable sur R ;
e la fonction f’ est décroissante et strictement positive sur R, ;

o« @)~ flot).

rT—

1. Montrer que f(z +«a) — f(z) ~ af'(z).

r—r+400

1
2. Déterminer le rayon de convergence de la série entiere > (Arctan <n + 2) — Arctan(n)) A
n=0

0580-18
Exercice 101. (**) Soient (an),cy et (bn),cy deux suites complexes. On note R, et Ry, les rayons de convergence

respectifs des séries entieres > a,z" et > b,2".
a. Que dire du rayon de convergence de la série entiere > apb,z" ?

b. On suppose que les a,, sont tous non nuls. Que dire du rayon de convergence de la série entiere Y 2" /a, ?

0818-18

Exercice 102. (***) Soit (ay),,cy une suite réelle a termes strictement positifs. Soit £ € R. On fait I'hypothese

2
a
n|———-1)] — ¢
Ap—10p41 n——+00

a. Si £ # 0, trouver le rayon de convergence de la série entiere > a,2™.

ne

b. Si £ = 0, peut-on conclure ?
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Exercice 103. (***) On fixe ¢ dans |0, 7| et on introduit 'ensemble 019018

Q:{rei‘g;0<r<1,—7r+5<6<7r—5}.

+oo Zk
On définit la fonction f: 2+ > (—1)’“*1?.
k=1

a. Trouver le rayon de convergence de la série entiere associée a f.

k

n z
b. On pose S,(z) = > (—1)’“_1?. Montrer que la suite de fonctions (S,),>1 converge uniformément vers la
k=1

fonction f sur I’ensemble ().
Pour cela, on écrira

Sn(z) = Z Tn—l(Z)k— Tn(z) en ayant posé Ta(2) = Z(_l)quk.
k=

—
>
Il

—

c. On fixe # dans | — 7, 7r[. Dériver la fonction £p : x — f(ze'?) sur [0, 1[.
d. Montrer que la fonction L : x +— exp(¢p(x)) a une dérivée seconde nulle.

e. En déduire une expression de f(e'?).

Intégration

Exercice 104. On note D =R\ {—1;1}. Pour tout = de D, on pose

A022-16

I(z) = /07r In(1 — 2 cos() + 2%)d6.

1. Prouver I'identité |z — eie}Z =22 — 2z cos(h) + 1.
2. Montrer que I est bien définie sur D.
3. Pour tout « non nul de D, prouver la formule I(1/x) = =27 In(|z|) + I(z).
4. Montrer que la fonction I est paire (on pourra utiliser le changement de variable t = 7 — 6).
5. On admet 'identité
Ve €10,1[, V0 € 0,n], 1 — 222 cos(20) + 2* = (1 — 2z cos(0) + 2?)(1 + 2x cos(6) + ).
a. Pour tout x dans |0, 1] et tout 6 dans [0, 7], prouver que les nombres
1 — 2z cos(0) + z? et 1+ 2z cos(0) + z?
sont strictement positifs.

b. Pour tout x dans ]0, 1[, prouver 1’égalité I(x?) = 2I(z) (on pourra utiliser le changement de variable t = 26).

6. (**) Obtenir une expression de I(x).

0881-17
t

3
xr
e
Exercice 105. Trouver un équivalent simple de / _—
»2 Arcs

- dt quand z tend vers 0.
in(t)

1114-17
cos? ()

375 dz quand « tend vers 0.
x

1
Exercice 106. Déterminer un équivalent de /
«
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Exercice 107. Soit ¢ > 0. Trouver toutes les fonctions f : [0, +00[— R continues telles que A0BT-18

Yz >0, c/owa(t) dt < </wa(t) dt>2.

Exercice 108. Soient f et g dans C%([a, ], R). On suppose que la fonction g est positive.

0453-17

b b
Montrer l'existence de ¢ € [a, b] tel que / f(®)g(t) dt = f(x)/ g(t) dt.

14
Exercice 109. (**) Soient u et v deux fonctions continues et positives sur 'intervalle [0, +o0o[. On suppose qu’il existe e

une constante ¢ positive vérifiant la propriété
xr
Va € [0, +00], u(z) < c+/ u(t)v(t) dt.
0

Montrer la domination

Vz € [0, 400, u(x) < cexp (/01 v(t) dt) .

Exercice 110. (***) On note E Pensemble des fonctions u : [0,1] — R qui sont 1-lipschitziennes et qui s’annulent oo

en 0.

1
Déterminer sup {/ (u(t) —u®)?) dt ; u e E}
0

Exercice 111. Soit f : R — R une fonction continue et T-périodique. Montrer qu’il existe un unique A réel tel que oo

TN f(t
lintégrale / ff() dt converge.
1

0430-16
; +o0 In(1 «
Exercice 112. Etudier la nature de I'intégrale / n(;ﬂx)
x

0

dx selon la valeur des parameétres « et (.

0773-16
400 et

Exercice 113. On pose f(x) :/ - dt.

T

a. Déterminer I’ensemble de définition de f. Justifier que f est dérivable et exprimer sa dérivée.

b. Trouver des équivalents de f aux bornes de son intervalle de définition.

+oo
c. Montrer que Uintégrale / f(x) dz existe et calculer sa valeur.
0

Exercice 114. (¥**) Soit f : [0, +00[— R une fonction lipschitzienne. A069-18

+oo
On suppose que l'intégrale / f(t) dt converge. Montrer que la fonction f tend vers 0 en +oc.
0

A044-18

1

Exercice 115. Pour tout n € N, on définit f, 1t — —————
1412 +trnet

sur [0, +o0].

1. Pour tout n € N, montrer que la fonction f,, est intégrable sur [0, 4+o00].

+oo
2. On pose u, = / Jn(t) dt. Déterminer la limite de la suite (uy),,cy-
0
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dt
VIitt+

1
Exercice 116. Pour tout n € N, on pose u,, = /
0

a. Montrer que ces intégrales sont bien définies.
b. Calculer ug, u1, us.
c. Montrer que la suite (u, ),y converge vers une certaine limite £ & déterminer.

d. Trouver un équivalent de u,, — £ quand n tend vers +oo.

0588-18

dx
14 azn

1
Exercice 117. (**) Pour tout n dans N, on pose I, = /
0

1. Trouver la limite de I,, quand n tend vers +oc.

2. Trouver un développement asymptotique a deux termes pour I,,.

A076-16

9 1
Exercice 118. Pour tout z réel convenable, on pose f(z) = — M dy.

™ Jo A/ 1— y2
1.P tte[Ol[ll/E dy
. Pour tout ¢ , 1], calculer —_—
0o V1-—y9?
2. En déduire que f(0) existe et calculer sa valeur.

3. Montrer que f est définie et continue sur R.
2 m/2

4. Pour tout x réel, prouver I'égalité f(z) = 7/ cos(x sin(t)) dt.
T Jo

5. Montrer que f est de classe C? sur R.

6. Montrer que f vérifie 'équation différentielle zy” (z) + v'(z) + zy(z) = 0 sur R.

e (-1

A024-18

0893-17

7. Pour tout x réel, prouver 'égalité f(z) = n2=:0 szn
1 2 2
In(1 — %) In(t
Exercice 119. On pose I = / w dt.
0
a. Montrer que cette intégrale existe.
+oo 1
b. JuStiﬁer 17égahté I=2 ngl m
Foo ;
t
Exercice 120. Pour tout z € R, on pose f(z) = / Stlriig) dt.
0

1. Montrer que f est définie et de classe C! sur R.

2 [Tt t
2. Pour tout x > 0, montrer ’égalité f'(z) = f/ %35)2 dt.

3. Déterminer la limite de f’ en +oo.

4. Montrer que f est de classe C? sur |0, +o0].

A017-18
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A005-18

e—mt

T

+oo
Exercice 121. On pose f(x) :/
0

1. Montrer que f est définie et continue sur [0, +o0].
2. Montrer que la fonction f est de classe C* sur ]0, +oc].

3. (**) Trouver la limite de f en 4o0o puis un équivalent.

A018-18

1
Exercice 122. Pour tout ¢ > 0, on pose p(t) = ;e_l/t.

1. Montrer que ¢(t) tend vers 0 quand ¢ tend vers 0 par valeurs strictement positives.

x
2. En déduire que pour tout = > 0, I'intégrale / ©(t) dt existe. On la note h(z).
0

3. Montrer que les solutions de 22y’(x) + y(z) = 2 sur ]0, +-o00[ sont les fonctions de la forme z + e/ (h(z) + k),
ou k est une constante réelle.

—Uu

+oo
e
4. Pour tout = > 0, montrer I'égalité e!/h(z) = x/ du.
0 1+ zu
x
On pourra considérer le changement de variable t = e
TU

e—u
1+zu

+oo
5. Montrer que la fonction f:x +— / du est définie et continue sur [0, +00[.
0

6. Montrer que g :  + xf(x) est solution de 2%y/(z) + y(x) = x sur [0, +o00[ et que c’est la seule.
7. Montrer que g est de classe C* sur [0, +00].

8. Trouver la limite de g en +o0.

A033-18

“+o0
Exercice 123. 1. Montrer la convergence de 'intégrale / cos(t?) dt.
0

+oo —a® (i+t?)
2. Pour tout & > 0, on pose f(x) = / —— dt.
0 1+1

—ix?

Montrer qu'il existe une constante réelle K telle que Va > 0, f/'(z) = Ke

A049-18

+°° Arctan(z/t) dt:/z In(t) "
0

Exercice 124. Pour tout x dans |0, +oo[, prouver 1’égalité / T

0 141¢2

1157-18

+oo
Exercice 125. Montrer que la fonction f : z — / e "' In(t) dt est définie et de classe C! sur ]0, +oo.
0

. 1161-18
+oo em:t -1

Exercice 126. On pose I(z) = / — e ! dt.
0

a. Montrer que f est définie sur R.
b. Montrer que f est de classe C! sur R.

c. Exprimer la fonction f’ puis la fonction f.
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Equations différentielles

A002-18

Exercice 127. On considére 1’équation différentielle v'1 + t2y" (t) + ty'(t) — y(¢) = 0.

1. Tracer les solutions f et g soumises aux conditions initiales

(f(0), £1(0)) = (0,1) et (g(0),4'(0)) = (1,0).

L’une d’elles vous semble-t-elle évidente ?
2. Chercher 'autre solution sous la forme d’une somme de série entiere.

3. Pour tout ¢ dans | — 1, 1], prouver I'égalité g(t) = V1 + t2.

Exercice 128. Pour tout A réel, on note (Ey) ’équation différentielle 2y’ — (1 + X\)y = 0. poms
1. Résoudre (E)) sur tout intervalle inclus dans R*.
2. On considére I’endomorphisme ¢ : P — XP’ — P de R[X]. Déterminer ses éléments propres.
A066-18

Exercice 129. Soit f une fonction continue et intégrable sur [0, +oc]. Soit y une solution de I’équation différentielle (E)
suivante

y" () + f(@)y(z) = 0.

1. On suppose que y est bornée sur [0, +oo[. En déduire que f x y est intégrable sur [0, 4+o00[ puis que y’ possede
une limite nulle en +oc.

2. Soient y; et ya deux solutions de (E). On leur associe la fonction

) o (vi(t) ya(t)
W.tl—>det(y/l(t) yé(t))

Montrer que la fonction W est constante et en déduire qu’il existe des solutions de (E) non bornées.

1116-18

Exercice 130. Trouver (a,b,c) € R* tel que

1 a b c
Vte R\ {-1,0,1}, 725(252_1) :E+7t—1+t+1'

Résoudre 1'équation différentielle ¢(¢2 — 1)a’(t) + 2x(t) = t? sur R.

1118-18

2'(t) = z(t)
Exercice 131. On considére le systeme différentiel ¢ ¢/'(t) = 2z(t)
Z(t) = zt) + ylt) + 2z(t).

Soit M : ¢ — (z(t), y(t), 2(t)) une solution sur R de ce systeme différentiel.

Trouver des conditions nécessaires et suffisantes sur M(0) pour que la trajectoire de M soit bornée sur [0, +o0l.
Meéme question sur R.

0413-18

Exercice 132. (***) On note F = {f € C*(R,R); f(0) = f(1) = 0}.
a. Déterminer les A réels pour lesquels ’équation différentielle " + Ay = 0 posséde une solution non nulle dans F.
b. On suppose qu’il existe C > 0 tel que
1 1 )
vk, [ e @)
0 0

On suppose également qu’il existe une fonction f vérifiant le cas d’égalité de I'inégalité précédente. Montrer alors
que f vérifie une équation différentielle & déterminer.
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Exercice 133. (***) Déterminer les solutions de '’équation différentielle y' = y? définies sur R tout entier. o518

Fonctions de plusieurs Variables‘

A048-18

2
n

Exercice 134. Pour tout (z1,...,2,) € R", prouver l'inégalité (Z xl> <n Y (x:)2.
i=1 i=1

0416-18

Exercice 135. On définit la fonction f : (z,y) — (2 + y,zy) de R? dans R?. Déterminer f(R?).

0608-18

Exercice 136. On considére les ensembles D = {(z,y) € R? ; 2y < 1} et A = {(z,y) € R* ; xy = 0}.
a. Représenter graphiquement ces ensembles. Sont-ils ouverts ? fermés ?

b. On définit une fonction f de D dans R en posant

In(1 — zy)
Yy

flz,y) = sizy #0,  f(r,y)=-1 sizy=0.

Montrer que la fonction f est de classe C*°.

1067-18

Exercice 137. Trouver les extrema sur R? de la fonction f : (r,y) = 23 + 3zy — 152 — 12y.

1167-18

Exercice 138. On pose D = [—1, 1] x R. On définit sur D la fonction f : (z,y) — 2% — /1 — 22 cos(y).
a. Exprimer les dérivées partielles de f en précisant un domaine de validité.
b. Préciser les points critiques de f.

c. Pour tout (z,y) € D, prouver la minoration f(z,y) — f(v/3/2,7) < 22 + V1 — 22 — 5/4. Etudier le signe du
majorant.

d. Etudier le signe de f(0,y) — 1.
e. Calculer un développement limité de = — f(z,7) — 1 a Pordre 2 en 0.
f. La fonction f admet-elle un extremum local au point (0,7) ?

g. Montrer que f admet un minimum global en (0, 0).

0329-18

Exercice 139. (***) Soit A € S,,(R). Soit B € R". On définit la fonction
1
f:Xn—>§XT~A-X—BT-X
de R™ dans R.

a. Montrer que la fonction f posséde un minimum si et seulement si les valeurs propres de A sont positives et B
appartient a I'image de A.

b. Exprimer le gradient de f.
c. On introduit C € S,,(R) et D € R". On leur associe la fonction
g:XH%XT~C~X—DT-X.
On suppose que f et g possedent un minimum. Montrer que la condition
VX eR", |[VFAX) = [[VgX)l

entraine f = g.
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Exercice 140. On considére la fonction f : (z,y) — zn(y) — yIn(z).
a. Préciser ’ensemble de définition de f.

b. Etudier Pexistence d’extrema de f et préciser leur nature.

1168-18

Exercice 141. Résoudre a—f — chg =
Ox oy

0 & Paide du changement de variables (u,v) = (z,ye® /2).

1140-17

Exercice 142. Soit g une fonction de classe C? sur ]0, +oo[. On lui associe la fonction

Y
f : (xay) Hg(f)a
x
définie sur Rx ]0, +o0l.
1. Résoudre I'équation différentielle (1 + %)y’ (¢) + 2ty(t) = 0.

2. Calculer les dérivées partielles d’ordre 2 de f.

3. Déterminer les choix de g pour lesquels Af = 0.

A014-18

0 g
Exercice 143. Résoudre sur R? 'équation aux dérivées partielles xa—f + 8—f =x+y.
Y x

On utilisera le changement de variables (z,y) = (u,v + u?/2).

0941-15

0640-17

Exercice 144. (**) Déterminer les fonctions f de classe C? sur |0, +o0[ telles que la fonction g : (x,y,2) — f ( ° )

soit harmonique sur |0, +-oc[3.

Y+ z

Dénombrement et probabilités‘

0429-18

Exercice 145. (***) On range n boules distinctes dans n boites. On note 7, la probabilité qu’exactement une boite

soit vide.

Exprimer 7, puis en trouver un équivalent quand n tend vers 4oc.

1122-18

Exercice 146. On tire cinq cartes d’un jeu de 32 cartes. Quelle est la probabilité d’avoir au moins une carte de chaque

couleur ?

0420-18

Exercice 147. On suppose que 40 hommes et 40 femmes défilent dans un ordre aléatoire. Montrer que la probabilité
de ne jamais avoir deux hommes ou deux femmes successivement est de l'ordre de 'inverse du nombre d’Avogadro.

0173-18

Exercice 148. (**) Dire d’une partie A de N qu’elle est fade signifie qu’il n’existe pas de triplet (z,y, z) d’éléments

de A tel que x +y = 2.

Déterminer le cardinal maximal d’une partie fade de [1,n].

Exercice 149. Peut-on truquer deux dés a 6 faces pour que leur somme suive une loi uniforme ?

A063-18

0422-18

Exercice 150. (***) Soient X¢ et Yo deux variables aléatoires indépendantes suivant une loi uniforme sur [1, 6].

Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes a valeurs dans [1, 6].

On suppose que X 4+ Y suit la méme loi que X + Y. Montrer que X et Y suivent une loi uniforme sur [1, 6].

0646-17

Exercice 151. (**) Pour ouvrir une serrure, on dispose de n clés. On les essaie successivement au hasard, sans remise.

Déterminer la loi du nombre de tentatives.
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Exercice 152. On considére une suite (X,,),>1 de variables aléatoires indépendantes de loi B(p). Pour tout n dans N*,
on pose S, = Xy + -+ X,,.

1. Donner la loi de S,,.
2. Dans quelle mesure peut-on dire que S,,/n est proche de p? (Puis : démontrer la loi faible des grands nombres.)

Soit ¢ € N. On lui associe la variable aléatoire

N, = Card{k e N* ; S <t}.
On remarque alors I'égalité [Ny = k] =[Sy, = t] N [Sk41 =]
3. Déterminer la loi de N;.

4. Déterminer la fonction génératrice de Ny.

Exercice 153. On téléphone a n personnes. Chaque personne a une probabilité p de répondre a ’appel. On note X,
le nombre de personnes qui répondent a ce premier appel.

On effectue ensuite une deuxieme vague d’appel a destination des personnes qui n’ont pas répondu la premiere
fois. On note X5 le nombre de personnes qui répondent au deuxieme appel.

On répete le processus jusqu’a ce que tout le monde ait répondu. Pour tout j dans [1,n], on note Y; le numéro de
I’appel auquel la j-ieme personne a répondu. On note N le nombre total de vagues d’appels.

1. Les variables aléatoires X; et Xy sont-elles indépendantes 7
2. Donner la loi de Y.
3. Déterminer les lois de X et Xs.

4. (***) Calculer 'espérance de N.

Exercice 154. On lance deux dés équilibrés. Les résultats sont notés X; et Xs. Le plus petit des deux est noté X. Le
plus grand est noté Y.

1. Déterminer la loi de X et son espérance.
2. En déduire l'espérance de Y (on considérera X +7Y).

3. Simplifier X x Y et en déduire la covariance de (X,Y).

Exercice 155. (**) Soient a et b dans ]0, +oo[ avec a + b = 1.

2
a. Montrer que la série > < n> a™b™ converge sauf si (a,b) = (1/2,1/2).
n

On se déplace sur les points a coordonnées entieres d’'un axe. On est initialement en 0. A un instant donné, la
probabilité d’aller a droite vaut a et la probabilité d’aller a gauche vaut b. On note r, la probabilité d’étre en 0 a
I'instant n. On note p,, la probabilité d’étre de retour en 0 pour la premiere fois a I'instant n.

+oo +oo
On pose R(t) = > rpt™ et P(t) = > pnt™.
n=0 n=1
b. Montrer que les fonctions R et P sont définie sur | —1,1][.

c. Pour tout t €] — 1, 1|, justifier I'égalité R(¢) = 1 + R(¢)P(¢).

d. On note A ’événement < On revient au moins une fois en 0. ». Montrer que P(A) vaut 1 si, et seulement si, on
est dans le cas (a,b) = (1/2,1/2).
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Exercice 156. On considére une piece dont la probabilité de faire pile est notée p.
On lance cette piece n fois. Quelle est la probabilité que face n’ait jamais été suivi de pile?

Question subsidiaire. Interpréter ce résultat dans le cas p = 1/2.

Exercice 157. Soit X une variable aléatoire telle que X(2) = N*. On suppose qu’il existe k dans ]0, 1] tel que
VneN* PX=n)=kxP(X>n).

Déterminer la loi de X.

Exercice 158. Soit p €]0,1[. Dire qu'une variable aléatoire X suit la loi GN(p) signifie que
X(Q)=N e VkeN, PX=k)=pd",
ou l'on a posé ¢ =1 —p.

1. Soit X une variable aléatoire de loi GN(p). On pose S = X + 1. Reconnaitre la loi de S. En déduire ’espérance
de X.

2. Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes de loi GN(p). On pose Z = min(X,Y).
Pour tout n € N, montrer I'égalité P(X > n) = ¢". En déduire la valeur de P(Z > n).

3. Déterminer la loi de Z et calculer son espérance.

On lance une piece dont une probabilité de faire Pile vaut p. Pour tout entier ¢, on note F; I’événement < On
obtient Face au i-ieme lancer. >.

On note T la variable aléatoire qui donne le nombre de Face avant le premier Pile.
4. Pour tout k € N, exprimer ’événement (T = k) en fonction des F;.
5. Déterminer la loi de T et son espérance.

6. On reprend les variables aléatoires X,Y,Z de la question 2 et on pose D = |[X —Y].
Pour tout k € N, déterminer la loi conditionnelle de D sachant (Z = k). En déduire la loi de D.

Exercice 159. Soit p €]0,1[. On pose ¢ = 1 — p. On considére deux variables aléatoires X; et Xy indépendantes de

loi G(p).

1. Soit n € N. Décomposer I’événement [X; — Xy = n| comme réunion disjointe d’événements, de maniere a calculer
sa probabilité.

2. Soit n € Z. Montrer I'égalité P(X; — Xo = n) = P(X3 — X; = n). En déduire la loi de X; — Xo.

3. On suppose que X; et X5 représentent le temps d’attente a deux guichets de gare distincts. Comment interpréter
Iévénement [X; — Xg > 0] ?

Exercice 160. Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes de lois respectives G(p1) et G(pz2). Déterminer
la loi de Z = min(X,Y).

Exercice 161. Le nombre X de clients qui entrent dans une boutique une journée donnée suit une loi de Poisson de
parametre A > 0. Chaque client achéte un article avec une probabilité p €]0,1[ ou aucun article. Déterminer la loi
de Y, le nombre d’articles achetés au cours d’une journée.

Exercice 162. Soient X et Y deux variables aléatoires strictement positives, indépendantes, de méme loi.

Montrer l'inégalité E(X/Y) > 1.

1
Exercice 163. Soit X une variable aléatoire strictement positive. Prouver 'inégalité E (X + X) > 2.
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n—1
Exercice 164. (**) Pour tout n € N*, on pose a, = > (e?/™ —1).
k=0

Pour tout n € N*, on consideére une variable aléatoire X,, dont la loi est donnée par

k:/n_1
Xn(Q):{i;ke[[O,n—lﬂ}7 Vk € [0,n — 1], P(Xn:k) S

n

Qp

a. Trouver un équivalent de a,, quand n tend vers +oc.
b. On note F,, la fonction de répartition de X,,. Exprimer F,,(x) pour tout z réel.

c. Montrer que la suite de fonctions (F,),>1 converge simplement sur R vers une fonction f continue, a exprimer
explicitement.

d. Montrer que la convergence est uniforme.

Exercice 165. (***) Pour tout A > 0, on se donne des variables aléatoires Ay, By, Cy indépendantes de loi P(\).
a. Pour tout € > 0, montrer que P(JAx — A| > €A) tend vers 0 lorsque A tend vers +oo.

b. Déterminer la limite quand A tend vers +occ de la probabilité de I'événement <« Le polynéme Ay X2 +ByX + Cy
a toutes ses racines réelles. >.

Arctan(zyz) =

Exercice 166. On définit la fonction f : (z,y,2) — TryeE 8 sur R3.

Déterminer une équation du plan tangent en (1,1,1) & la surface d’équation cartésienne f(x,y,z) = 0.

Exercice 167. Soit p > 0. On considere la parabole P d’équation y? = 2px. Le point F = (p/2,0) est le foyer de
cette parabole. La droite d’équation z = —p/2 est la directrice de cette parabole, notée D.

a. Montrer que la parabole P est ’ensemble des points du plan équidistants de F et de D.

b. Soit M un point de la parabole P. Montrer que la tangente & P au point M est la médiatrice du segment [HF],
ou H est le projeté orthogonal du point M sur la droite D.

Exercice 168. Représenter rapidement la courbe paramétrée par z(t) = 3t2 et y(t) = 2t3.
Etant donné deux parametres ¢ et u, déterminer une équation de la tangente au point de parametre ¢ et de la
normale au point de parametre u. Dans quels cas ces deux droites sont-elles confondues ?

Exercice 169. On définit I'ensemble D = {(z,y) € R? ; y? = 2% — 2z}.
a. Tracer I'ensemble D.

b. Soient A et B deux points distincts de D d’abscisses négatives. Discuter le nombre de points d’intersection entre
la droite (AB) et ’ensemble D.

Exercice 170. Dans R®, on considére les points A = (—1,0,1) et B = (3,1,0), ainsi que les vecteurs 7 = (2,1,0)
et 7= (1,1,1).

a. Donner une représentation paramétrique de la droite D passant par A et dirigée par @. Idem pour la droite A
passant par B et dirigée par .

b. Montrer qu’il existe une valeur minimale de la distance MN lorsque M est un point qui parcourt la droite D
et N est un point qui parcourt la droite A. On déterminera cette distance.
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Exercices de piste noire en vrac‘

0145-18
Exercice 171. (***) Soit E un R-espace vectoriel. Soit X une partie convexe de E. Soit v € X. Dire que u est un

point extrémal de X signifie que X \ {u} est convexe.
a. Déterminer les points extrémaux de la boule unité fermée de R? pour la norme euclidienne.
b. Méme question pour la norme || ||; définie par ||z||; = |z1| + |z2]|.
c. Montrer que u est un point extrémal de X si et seulement si u n’est pas le milieu de deux points de X \ {u}.
d. On note B la boule unité fermée d’un espace euclidien E. On munit £(E) de la norme ||| ||| définie par
]| = sup [[u()]].
zeB

On note X la boule unité fermée de L(E) pour cette norme. Montrer que I'ensemble des points extrémaux de X
est le groupe orthogonal O(E).

On admettra que pour toute matrice M de M, (R), il existe (O, S) € O, (R) x S, (R) tel que M = OS.

0148-18
Exercice 172. (***) Soit (ay),>1 une suite réelle & termes strictement positifs.

4 n 2
a. Pour tout n € N*, prouver la majoration < —
P ! a1+~~-+an\ (TL+1)2 Zlak

1
b. On suppose que la série Y — est convergente.
n>10n

n
Montrer que la série Y, ————————— est convergente et qu’il existe une constante K telle que
n>101+ -+ ap

“+oo n +001
E —— <K —,
a1+...a

n=1 n k=1 Ak

cette constante étant indépendante de la suite (ap)n>1-

c. Montrer que la constante K = 2 est optimale.

0170-18
Exercice 173. (***) On fixe s € C. Soit (an)n>1 une suite complexe. Pour tout n € N*, on pose A, = a1+ -+ ay,.

n A, 1 1
a. Pour tout entier n > 2, prouver 1’égalité P k—k o + Z Ay (k:s — M)

b. Dans cette question, on suppose qu'il existe a > 0 tel que A,, = O(n%) et Re(s) > a.
Montrer alors que la série > n~%a, est convergente.

c. On suppose maintenant que les a,, sont des variables aléatoires indépendantes de loi uniforme sur {—1,+1}.
Pour tout 2 > 0 et tout A > 0, prouver la majoration P(|A,,| > z) < 2e7* E(e*n).

d. Pour tout a € R, prouver la majoration ch(a) < /2. En déduire la majoration P(|A,| 2 x) < 262"/ (2n)

0195-18

Exercice 174. (***) On munit R™ de son produit scalaire canonique. Soient f € C*(R™,R) et x € C'(R* R).
a. Pour tout (a,b) € R? tel que 0 < a < b, montrer I'inégalité

1 b
[/ (z(b)) = f(z(a))] < 5/ (I @) + IV f(z())[]*) du

b. Cas d’égalité.
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Exercice 175. (***) Pour tout couple (A, B) de matrices de M3(C), on pose [A,B] = AB — BA.

Pour tout triplet (X,Y,Z) de matrices de Mz (C), prouver I'égalité [[X,Y]?,Z] = 0.

Exercice 176. (***) Soit A € M,,(C). On pose M = (2 IS)

a. Montrer que \ est une valeur propre de M si et seulement si A est une valeur propre de A.

b. Trouver une condition nécessaire et suffisante sur A pour que la matrice M soit diagonalisable.

Exercice 177. (***) Soient (ay),,cy et (bn)
tivement « et 5.

nen deux suites réelles convergentes, dont les limites sont notées respec-

1 n
Pour tout n € N, on pose ¢, = ] kgo arpbn_p.

Etudier la convergence de la suite (€n)nen-

Exercice 178. (***) Soit f une fonction continue sur [0, +o00[, & valeurs positives. Soit £ > 0.
x
On suppose que f(z) x / f(t)? dt tend vers ¢ quand x tend vers +oc.
0

a. Si f admet une limite en 400, quelle est-elle 7
b. Trouver un exemple de fonction f vérifiant '’hypothese ci-dessus.

c. Dans le cas général, trouver un équivalent simple de f(z) quand z tend vers +oo.

Exercice 179. (***) On note S;' (R) I'ensemble des matrices symétriques positives de M,,(R).
a. Montrer que I'ensemble S, (R) est stable par addition et par produit par un réel positif.
b. Pour tout vecteur colonne u de R”, montrer que u - u' est un élément de S;"(R).

c. Soit M une matrice de S, (R). Montrer que M est symétrique positive si et seulement si ses valeurs propres sont
positives.

d. Soient A et B deux matrices de S;"(R). On note A ® B leur produit de Hadamard, c’est-a-dire la matrice
de M,,(R) de coefficients a;_;b; ;.
Montrer que A ® B est un élément de S, (R).

e. Soit (uq,...,uy) une famille de n vecteurs colonnes de R". Soit ¢ > 0. Soit k € N.
On considere la matrice S de M, (R) de coefficients s; ; = (u] - u; + ¢)*. Montrer que cette matrice appartient
a ST(R).

Exercice 180. (***) Soit (u,,),cy- une suite réelle. Soit £ € R. Dire que la suite (u,,), cn- converge en moyenne

vers / signifie
n

1
— E ur — £.
n n—-+oo
k=1
a. Montrer que la convergence vers Y4 implique la convergence en moyenne vers /.

b. Montrer que toute suite périodique converge en moyenne.
c. Soit p € N. La convergence en moyenne de la suite (uy),>1 implique-t-elle celle de la suite ((un)?)n>1?

d. Trouver toutes les fonctions f : R — R telles que pour toute suite (un)n>1 qui converge en moyenne, la
suite (f(un))n>1 converge en moyenne.
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