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Recueil des oraux de mathématiques
PC* — lycée Henri Poincaré

Exercice 1. (CCP PC 2018, Bilal Ounejjar)
Soit r > 0. Soit f une fonction développable en série entiere sur | — r, r|.

Soit a > 0. On considere I’équation différentielle (E) suivante

, o« x
x T
Pour tout x €]0, [, on pose
1 o
To(f)@) = o [ ) du
0

o
1. Déterminer ’ensemble des solutions sur |0, +oo[ de I’équation différentielle y' + U= 0.

2. Pour tout z €0, r[, montrer I'existence de M, > 0 tel que
Vte[0,z], |f(t)] <M,.
En déduire que pour tout x > 0, la fonction u — u®~! f(u) est intégrable sur |0, z].
3. Montrer que la fonction T, (f) est solution de (E) sur |0, r[ puis résoudre (E) sur cet intervalle.

4. Montrer qu'il existe une suite (a,)nen telle que

+o0o
vaelo.rl Ta()(x) =Y —Zat,
n=0

5. Montrer que (E) admet une unique solution sur |0, r[ qui possede une limite finie en 0.

Exercice 2. (CCP PC 2018, Bilal Ounejjar)
Soit n € N*. On pose P = (X — 1)*"*! — 1.

1. Déterminer les racines du polynoéme P.

2n

k
2. En déduire une simplification du produit H cos ( T )
Py 2n+1

Exercice 3. (ENS PC 2018, Inconnu)
Soit P € O3(R). Combien de coefficients nuls P peut-elle avoir ?

Exercice 4. (Mines-Ponts PC, 2018, Arthur Jolimet)
Soit n € N*. On note A la matrice de coefficients

- J osii#j
W0 sii=j.

1. Soit A € R. Prouver I’équivalence

3
ol

A€ Sp(A) <= —— =0.
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2. En déduire que la matrice A est diagonalisable.

3. Calculer la somme des carrés des valeurs propres de A.

Exercice 5. (Mines-Ponts PC, 2018, Arthur Jolimet)
Soient P et Q deux polynomes réels non nuls.

P(z)
Q(x)

Exercice 6. (X-ESPCI PC 2018, Inconnu)
Soit M € OF (R). Montrer que M admet 1 pour valeur propre.

L’équation = e” peut-elle avoir une infinité de solutions ?

Exercice 7. (Mines-Ponts PC 2018, Inconnu)
+00 n
Trouver un équivalent de > e quand n tend vers +o0.
n=N T

Exercice 8. (Mines-Ponts PC 2018, Inconnu)
1
Déterminer inf {/ (t* —at* —bt —c)* dt ; (a,b,c) € ]Rg}.
0

Exercice 9. (Mines-Ponts PC 2018, Matthieu Chatelain)

. . o = x 4+ 2y + te
Résoudre le systeme dlfferentlel{ y = 8z + y + et

Exercice 10. (Mines-Ponts PC 2018, Matthieu Chatelain, Ariella Liberati)

Pour tout n € N* et tout = € [0, +00[, on pose f,(z) = ﬁ
r+n)y/n

1. Montrer que la série de fonctions ) f,, converge simplement sur [0, +o00.

2. Montrer que la série de fonctions ) f,, converge normalement sur tout segment inclus dans
[0, +o0].

3. Montrer que sa somme, notée f est continue sur [0, +00[. Montrer aussi qu’elle est de classe
ch.
4. Montrer que f tend vers +oo en +0o0. On pourra pour cela prouver la minoration

n

1
Vn e N*, Vz € [n,4+oo], f(x)=> Z —.
“—~2\/n

5. Montrer que f(z)/x tend vers 0 quand x tend vers +oc.

(Apparemment, il était attendu d’utiliser le théoreme de la double limite, qui n’est pas au pro-
gramme. )

Exercice 11. (X-ESPCI PC 2018, Virgile Rouffeteau)
Pour tout couple (P, Q) d’éléments de R,,[X], on pose

el - [ S

1. Montrer que cette intégrale existe et qu’on a défini ici un produit scalaire.
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2. Montrer 'existence d’une base orthonormale (P, ...,P,) de R,[X] pour ce produit scalaire
telle que pour chaque i € [0,n], la famille (P, ..., P;) soit une base de R;[X].

3. Soit i € [1,n]. Montrer que le polyndéme P; est scindé, a racines simples, et que toutes ses
racines sont dans [—1, 1].

Exercice 12. (Mines-Ponts PC 2018, Bilal Ounejjar)
Pour tout n € N*, on pose v, = Y In(k).
k=1

1. A laide d’intégrales, montrer que v,, est équivalent a nln(n) quand n tend vers +oo.

2. Pour tout n € N*, prouver 1’égalité

m("*{/m) —m(”n!) - nil (hl(n—i-l)—%znjln(k)).

. —1)"
3. Etudier la convergence de la série ) ( ~ )' .
n>1 n!

4. Démontrer la relation v, = nln(n) —n + o(n).

5. Etudier la convergence de la série de terme général 1/%/n!.

Exercice 13. (Mines-Ponts PC 2018, Bilal Ounejjar)

On fixe @ € R. Pour tout n € N*, on pose A, = ( 1 —oz/n)'
a/n 1

1. La matrice A,, est-elle diagonalisable dans Ms(R)? dans My(C)? Déterminer ses éléments
propres.

2. On pose z, = 1 +ia/n et u, = (2,)".
a. Montrer que z, possede un argument ¢,, dans | — 7, 7[.
b. Trouver un équivalent de 6,, quand n tend vers +o0.
c. Déterminer la limite de u,, quand n tend vers 4o0.

3. Etudier la convergence de la suite de matrices (A7),>1. Interprétation géométrique.

Exercice 14. (CCP PC 2018, Arthur Jolimet)

1
Pour tout n € N, on pose u,, = / " sin(rz) dz.
0

, . ;. N n
1. Déterminer le rayon de convergence de la série entiere ) &5
2. Montrer que la série Y (—1)"u,, converge.

! sin(7x)
1+z

N
3. Pour tout N € N, obtenir une relation de la forme ) (—1)"u, = / dr — vy en
n=0 0

précisant ’expression de vy.

+oo 1
4. En déduire 'égalité Y (—1)"u, = / sin(rz)
n=0 0 1+2



Lycée Henri Poincaré — PC" — mathématiques — recueil des exercices oraux — été 2018 4

5. Trouver deux constantes a et b telles que

VneN, uppo=a+bn+2)(n+1)u,.

+o00
6. Déterminer I'ensemble de définition de la fonction f:z — > u, 2™,
n=0

Exercice 15. (CCP PC 2018, Arthur Jolimet)
Soit § € R. On pose z = €V,

1. Exprimer |1 + z| en fonction de 6.

2. Montrer que |1+ z| > 1 ou |1+ 2% > 1.

Exercice 16. (ENS PC 2018, Inconnu)
Soit P un polynome réel scindé sur R.

1. Montrer que tous les coefficients de P sont de méme signe si, et seulement si, toutes ses racines
sont négatives.

2. Soit Y une variable aléatoire a valeurs dans [0, n]]. On suppose que sa fonction génératrice Gy,
qui est un polynome, est scindée sur R.

Montrer que Y suit la méme loi qu’une somme de n variables aléatoires indépendantes de Bernoulli
(par forcément toutes de méme loi).

Exercice 17. (ENS PC 2018, Inconnu)
Soit A = (a;;)1<i j<n Une matrice symétrique de M,,(R). On fait les hypotheses suivantes.

(i) Les a;; valent tous 0 ou 1.

(ii) Les a;; valent tous 0.

(iii) 11 existe k € [1,n] tel que chaque colonne contienne exactement k coefficients égaux a 1.

(iv) Pour tout couple (7, j) d’indices distincts entre 1 et n, il existe un unique indice £ tel que a;
et ay; soient tous deux égaux a 1.

1. Déterminer le spectre de la matrice AZ.

2. Montrer I'égalité n = k* — k + 1.

Exercice 18. (CCP PC 2018, Inconnu)
On définit une suite réelle (u,), .y en prenant ug dans | — 1,0[ et en appliquant la relation de
récurrence
VneN, Uy =u,+ ui

1. On définit la fonction f : x — x + 22 Etudier les variations de f. En déduire que 'intervalle
| — 1,0[ est stable par f.

2. Montrer que tous les termes de la suite (u,), .y sont dans | —1,0[ et en déduire que cette suite
converge. Préciser sa limite.

3. Déterminer la nature de la série Y u2. Exprimer sa somme en fonction de wuq.
4. Déterminer le rayon de convergence de la série entiere »  u,z".

5. Etudier la convergence de la série 3°(—1)"u,,.
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6. On pose a, = (uy) " — (tun41) . Montrer que la suite (a,), oy converge et préciser sa limite,
notée L pour le reste de cet énoncé.

7. On admet que %(al + -+ a,) tend vers L quand n tend vers +oo. En déduire un équivalent
de u,,.

8. En déduire la nature de la série ) u,,.

Exercice 19. (CCP PC 2018, Inconnu)
On définit la fonction f: (z,y) — 2 + 3> — 3zy.

Etudier les points critiques de f puis ses extremums éventuels.

Exercice 20. (CCP PC 2018, Inconnu)
Soit E un espace euclidien de dimension au moins 2. Soient a et b deux vecteurs de E orthogonaux
entre eux. On définit
¢ x— x+ (a]z)a + (b]z)b.

1. Montrer que ¢ est un endomorphisme symétrique de E.

2. On suppose que E est de dimension 3. On se donne une base orthonormée £ = (eq, ey, €3) telle
que a € Vect(e) et b € Vect(es).
Ecrire la matrice de ¢ relativement a la base £, matrice notée M.

3. Préciser les éléments propres de . Déterminer une matrice P de O3(R) et une matrice diagonale
D telles que P~'MP = D.

4. Généraliser cette étude au cas ou E est de dimension n quelconque.

Exercice 21. (CCP PC 2018, Inconnu)

L. N sin®(nf)
Rayon de convergence et somme de la série entiere ) ————=a™.

n>0 n‘

Exercice 22. (Centrale PC 2018, Inconnu)
On considere I'équation différentielle (E) : ty/ —y =1 — €.

1. Résoudre cette équation différentielle sur |0, 00| et sur | — oo, 0.

2. Peut-on prolonger par continuité ces solutions sur R ? Le cas échéant, les fonctions prolongées
sont-elles dérivables en 07

3. Trouver des équivalents des solutions de (E) en 0, en +00 et en —oo.

Exercice 23. (Mines-Ponts PC 2018, Inconnu)

Deux joueurs de football tirent des penaltys a tour de role. Le joueur 1 marque un but avec une
probabilité p;. Le joueur 2 marque un but avec une probabilité p,. On suppose que les résultats des
tirs sont indépendants. Le premier joueur a marquer un but gagne le match.

1. Calculer la probabilité que le joueur 1 gagne.
2. Montrer que le jeu s’arréte presque stirement.

3. Pour quelles valeurs de p; peut-on choisir ps de maniere a avoir un jeu équitable ?

Exercice 24. (Mines-Ponts PC 2018, Inconnu)
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0 0 1
: : 2
On fixe un entier n > 3 et on définit la matrice A = : : : de M, (R).
0 - n- 0 n—1
1 2 .- n-1 n

Déterminer le polynome caractéristique de A et préciser ses éléments propres.

Exercice 25. (Mines-Ponts PC 2018, Inconnu)
On définit une suite de fonctions (uy,), o sur [0, 1] en posant ug(x) = 1 puis

WneN, Vaelo ], unﬂ(x):/ un(t — 12) dt.
0

1. Montrer qu’on définit bien ainsi une suite de fonctions continues.

ZETH_l
2. Pour tout n € N et tout = € [0, 1], prouver I'encadrement 0 < u,41(z) — up(x) < CESk
n !
3. Montrer que la suite de fonctions (uy),, . converge simplement sur [0, 1]. La fonction limite est
notée wu.

4. Montrer que la convergence est uniforme. Montrer aussi que la fonction v n’est pas la fonction
nulle.

Exercice 26. (Mines-Ponts PC 2018, Inconnu)
On note F I'ensemble des suites réelles (u,), oy vérifiant la relation de récurrence

VneN, Upiz=Upio+ Uy.
1. Montrer que F est un sous-espace vectoriel de RY de dimension finie et préciser sa dimension.

2. Pour tout entier p > 3, on note v, le nombre de parties A de [0, p] telles que I’écart entre deux
éléments quelconques de A soit supérieur ou égal a 3.
Montrer que la suite (v,43)nen €st un élément de F.

Exercice 27. (Mines-Ponts PC 2018, Inconnu)
Pour tout n € N*, on note p, le nombre de chiffres dans ’écriture décimale de n. Nature de la
série de terme général 10 — n'/Pr.

Exercice 28. (CCP PC 2018, Romain André)

Soit @ € R. On définit la matrice A = (:clL g)

1. Pour quelles valeurs de a la famille A, A? est-elle lie ?

2. Pour quelles valeurs de a la matrice A est-elle diagonalisable ?

Exercice 29. (Centrale PC 2018, Inconnu)
Soit E un C-espace vectoriel de dimension finie. Soient f et g deux endomorphismes de E. Soient
a et # deux nombres complexes. On fait I’hypothese

fog—gof=af+pg.

Montrer que f et g ont un vecteur propre en commun.
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On commencera par le cas particulier (o, 8) = (0,0) puis 8 = 0.

Exercice 30. (TPE-EIVP PC 2018, Inconnu)
Soit A une matrice antisymétrique de M, (R). Montrer que la matrice A + I,, est inversible.

Exercice 31. (TPE-EIVP PC 2018, Inconnu)

1
Pour tout n € N, on pose u,, = Arctan | — |.
P <n2 + 30+ 3)

Montrer que la série ) w, converge et calculer sa somme.
n=0

Indication : n? +3n+3 =1+ (n+1)(n +2).

Exercice 32. (TPE-EIVP PC 2018, Inconnu)

+oo dt +0oo t2
O 1= t J = dt.
n pose /0 1+t4e /0 1—|—t4

1. En utilisant le changement de variable v = 1/t, prouver 'égalité I = J.

2. A Taide de la relation I = (I + J)/2 et du changement de variable z = ¢ — 1/¢, calculer L.

Exercice 33. (TPE-EIVP PC 2018, Inconnu)
On note E = M,,(R). Pour tout couple (M, N) d’éléments de E, on pose ®(M,N) = tr(M - N).

1. Montrer que ® est un produit scalaire sur E. On note || || la norme associée.
2. Pour tout couple (M, N) d’éléments de E, prouver I'inégalité || MN|| < ||M]] ||N]|.

3. Donner une idée de la démonstration de 'inégalité de Cauchy-Schwarz.

Exercice 34. (CCP PC 2018, Inconnu)
On définit sur | — 0o, 0[ la fonction g : x — zexp(l/z) + exp(x).

On définit sur R? la fonction f : (z,%) — zexp(y) + yexp(z).

1. Montrer que g est strictement croissante et calculer g(—1).

2. Montrer que si (xg,yo) est un point critique de g, alors xy < 0 et zoyp = 1 et g(xg) = 0.
3. Déterminer les points critiques de f.

4. Soit a € R. Déterminer le développement limité a 'ordre 2 en 0 de la fonction z — f(—1+
ar,—1+x).

5. Montrer que f n’admet pas d’extremum local.

6. On note D = [—1,1]%. Justifier que f admet un maximum et un minimum sur D. Déterminer
leurs valeurs.

Exercice 35. (CCP PC 2018, Inconnu)
Soit p € N. Soit E un R-espace vectoriel de dimension 2p + 1. Soit f un endomorphisme de E.

1. Soit A une éventuelle valeur propre de f. Soit x un vecteur propre associé. Soit n € N. Exprimer

[ ().
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2. Justifier que f possede au moins une valeur propre.

3. On fait I'hypothese f2 — 2+ f — Idg = 0. Déterminer les valeurs propres de f.

Exercice 36. (CCP PC 2018, Zoé Marmier)
Dire d’une fonction g : R*> — R qu’elle est harmonique signifie qu’elle est de classe C? et qu’elle

vérifie 'identité
&g 0%

@‘i‘a—yzzo.

1 b
1. Trouver a et b dans R vérifiant l'identité S + )
1—¢ 1+t 1—t¢

2. Résoudre I'équation différentielle (1 — t2)y”(t) — 2ty'(t) = 0 sur | — 1, 1[.
Soit f € C*(R,R). Soit g € C*(R* R). On pose F = fog.

’F ’F
3. Exprimer (9_ et 8_

ox? — 0y?’

4. On suppose que f” ne s’annule pas sur R. Montrer que F est harmonique si, et seulement si,
la fonction g est constante.

5. Soit h € C?(R,R). On définit G : (z,y) — h(cos(z)/ch(y)) sur R?.

Déterminer les choix de h pour lesquels la fonction G est harmonique.

Exercice 37. (CCP PC 2018, Inconnu)
Soit (un ),y une suite réelle.

p 2p
1. Pour tout p € N*, prouver I'égalité > (ug1 — uz) = > (—1)*tuy.
i=1 k=1

i 5 (D"
2. Montrer que la série

i1 Vk

3. Pour tout couple (n,p) d’entiers strictement positifs, prouver ’égalité

n+2p p
(_]‘>k _ (_1\n+l 1 _ 1
Z Vk = (=1 Z(\/n—i-Qk—l \/n+2k>'

k=n+1 k=1

est convergente.

Qu’obtient-on en faisant tendre p vers +oo?

4. Pour tout n € N* on définit la fonction g, :  +— 1/v/n + x sur [0, +-o00].
Montrer que la fonction g, est de classe C? et que ¢/, est croissante.

5. A Daide des accroissements finis, montrer I'inégalité g, (2¢) — gn(20 — 1) < gn(20+ 1) — g (20).

6. On pose R +ZOO (=1
. On pose R,, = =
k=n+1 \/E

a. Montrer que la suite (|R,|)nen est décroissante.

b. En déduire la nature de la série > R,,.



Lycée Henri Poincaré — PC" — mathématiques — recueil des exercices oraux — été 2018 9

7. Déterminer la nature de la série ) |R,,|.

Exercice 38. (CCP PC 2018, Inconnu)

y) soit diagonalisable

On considere 'ensemble E des couples (z,y) de R? tels que la matrice (i 1

dans My (R).
1. Déterminer une condition nécessaire et suffisante sur (z,y) traduisant ’appartenance a E.

2. En déduire que E est un ouvert de R?.

Exercice 39. (X-ESPCI PC 2018, Inconnu)
Trouver toutes les fonctions f : R — R continues telles que

fam)
on

Vo e0,1], flz)=>

Exercice 40. (CCP PC 2018, Inconnu)
On note V I'ensemble des suites complexes (vy), oy Vérifiant la relation de récurrence

VneN, v,13=Un0+ Up.
1. Montrer que V est un sous-espace vectoriel de C.
2. Montrer que P possede une unique racine réelle, notée b.
3. Montrer qu’il existe z € C\ R tel que P = (X — 0)(X — 2)(X — 2).
4. On définit de V dans C? 'application @ : (v,),, o + (vo, 1, v2).

Montrer que ® est un isomorphisme. En déduire que V est de dimension finie et préciser sa
dimension.

Un
5. Soit (vp),,cn un élément de V. Pour tout n € N, on pose W, = | v
Un+2

Donner une matrice A vérifiant l'identité W, ,; = A x W,,.

6. La matrice A est-elle diagonalisable 7 En déduire la forme générale des éléments de V.

Exercice 41. (Mines-Ponts PC 2018, Inconnu)

Soit E un C-espace vectoriel de dimension finie. Soient u et v deux endomorphismes de E. On
suppose que u et v commutent. On suppose également que v est nilpotent, ce qui signifie qu’il existe
k € N* tel que v* soit I’endomorphisme nul de E.

1. Montrer que u + v est bijectif si, et seulement si, ’endomorphisme u est inversible.

2. Montrer I'égalité dét(u + v) = dét(u).

Exercice 42. (Mines-Ponts PC 2018, Inconnu)
1

Pour tout n € N, on pose I,, = / z" tan(z) dx.
0
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1. Montrer que la suite (I,,),,cy converge et préciser sa limite, notée a.

2. Déterminer un équivalent de I,, — a quand n tend vers +oo.

Exercice 43. (CCP PC 2018, Mehdi Chouta)
Dire d'une suite réelle (uy), .y qu’elle est conveze signifie qu’elle vérifie la relation

Vn e N*,  2u, < Uppq + Up.
On considere une suite réelle u = (u,), oy et on définit la suite v de terme général v,, = Up41 — Up.
1. Montrer que la suite u est convexe si, et seulement si, la suite v est croissante.
2. Montrer que la suite de terme général n? est convexe.

3. Montrer que les suites u convexes telles que —u soit convexe sont les suites arithmétiques.
L’ensemble des suites convexes est-il un sous-espace vectoriel de RN ?

4. On suppose que la suite u est convexe et bornée. Montrer que la suite v est convergente. On
note L sa limite.

On suppose que L > 0. Montrer qu’il existe un entier ng tel que

L

Vn = ng,  Up = Up, + §(n —ng).
En déduire une contradiction. Conclure que L vaut 0.
En déduire enfin que la suite u est monotone puis qu’elle converge.
5. Soit « € [2,+00[. On définit la fonction g : x +— (z + 1) — 2 sur [0, +oo[. On fait 'hypothese
Vne N, g(n)—gn—1)=>2.

Montrer que la suite de terme général [n®] est convexe.

Exercice 44. (CCP PC 2018, Mehdi Chouta)

Soit A une matrice de O,,(R). On suppose que 1 n’est pas une valeur propre de A.

I, + A+ + AP
p+1 '

Pour tout p € N, on pose A, =

I, — Art?

1. Pour tout p € N, prouver la relation (I, — A)A, = 1
p

2. Montrer que la suite (A,),en converge vers la matrice nulle de M,,(R).

Exercice 45. (ENS PC 2018, Matthieu Chatelain)
On considere ’équation différentielle ¢/ (z) — y(z) = 1/ sur l'intervalle 0, +o00].

Montrer qu’il existe exactement une solution de limite nulle en +o0.

Exercice 46. (Mines-Télécom PC 2018, Morgane Séverin)

On considere la série entiere > p2ntl

n>0 3’[’L+ 2

1. Déterminer son rayon de convergence.
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2. On note S la somme de cette série entiere. Pour tout 2 > 0, exprimer /zS((z/2)%?) et en
déduire une expression de la fonction S a ’aide de fonctions usuelles.

Exercice 47. (Mines-Télécom PC 2018, Morgane Sévérin)
Pour tout suite réelle u, on définit la suite réelle ®(u) de terme général

n+1

@@ = —— > u.

1. Montrer que ® est un endomorphisme de RY.

2. Trouver les valeurs propres de ® et les espaces propres associés.

Exercice 48. (Mines-Ponts PC 2018, Mehdi Chouta)
Soit A une matrice antisymétrique de M,,(R).

1. Montrer que A — I, et A +I,, sont inversibles.
2. On pose B = (A —1,)(A + I,)~'. Montrer que cette matrice est orthogonale.

3. Soit U une matrice de O, (R) qui n’admet pas 1 pour valeur propre. Montrer qu’il existe une
matrice C antisymétrique telle que

U=(C+1,)(C—1,)""

Exercice 49. (Mines-Ponts PC 2018, Mehdi Chouta)

2n—1 1
Pour tout n € N*, on pose a,, = )
our to p kgn 1

1. On considere deux suites réelles positives (un), oy €t (Vp),cn- On suppose que u, est équivalent
a v, quand n tend vers +o0o et que la série ) u,, est convergente.

+00 +oo
Montrer que ) uy est équivalent a ) v, quand n tend vers +oo.
k=n k=n

2. Montrer que la suite (a,),>1 est convergente. Préciser la valeur de sa limite, notée ¢.

3. Trouver un équivalent simple de u,, — ¢ quand n tend vers +o0.

Exercice 50. (CCP PC 2018, Emma André)

/2 s ¢
Pour tout x réel, on pose F(z) = / We_” dt.
0
1. Pour tout ¢ € [0, 7/2], prouver la majoration sin(t) < t.

2. Pour tout z réel, justifier I'existence de F(z). Prouver de plus la majoration

1 —e ™2

Vo >0, |F(x)

<
x

En déduire la limite de F en +o0.

3. Montrer que la fonction F est de classe C! sur R.
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4. Exprimer la dérivée de F sur R. En déduire que la fonction F est développable en série entiere
sur | —1,1].

5. Pour tout ¢t € [0, 7/2], montrer la minoration sin(t) > 2t/x.
En déduire que la fonction z — xF(z) est bornée sur R.

Exercice 51. (CCP PC 2018, Emma André)
Soit A € M,,(R). On fait 'hypothese A - A - A =1,.

1. Montrer que la matrice A est inversible et que A~! est symétrique.

2. Montrer que la matrice A est diagonalisable et trouver ses valeurs propres.

Exercice 52. (CCP PC 2018, Emile Brighi)
Dans ce probléeme, on étudie les polynomes réels P tels que P(Z) C Z.

1. Pour tout n € Z, prouver que n(n+ 1)/2 est un entier. En déduire qu’il existe un polynéme P
tel que P(Z) C Z qui ne soit pas dans Z[X].

X(X 1) (X —k+1)

2. On pose Hy =1et H, = I

pour tout k € N*.

a. Calculer Hy(X + 1) — Hp(X).
b. Montrer que la famille (Hy, ..., Hy) est une base de R;[X].
3. Pour tout k € N et tout n € Z, calculer Hi(n) et vérifier que ce nombre est entier.

4. Pour tout k € N et tout n € N, prouver 1’égalité
Hipi(n+1) = > Hi(d).
i=0

5. A compléter.

Exercice 53. (CCP PC 2018, Emile Brighi)

oo dt
Pour tout n € N*, on pose I,, = / —_.
o (1"

1. Justifier l'existence de ces intégrales et déterminer la limite de la suite (I,,),>1.

2. Nature de la série > I,,.

n=1

Exercice 54. (X-EPSCI PC 2018, Bilal Ounejjar)
On considere 'ensemble E, = {A € M, (R); xa =X —az1) X - x (X —apn)}

1. L’ensemble E,, est-il un sous-espace vectoriel de M,,(R)?
2. L’ensemble E,, est-il fermé dans M, (R)?
3. Est-il ouvert ?

4. Déterminer la dimension maximale d'un sous-espace vectoriel de M,,(R) inclus dans E,,.
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Exercice 55. (CCP PC 2018, Inconnu)
sin(zt)
t

et dt.

+o0
Pour tout x réel convenable, on pose f(z) = /
0

+0oo
1. Pour tout x réel, montrer 'existence de / cos(zt)e" dt.
0

2. Trouver une constante K telle que

K
1422

+oo
Vr € R, / cos(xt)e™" dt =
0

3. Montrer que la fonction f est définie sur R puis montrer qu’elle est de classe C! et exprimer
sa dérivée. En déduire une expression de f.

sin(u)

+oo
4. Pour tout x > 0, prouver |'existence de / e~ du. Sa valeur est notée L(x).
0

u

sin(u)

du.

+0o0
5. On admet que la fonction L est continue en 0. En déduire la valeur de /
0 u

Exercice 56. (CCP PC 2018, Inconnu)
On considere le plan P de R* défini par les équations z —y + 2+t =0et x —y — 22 —t = 0.

Trouver une base orthonormale du plan P et déterminer la distance du vecteur u = (1,0, —1,0)
a ce plan.

Exercice 57. (CCP PC 2018, Inconnu)
On note E I'ensemble des suites réelles (z,,), oy telles que la série Y (zy)
I'application définie de RY qui & toute suite réelle (75),en @ssocie son premier terme .

2 converge. On note f

2 2

1. En développant (|a| — |b|)?, montrer I'inégalité > |abl.

2. Montrer que E est un sous-espace vectoriel de RY.
3. Montrer que f est une application linéaire de E dans R.

4. Etant donné deux éléments z = (Zn)pen €t ¥ = (Yn)pen de E, on pose

+o0
P(2,9) = Tnin-
n=0

Montrer que la fonction ¢ est bien définie sur E x E et que c’est un produit scalaire sur E.
On note || || la norme associée a ce produit scalaire.

5. Pour tout élément = de E, montrer que la suite (x,, + 2,11 )nen est aussi un élément de E. Cette
suite est notée g(x) et on a ainsi défini une application g de E vers E.

6. Montrer que 'application g est lipschitzienne pour la norme || ||.

Exercice 58. (CCP PC 2018, Inconnu)
On note M la matrice de Moy, 1(R) dont tous les coefficients sont nuls, sauf ceux de la (n+1)-ieme
ligne et de la (n + 1)-ieme colonne, qui valent 1.
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Montrer que M est diagonalisable puis trouver ses éléments propres.

Exercice 59. (Mines-Télécom PC 2018, Inconnu)

On considere deux urnes. La premiere contient deux boules blanches et trois boules noires. La
deuxieme contient quatre boules blanches et trois boules noires. On choisit I'une des deux urnes au
hasard et on réalise une suite de tirages avec remise selon le protocole suivant : si la boule tirée est
blanche, on fait le tirage suivant dans la premiere urne; si elle est noire, on fait le tirage suivant dans
la deuxieme urne.

Pour tout n dans N*, on note B,, ’événement < la boule blanche du n-ieme tirage est blanche > et
on note b, sa probabilité.

1. Calculer b;.
2. Exprimer b, en fonction de b,.

3. Exprimer b, en fonction de n.

Exercice 60. (Mines-Télécom PC 2018, Inconnu)
On définit une suite réelle (uy), o en posant ug = 1 puis

n
VneN, u, = E UpUyy— k-
k=0

N too
A Taide de la fonction f: x+— > w,z™, obtenir une expression de u,,.
n=0

Exercice 61. (CCP PC 2018, Inconnu)
On considere une fonction fy définie et continue de R dans R. On définit alors une suite (f5,), oy
de fonctions de R dans R par la relation

VneN, VreR, fou(z)= /9C fa(t) dt.
0

xn
1. Rappeler le rayon de convergence et la somme de la série entiere > —-
n>0 TV

2. Pour tout n € N, montrer que la fonction f,, est de classe C" sur R.

3. On admet la propriété suivante

n

Va>0, IK>0, Vre|[-aa, VneN, |f,(z)<K \x|' :
n!
+o00
a. Montrer que la fonction F : z +— > f,(x) est définie et de classe C' sur R.
n=1

b. Montrer 'égalité F' — F = fj.
c. En déduire une expression de F a ’aide d’'une intégrale.

4. Démontrer la propriété admise au début de la question 3.

Exercice 62. (CCP PC 2018, Inconnu)
On note classiquement j = e#7/3,
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1. Pour tout k € N, simplifier 'expression S, = 1 + j* + j?*.

2. Soit X une variable aléatoire suivant une loi de Poisson de parametre 1. On note Y le reste de
la division euclidienne de X par 3.

Que vaut P(Y = 0) ? Calculer E(Y).

Exercice 63. (CCP PC 2018, Inconnu)

/1 1
On considere la fonction f:x+— o X 4/ — — {—J
x x

1. Déterminer ’ensemble de définition de la fonction f.

2. Pour tout € R*, montrer la majoration |f(z)| < |z|. La fonction f est-elle prolongeable par
continuité en 07

3. Pour tout = € R*, on pose h(z) = f(z)/z. Existe-t-il a > 0 tel que h soit croissante sur |0, ] 7
o1 . ’ ’ o 2 _ 1
On pourra utiliser les suites de termes généraux x, = 3 e Un = -
4. Soit un entier k£ > 2. La fonction f est-elle continue en 1/k? Préciser ’ensemble des points ot
f est continue.

1
5. Calculer f(z) da.

1/2

Exercice 64. (CCP PC 2018, Inconnu)

Soient A1 et Ay deux nombres réels distincts. On pose A = (i\)l )\0 )
2

On définit 'endomorphisme ® : M — AM — MA de M;(R).

Déterminer les éléments propres de .

Exercice 65. (Mines-Ponts PC 2018, Inconnu)

oo <=
, 94 HA v 1
Démontrer 1'égalité /0 o2 ot dr = ; (Bn+2)%

Exercice 66. (CCP PC 2018, Inconnu)
On considere ’équation différentielle (E) suivante sur |0, +oo[

vy +xy —y=0.
1. Trouver « € R tel que la fonction h, :  — x® soit solution de (E) sur |0, +o0.
+oo -t

1t
e
2. Montrer que l'intégrale /1 = dt converge mais que l'intégrale /0 = dt diverge.

T —t
3. On pose G(z) = / et_Q dt. Etudier les variations de la fonction G sur |0, +o0].
1

4. On considere une fonction f deux fois dérivable sur |0, 400 et on définit la fonction s : = +—
zf(x).

Montrer que s est solution de (E) sur ]0, +00[ si, et seulement si, la fonction f” est solution sur
10, +00[ d’une certaine équation différentielle linéaire d’ordre 1, notée (E’).
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5. Résoudre (E') sur |0, +-00[ puis exprimer les solutions de (E) sur |0, +oo[ a Iaide de la fonction

G.

Exercice 67. (CCP PC 2018, Inconnu)
On munit M3(RR) de son produit scalaire canonique, donné par (M|N) = tr(™M - N).

.  (ch(z)—1 4 _ (ch(z)+1 3
Soit z € R. On pose A = ( 9 sh(x)) et B = < 6 —sh(z) )

1. Calculer (A|B).
2. Montrer que S3(R) et A3(R) sont supplémentaires et orthogonaux dans M (R).

3. Déterminer la distance de A a Sy(R).

Exercice 68. (CCP PC 2018, Inconnu)

o 1 0 --- 0
1 0 :
On considere la matrice A = | 0| de M, (R).
S
O --- 0 1 0

1. Pour tout A € R, prouver l'inégalité rg(A — AL,) > n — 1.

2. Que peut-on en déduire quant aux valeurs propres de la matrice A ?

Exercice 69. (Mines-Télécom PC 2018, Inconnu)
Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie. Soit B une base de E. Soit u un endomorphisme
de E. On note A la matrice représentation de u relativement a la base B.

1. Rappeler la définition de la diagonalisabilité d'un endomorphisme et la traduction matricielle
de cette définition.

2. On suppose que u est diagonalisable et qu’elle vérifie 1'égalité u* = Idg. Montrer que u est une
symétrie.

3. On suppose de plus que la trace de u vaut n — 2, ou n désigne la dimension de E. Quel
renseignement supplémentaire peut-on obtenir ?

Exercice 70. (X-ESPCI PC 2018, Inconnu)
On définit la suite de Fibonacci par

FO — O, Fl — 1, Vn 6 N, Fn+2 — Fn+1 + Fn

,
Montrer que pour tout entier p € N*| il existe une unique décomposition p = >  F; , les indices
k=1
1, étant supérieurs ou égaux a 2 et jamais consécutifs.

Exercice 71. (Mines-Télécom PC 2018, Inconnu)
0 sin(x) sin(2z)
Pour tout x € R, on considere la matrice A(x) = | sin(x) 0  sin(2x)
sin(2x) sin(x) 0

Etudier la diagonalisabilité de cette matrice.
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Exercice 72. (Mines-Télécom PC 2018, Inconnu)
On se place dans le plan R? muni d’un repere orthonormé (0,7, 5).

On considere n points Aq,..., A, du plan. Pour tout point M du plan, on pose
FM) =) MA?.
i=1

Etudier les éventuels extremums de la fonction f.

Exercice 73. (CCP PC 2018, Zoé Marmier)
Soit (a,b,c) € R? tel que a® + b + ¢ = 1. On définit la matrice

a’ ab ac
M= |ab b* bc
ac be

1. Montrer que la matrice M est de rang 1.
2. Montrer que M est diagonalisable et déterminer ses éléments propres.

3. Interprétation géométrique.

Exercice 74. (Centrale PC 2018, Romain André)

= (D
Pour tout n € N, on pose R, = >  ——.
k=n-+1 k

1. Justifier 'existence de R,,.

xn

1+z

1
2. Pour tout n € N, justifier I'égalité R,, = (—1)"*1/
0

—1 n+1 1
3. Obtenir le développement asymptotique R,, = % + O (—2)
n n

Exercice 75. (CCP PC 2018, Romain André)
On considere une suite réelle (uy), .y a termes strictement positifs. On suppose que la série de
terme général u,, est convergente et on pose

VneN, R,= )
k=n+1

Unp

On fixe o > 0 et pour tout n € N*, on pose v,, = ———.
(Rn—1>a

1. Dans cette question et la suivante, on prend u, = 1/2". Montrer l'existence de R,, et préciser
sa valeur.

2. Exprimer v, et étudier la nature de la série de terme général v, (et calculer sa somme en cas
de convergence).

3. On revient au cas général. Exprimer v,, en fonction de R,, et R,,_1.
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4. Dans cette question, on prend o« = 1. Montrer que la série de terme général v,, converge. On
fera apparaitre In(1 — v,,).
5. Dans cette question, on prend o > 1. Etudier la nature de la série de terme général v,.

6. Dans cette question, on prend o < 1. Etudier la nature de la série de terme général v,. On
utilisera [ " odt/e

Exercice 76. (CCP PC 2018, Ariella Liberati)
On considere 'ensemble

S = {(tn),eny ERY; VR EN, (N +2)tnto = (n+ 3)Ups1 — upn} -
1. Montrer que S est un sous-espace vectoriel de RY.

2. Soit (up),cy un élément de S. Pour tout n € N, on pose vy, = Un41 — Up.
Trouver une expression de v,. En déduire une expression de u,,.

3. Donner une base de S.

Exercice 77. (Mines-Ponts PC 2018, Ariella Liberati)

too el 1
d
Prouver 1'égalité g / r*(1 — x) dx—/ 1+$ :
0 0 x

n=0
= (-1
En déduire I'égalité ) A In(2).
k=1

Exercice 78. (Centrale PC 2018, Ariella Liberati)
Pour tout n € N*, on note (E,) I'équation 2™ + 2 = 1, d’inconnue x € [0, +o0|.

1. Pour tout n € N*, montrer que I’équation (E,) possede exactement une solution. Cette solution
est notée u,,.

2. Prouver que la suite (uy),, o est croissante, avec une limite inférieure ou égale a 1, puis montrer
que cette limite vaut 1.

3. Montrer que 1 — u,, est équivalent a quand n tend vers +o0.

Exercice 79. (Centrale PC 2018, Mehdi Chouta)
Soit w une fonction continue, & valeurs réelles strictement positive et intégrable sur |0, 1[. Pour
tout couple (P, Q) d’éléments de R[X], on pose

1
PlQ) = [ PO d
0
1. Montrer que ( | ) est un produit scalaire sur R[X].

2. Montrer qu’il existe une unique base orthogonale (Py,...,P,) de R,[X] telle que pour tout
k € [[0,n], le polynéme Py, soit unitaire et de degré k.

3. Montrer que les polynomes Pj, sont scindés, a racines simples.

4. Pour tout k € [1,n — 1], montrer I'existence de ag, b, ¢ réels tels que XPy = axPr_1 + bp Py +
CkPrgr.
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Exercice 80. (CCP PC 2018, Valentin Dalstein)
On fixe un entier n supérieur ou égal a 2.

1. Résoudre I'équation 2" — 1 = 0 d’inconnue z € C.

2. On pose M = . Montrer que M est diagonalisable dans M3(C).

— o O
o O =
O = O

Pour tout k& € N*, en déduire 1'égalité M3* = I;.

3. Soit (a,b,c) € C*. On pose U =

0 R
o 2 o
SIS

Montrer que U est diagonalisable dans M3(C).

4. Soit (a,b) € C*. On définit la matrice W de M,,(C) dont les coefficients w; ; sont donnés par
w;; = a, par w; ; = bsi |i — j| =1 ou {7, 5} = {1,n}, les autres coefficients étant nuls.

En généralisant le raisonnement des questions précédentes, montrer que la matrice W est diago-

nalisable dans M,,(C).

5. Exprimer le déterminant de la matrice W sous forme factorisée.

Exercice 81. (CCP PC 2018, Valentin Dalstein)
+0o0 T
On considere la fonction f:x +— Y — sin(nx).
n=1 N

1. Montrer que la fonction f est définie et de classe C! sur | — 1, 1].

2 sin(x) )

2. Calculer sa dérivée et en déduire l'identité f(x) = Arctan
1 — xcos(z)

Remarque du transcripteur. Si on prend 6 dans |0, [ et qu’on pose

+oo 5
go(z) = Z % sin(nd),
n=1

on obtient un exercice beaucoup moins pénible sur les séries entieres, apres quoi il n’y a plus qu’a
remplacer 6 par x a la fin (a4 peu de choses pres).

L’exercice qui est proposé ici en est la version < cruelle >.

Exercice 82. (Mines-Ponts PC 2018, Valentin Dalstein)
Soit E un espace vectoriel de dimension finie. Soit v un endomorphisme de E. On suppose qu’il
existe un entier p strictement positif tel que u? soit I’endomorphisme nul de E.

1. Pour tout entier k£ compris entre 1 et p, montrer qu’il existe un sous-espace vectoriel Fy de E
tel que Ker(u*) = Ker(uF~1) @ Fy.

2. Prouver I'égalit¢e E=F, @& --- ©F).

3. Quelle est la forme de la matrice de u dans une base adaptée a cette décomposition ?
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Exercice 83. (Mines-Ponts PC 2018, Valentin Dalstein)

2
Qjet

On pose f(x) = / n dt.

xT

Montrer que f est définie et de classe C* sur ]0, +o0].

Variations ? Limites en 0 et en +o00 7 Equivalent en 4007

Exercice 84. (CCP PC 2018, Inconnu)

1/2 52 1/2 .2
sin®(n7x sin“(nmx
Pour tout n € N on pose u,, = / # dz et v, = / ¥ dz.
o  tan(mx) 0 T

2 cos(u)

1. A Paide d’'une intégration par parties, prouver que l'intégrale / du est convergente.

T

u

2. Pour tout n € N, montrer que u,, et v,, existent.

1
3. Pour tout n € N*, montrer les égalités v, = — /
0

/2 sin?(t) gt 1 (™1 —cos(u)

= — du.
t 2m J, u “

™

En déduire que v, est équivalent a In(n)/(27) quand n tend vers +oc.

1 1
4. Pour tout x dans ]0,1/2][, on pose f(zr) = ——— — —. Montrer que la fonction f se prolonge
tan(rz) Tx

par continuité sur [0, 1/2].

5. En déduire un équivalent de u,, quand n tend vers 4oc.

Exercice 85. (CCP PC 2018, Inconnu)
Soit M € My4(C), décomposée en colonnes sous la forme M = [My, My, M3, My|. On pose

C = [M; + M3, My + My, My — M3, My — My].

Montrer I'égalité dét(C) = 4 dét(M).

Exercice 86. (Mines-Télécom PC 2018, Inconnu)

, . . nm , nm "
Déterminer lim [ cos + sin )
n—-+00 n+1 3n+1

Exercice 87. (Mines-Télécom PC 2018, Inconnu)

Calculer les puissances de la matrice A = (g :g)

Exercice 88. (CCP PC 2018, Inconnu)
1

On munit R, [X] du produit scalaire ( | ) défini par (P|Q) = / P(t)Q(t) dt. On note || || la
-1
norme euclidienne associée a ce produit scalaire.

1

Pour tout P € R,[X], on pose ¢(P) = / P(t) dt.
-1

Pour tout o € R et tout P € R,[X], on pose fo(P) =P + ap(P)X.

1. Montrer que ¢ est linéaire et en déduire que f, est un endomorphisme de R,,[X].
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2. Dans le cas n = 3, déterminer la matrice canoniquement associée a f,.
3. On pose maintenant g,(P) = P + ap(P).

a. Déterminer le rang de ¢.

b. Montrer 1'égalité (Ker(¢))*+ = Ro[X].

c. Pour tout P € R,,[X], prouver la majoration ||g,(P)|| < (1 + 2|«|) ||P]].

d. Prouver 'existence de sup

et calculer sa valeur.
pz0 ||P]|

21

Exercice 89. (CCP PC 2018, Inconnu)

“+o0o
Pour tout n € N*, prouver 'existence de I'intégrale / ™" dz.
0

Etudier son comportement quand n tend vers 4o0.




