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Corrigé du devoir en temps libre n°9

Exercice 1.

I.a. Cette équation différentielle s’écrit sous la forme
y" +a(z)y +b(x)y =0

en prenant a(z) = 0 et b(x) = x. Les fonctions a et b sont continues sur R.

Le théoréme de Cauchy linéaire permet d’affirmer que pour tout («, ) dans 2, il existe une unique solution de
léquation différentielle (E) qui vérifie les conditions initiales y(0) = « et y'(0) =

On répond & la question en évoquant les cas («, 5) = (1,0) et (o, 8) = (0, 1).

I.b. La fonction y est développable en série entiere sur | — R, R[ donc elle est de classe C* sur cet intervalle et ses
dérivées successives s’obtiennent en dérivant terme a terme.

+oo too
Vz €] —R,R], y'(z) —zy(z) = Z n(n — apz™ Z apz" T = Z n(n —1)a,z" Z ap_sgrt”
n=2 n=2
k=n-+3

= ax+ Z n(n —1)a, — a,_3)z" 2.

Ainsi, par unicité du développement en série entiere, une condition nécessaire et suffisante pour que ¥y soit solution
de (Eq) est que ses coefficients vérifient 1’égalité us = 0 et la relation de récurrence

Up—3

> =TS
Vn > 3, an n(n— 1)

I.c. Analyse. On suppose que la fonction y est solution de (1) sur | — R, R[. En itérant la relation de récurrence, on
obtient

ugp = 3p(3p—1)(3p1—Lg)(3p—4)...3.2
vpER, UspHl = G Gn G2 @3 A3
uspy2 = 0.
Syntheése. Pour tout entier n, posons
1 1 1 1
G —DBn—3)3n—-4)..32 oala, b = BGn+ )(Bn)(Bn—2)3n—3)...43 9" nl B,

Pour tout x réel, posons ensuite

—+oo +oo
= Z anz®" et b(x) = Z byt
n=0 n=0

Vérifions que ces fonctions sont définies sur R. Soit z > 0. Pour tout n dans N, les coefficients a,, et b, sont non
nuls et on trouve

3(n+1) |$|3 3(n+1)+1 |$|3

T (Bn+3)Bn+2) T Bn+4HBn+3)
Ces deux quotients tendent vers 0 quand n tend vers 400, ce qui est strictement inférieur a 1. Le critere de

d’Alembert nous enseigne donc que les séries > a,z3" et > b, 23"+ convergent absolument.
Ainsi, les fonctions a et b sont bien définies sur R.

bn+1$(}
bnx3n+1

Ap4+1T

et ’

anx3n
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Les conditions nécessaires et suffisantes de la question précédente étant vérifiées, les fonctions a et b sont des
solutions de (Eq).

On on observe de plus les conditions initiales (a(0),a’(0)) = (1,0) et (b(0),5(0)) = (0,1), si bien que a est la
fonction A et b est la fonction B.

On a donc montré que A et B sont développables en série entiere sur R.

Remarque. Au fait, pourquoi ai-je parachuté les fonctions A et B directement sous cette forme ? En d’autres termes,
comment les ai-je trouvées ?

Souvenons-nous que la formule de Taylor donne, pour la fonction y de la question précédente, les égalités y(0) = uq
et y'(0) = uy.

J’ai donc simplement choisi les valeurs de ug et u; de maniéere & ce que la fonction y soit solution du probleme de
Cauchy a résoudre.

I.d. On sait que application y — (y(0),’(0)) est un isomorphisme de A sur R?. Cet isomorphisme envoie (A, B) sur
la base canonique de R? donc (A, B) est une base de A. On en déduit en particulier que tous les éléments de A sont
développables en série entiere sur R.

I1.1. C’est un bien bel exercice de calcul que voila! De mon point de vue, c’est plutét un exercice pénible de KTEX,
que je décide de zapper.

I1.2.a. Notons W = Z'Y — Y'Z. Pour tout ¢ < 0, on obtient

W'(t)=2Z"t)Y(t)+Z' ()Y (t) - Y (t)Z'(t) = Y'(t)Z(t) = (t + 165t2> Z)Y () —tY()Z(t) = — Y()Z(t).

En intégrant cette identité entre x( et x1, on obtient ’égalité souhaitée.

I1.2.b. Comme z( et x; sont deux zéros consécutifs de Z, par continuité, la fonction Z garde un signe constant sur
Pintervalle [zg, z1]. La fonction ¢ — % a alors le méme signe constant sur cet intervalle.

Par positivité de I'intégrale, d’aprés I'inégalité zg < z1, la quantité [Z'(z)Y (z) — Y’(I)Z(x)]z; est également de ce
signe.

IL.2.c. Comme Z s’annule en zq et 21, on trouve [Z'(2)Y(z) — Y'(2)Z(z)]>" = Z'(z1)Y(z1) — Z'(20) Y (20).

Zo

Sans perte de généralité, supposons que Z est positive sur [zg, 21]. Déterminons le signe des nombres Z'(zg) et Z'(z1).

Pour tout = € ]z, x1[, on remarque les inégalités Z(Q:f{()%) = mz_(z)o >0et w <0.

—x0

En faisant tendre x vers xy dans le premier cas et vers x; dans le deuxiéme cas, on obtient les inégalités
Z/(IQ) 2 0 et Z/(Il) < 0.

Comme Y () et Y(z1) sont positifs, on obtient [Z'(z)Y (z)—Y'(z)Z(z)] z; < 0. D’apres I1.2.b, toutefois, ce nombre

est de méme signe que Z, donc il est positif. Il est donc nul, ce qui est impossible car f;ﬂl % dt est l'intégrale
d’une fonction continue, positive et non identiquement nulle.

On a alors montré par Pabsurde qu’il est impossible que Y reste strictement positive sur |z, z1[. De la méme fagon
(en remplagant Y par —Y), il est impossible que Y reste strictement négative sur |zg, x1[. Par conséquent, Y prend au
moins une valeur positive et une valeur négative dans cet intervalle. Comme la fonction Y est continue, le théoreme
des valeurs intermédiaires montre que Y s’annule au moins une fois dans Uintervalle |zq, z1].

Remarquons maintenant que pour tout k£ dans N, le nombre x; = —(%’T + k%’r)w 3 est un zéro de Z et que Z n’a
pas d’autre zéros que ces nombres dans | — 0o, 0].

Le raisonnement qui préceéde montre que pour tout entier k, la fonction Y possede au moins un zéro dans |xy41, k|
Ca lui fait une infinité de zéros dans | — oo, 0].
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I1I.1.a. Les coefficients des développements en série entieres de A et B sont positifs. Pour tout z > 0, on en déduit

les minorations

3

Alx) 21+ 5 et B(z) > =.

On en déduit que les fonctions A et B tendent vers +o0o en 400, si bien qu’elles ne sont pas bornées sur [0, +00].

II1.1.b. On en déduit que le sous-espace des solutions de (E;) bornées sur [0, +oo[ est inclus strictement dans 1’espace
des solutions, si bien qu’il est de dimension au plus 1, I’'espace des solutions étant de dimension 2.

ITI.2. Encore un sympathique exercice de calcul que je sacrifie sur 'autel de ma paresse.

I11.3.a. Pour tout (z,t) €10, +0o[x[0, +oo[, posons h(x,t) = exp(—+/xt?) cos(t3/3).
Fixons x > 0. La fonction ¢ — h(x,t) est continue sur [0, +oo], avec
VE> 1, |h(z,t)] <e VI L eV

La fonction ¢ +— e~ V® est intégrable sur [1,4o00[. On en déduit que t — h(z,t) Pest aussi, si bien qu’elle est
intégrable sur [0, +-o0[.

Pour tout z > 0, la fonction ¢ — h(x,t) est continue et intégrable sur [0, 4+00[ comme on 'a vu & la question
précédente.

Pour tout t € [0, +o0], la fonction z +— h(z,t) est de classe C! sur |0, +oo], de dérivée

H%( t)=—
T o oY=

Qi/f exp(—v/xt?) cos(t?/3).

Oh
Pour tout = > 0, la fonction ¢ — 8—(1, t) est continue sur [0, +-o00[.
x

Fixons un segment [a, b] inclus dans ]0, +oo[. Pour tout (x,t) dans [a,b] X [0, 400[, on remarque la majoration

oh t2 9
‘8:5 m exp(—vat?).

(z,t)‘ <

noté g(t)

La fonction g est continue sur [0, +oo|. De plus, elle est négligeable devant ¢ — 1/t? en +00, qui est intégrable sur
I'intervalle [1, +o00[. On en déduit que g l’est aussi, puis que g est intégrable sur [0, +o0].

Le théoréme de dérivation sous l'intégrale permet alors d’affirmer que I est de classe C! sur tout segment inclus
dans ]0, +o0[. On en déduit que la fonction I est de classe C! sur ]0, +oo[ avec

+oo
Vo > 0, I'(x) = —/ dfract*2y/x exp(—+/zt?) cos(t®/3) dt.
0

III.3.c. Dans l'expression obtenue pour I'(z), notons que t + t2cos(t3/3) se primitive en t ~ sin(t3/3) et que

1
t NG exp(—+/xt?) se dérive en t > —texp(—+/xt?). Effectuons donc une intégration par parties, en intégrant dans
x

un premier temps sur un segment [0, M].

M 2 M
t . t=M .
—/0 NG exp(—v/xt?) cos(t?/3) dt = — [exp(—v/at?) sin(t*/3)],_, —/0 texp(—+v/xt?) ,sin(t?/3) dt.
Le terme tout intégré vaut exp(—/zM?) sin(M?3/3). Sa valeur absolue est majorée par exp(—+/zM?), donc ce terme
tend vers 0 quand M tend vers +oco. En faisant tendre M vers +o0, on obtient donc 1’égalité attendue (et I’on démontre
au passage que l'intégrale souhaitée est convergente).
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I11.3.d. On applique de nouveau le théoreme de dérivation sous l'intégrale pour montrer que I’ est également de
classe C1. Cette fois, on I'applique & la fonction H : (x,t) = —texp(—+/zt?) sin(t3/3), et I'on utilise la domination
‘GH

o (@ 1) exp(—vat?),

noté G(t)

<

la fonction G étant intégrable sur [0, +oo[ par le méme argument que pour g.

On obtient donc que I est de classe C2, avec

+oo tS .
" _ v N 2 . 3
Ve>0, I'(z) 7/0 2ﬁexp( Vat?) sin(t3/3) dt

La encore, intégrons par parties, en remarquant que t — t%sin(t3/3) se primitive en t > —cos(t®/3) et que

¢ 1 2y _ 42 2 :
— NG NG exp(—/xt*) — % exp(y/xt*). Soit M > 0.

exp(—+/xt?) se dérive en t

M43 o ;
/0 2\[exp( Vat?) sin(t/3) dt = [fcos(t3/3)2fexp( ftz) 2\[/ exp(—v/xt?) cos(t3/3) dt

M
—/0 t? exp(—+/xt?) cos(t?/3) dt

M
Le terme tout intégré vaut — cos(M?/3) NG exp(—y/zM?). La encore, il tend vers 0 quand M tend vers +oo.

Faisons tendre M vers +oo dans identité obtenue ci-dessus. Il reste I”(z) = 2y/2I'(x) + 2fI( x), ce qui montre
que la fonction I est une solution sur ]0, +oo[ de I’équation différentielle (Es).

III.4.a. Par le méme calcul qu’en II1.2, on obtient

Ve>0,  y(x)—ay(x) = (1"(:5) — il (a) — ﬁl( )) exp (—§x3/2> ~0,

si bien que y est une solution de (E;) sur ]0, +o0l.
I11.4.b. Soit > 0. On remarque la majoration suivante

+oo 5 +oo R
\I(z)|</ eV dt:x’l/‘l/ e du.
0 0

| —
posons u=z1/4t noté p

2
On en déduit la majoration |y(z)| < pz~"*exp (—33:3/2), qui montre que y tend vers 0 en +o0.

Comme y tend vers 0 en 400, il existe A > 0 vérifiant la majoration
Vo € [A, +oof,  [y(z)] < 1.

Rappelons que le probléme de Cauchy défini par 'équation (E;) et les conditions initiales u(A) = y(A) et u/(A) =
y'(A) possede une unique solution u définie sur R. Comme y est I'unique solution de ce probleme de Cauchy sur
10, +o0], ces deux fonctions coincident sur ]0, +o00[. En particulier, la fonction y se prolonge par continuité en 0, ce qui
montre qu’elle est bornée sur ]0, A].

Par conséquent, la fonction y est une solution de (E;) sur |0, +oo[ non nulle et bornée. L’espace vectoriel mentionné
a la question III.1.b est donc de dimension au moins 1. Il est finalement de dimension 1.

IT1.5.a. Par récurrence avec une intégration par parties.
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I11.5.b. Premiére méthode. Pour tout u réel, on remarque 1’égalité 1 — cos(u) = 2sin®(u/2).

La fonction sin est dérivable sur R, avec
VteR, |[sin'(t)] = |cos(t)] < 1.
D’apres le théoreme des accroissements finis, on en déduit la majoration
Vi e R, |[sin(¢) —sin(0)] < |¢], donc Isin(t)] < |¢] puis sin?(t) < 2
On obtient donc en particulier 1 — cos(u) < 2(u/2)? = u?/2.

Deuziéeme méthode. Soit u € R. La formule de Taylor avec reste intégral a 'ordre 1 donne

cos(u) = cos(0) + cos’(0)u + /u cos”(s)(u—s)ds=1-— /u cos(u)(u — s) ds.
0 0

Prenons © > 0. On obtient alors

1 —cos(u) = /Oucos(u)(u— s) ds < /Ou(u—s) ds = %2

Par parité, cette inégalité est encore valable si u est négatif.

ITL.5.c. Soit x > 0. On en déduit la majoration suivante

+00 00 6 —7/4 oo —-7/4 gl
_ 2 43 _z2 t oz —u? 6 X !
e sy il ans e g ara e [T et dus S v

ot1 'on a effectué & nouveau le changement de variable u = x'/%¢.
Le méme changement de variable donne

+o0 +oo
/ exp(—v/xt?) dt = x_1/4/ exp(u?) dt = gx_lﬂ.
0 0

négligeable devant z—'/4 quand z tend vers +oo, un équivalent de I(z) quand z tend vers +oco est
glig

= O(x~7/*%). Cette dernicre quantité étant

Alinsi, la majoration ci-dessus entraine la relation I(x) —

Exercice 2. a. Introduisons la fonction f : u + In(u 4+ /1 4+ u2). Notons tout d’abord que pour tout u réel, on a

1+ u? > u? donc V1I4+u?>|ul = —u donc u+v1+u?>0.

On en déduit que la fonction f est bien définie sur R. Elle est méme de classe C! et un calcul que je ne détaille pas

donne
1

V1t a2

Soit & > 0. Calculons K(z). Effectuons le changement de variable u = sin(t).

VueR, f'(u)=

t ! 1
/ cos(t) dt = / du
\/ (1 — 22)sin®(t) o Va4 (1 —a?)u?
Prenons plus précisément z dans ]0, 1[, de sorte que 1 — 22 soit strictement positif.
u=1
/ d 1 f V1— 122 1 s V1— 22
u = u = :
/1 1 %v 1-— 3}‘2 X - Vv1-— 2 X
x

1 ln<\/1—x2+1>:ln(\/l—aﬁQ—l—l)—ln(x).

u=0

En réarrangeant les termes, il reste K(z) =

V1—2z2 V1—22

In(v1—22+1) —In(|z|)
V1— 2?2

Je ne détaille pas le calcul pour les autres valeurs de x car le but est de faire tendre x vers 0.

T

Par parité de la fonction K, on obtient K(z) = pour tout z dans | — 1,0[U]0, 1[.
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1 — cos(t)

b. Pour tout (z,t) dans R x }0, g}, posons f(z,t) = .
\/sin2(t) + 22 cos?(t)

Pour tout ¢ dans |0, Z], la fonction & — f(z,t) est continue sur R.

Pour tout x dans R, la fonction ¢ — f(z,t) est continue sur }07 g]

1—cos(t)

Pour tout (z,t) dans R x ]0, Z], on observe la domination |f(z,t)| < oM
0

Or la fonction ¢ : ¢ — 1;’:8%’5) = 25;?28)/2) = tan(t/2) est continue sur |0, Z] et tend vers 0 en 0, si bien qu’elle est

intégrable sur cet intervalle (intégrale faussement impropre).

On a alors vérifié toutes les hypotheses du théoréme de continuité sous l'intégrale. La fonction z +— foﬂ/ 2 %
s < Ccos

est définie et continue sur R.

c. On en déduit la limite suivante

z—0t

/2
lim (J(z) — K(z)) = 1(0) = /O tan(t/2) dt = [2In(cos(t/2)))7/* = —21n(1/v2) = In(2).

On en déduit la relation J(z) = K(z) + In(2) + 00(1).
z—

Remarquons maintenant le développement limité In(v/1 — 22 +1) =In(2) + o 0(1), qui donne finalement
T—r

J(z) =—In(|z]) +2In(2) + o (1).

z—0t

Exercice 3. 1. Soit p € N. La sous-additivité donne

+oo
0<P | |JAn]| <D PA).
n=p

nzp
La suite des restes d’une série convergente tend vers 0 donc, par encadrement, la suite (Un>p An) converge
>
peN

vers 0.

La suite d’événements (l n>p An) est décroissante pour l'inclusion donc la continuité décroissante donne
=
peEN

P ﬂUAn ZPETOOP UAn =0,

pENn=p nzp

c’est-a-dire P(A) = 0.

2.a. C’est juste une étude de fonction, mais on peut aussi écrire
xr xT
1—e_"”:/ et dtg/ 1dt =z.
0 0

2.b. Les A,, sont mutuellement indépendants donc les A,, le sont aussi. On exploite leur indépendance puis on
utilise la majoration de la question précédente

Pl () &)= ]] PAn= J] a-P@A)) < e PR —exp | = Y P(A,)

r>n>p r>n>p ren>p r>n>p r>n>p
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2.c. La suite <ﬂ7,>n> » An> est décroissante pour I'inclusion et I'intersection de tous ses termes est I’événement I,,.
zh= r>p

La continuité décroissante donne donc

P(I,) = lim P N A,
ren>p
La série Y P(A,,) est divergente, a termes positifs, donc la suite de ses sommes partielles tend vers +oo. On en
déduit que I'exponentielle dans la majoration de la question 2.b tend vers 0 quand r tend vers +oo.
Cet encadrement donne donc P(I,) = 0 par passage & la limite.

2.d. La réunion de tous les I, est I’événement A. La sous-additivité donne
J— +OO
PA) <> P(I,) =0
p=0

donc A est de probabilité nulle. Finalement, I'événement A est de probabilité 1.

Probléeme IV

l.a. L’égalité f"” = —p x f prouve que f” est continue sur [0, +o0].

Pour tout z dans [0, 4o00[, on trouve

11" (@) = le@) f (@) < [[fllse X le()].

La fonction ¢ est intégrable sur [0, +oo[ donc la fonction f” lest aussi d’apres le critere de domination.

1.b. Soit z dans [0, +oo[. Le théoréme fondamental de I'intégration donne

@) = £0) + / ") at.

On en déduit que la fonction f’ posseéde en +oo la limite finie

+oo
(=) + / () dt.
0
Supposons que cette limite soit strictement positive. Il existe alors zg > 0 tel que

YV > x0, f(x) = 3

L’inégalité des accroissements finis donne alors
L
Vo = xo, f(z) >f($0)+§(x—$o)
si bien que la fonction f tend vers 400 en +o0o0. C’est faux puisque la fonction f est bornée.

Cette absurdité prouve que ¢ est négatif. Le méme raisonnement appliqué a —f prouve que —/ est négatif aussi.
On en déduit que la limite £ est nulle.

2.a. La dérivation donne
W' = f'g +fg" =g = f'9=—fgo+ fpg = 0.

La fonction W est donc constante sur 'intervalle R.
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2.b. Comme on ’a vu dans la partie 1, les fonctions f’ et ¢’ ont une limite nulle en +oo. Les fonctions f et g étant
bornée, la fonction W = f¢’ — f’g a une limite nulle en +oo. Cette fonction étant constante, sa limite en +o0 est la
valeur de cette constante.

La fonction W est donc la fonction nulle.

Rappelons que la fonction 9 : y — (y(0),4/(0)), définie de I’espace des solutions de (E) vers R?, est un isomorphisme.
L’égalité W(0) = 0 prouve que 9 (f) et ¥(g) sont des vecteurs de R? colinéaires entre eux. Les fonctions f et g sont
donc colinéaires aussi.

3. Les fonctions x +— 0 et © — ¢(x) sont continues donc le théoréme de Cauchy linéaire nous apprend que l'espace
vectoriel des solutions de (E) est de dimension 2. On vient de voir que le sous-espace des solutions de (E) bornées sur
I'intervalle [0, +-00[ est de dimension au plus 1.

Il existe donc des solutions non bornées.




