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Problème I

Question 1. a. Le déterminant de Gram G(u, v) est le déterminant de la matrice

(
(u|u) (u|v)
(v|u) (v|v)

)
. Ce déterminant

vaut

G(u, v) = ||u||2 × ||v||2 − ((u|v))2.

D’après l’inégalité de Cauchy-Schwarz, on peut affirmer que G(u, v) est positif.

Question 1. b. Si la famille (u, v) est libre, alors elle engendre un espace vectoriel P de dimension 2, auquel les
vecteurs u et v appartiennent tous deux.

Si elle est de rang 1, alors il existe dans E un vecteur w qui n’appartient pas à Vect(u, v). Dans ce cas, l’espace P
engendré par la famille (u, v, w) est de dimension 2 et il contient les vecteurs u et v.

Enfin, si (u, v) est une famille de rang nul, cela signifie que u et v sont tous deux nuls. Comme E est de dimension au
moins 2, cet espace vectoriel possède au moins un sous-espace vectoriel P de dimension 2, qui contient alors forcément
les vecteurs u et v.

Question 1. c. Notons B = (e1, e2) et décomposons les vecteurs u et v dans la base B :

u = ae1 + ce2 et v = be1 + de2.

On peut alors écrire

G(u, v) = (a2 + c2)(b2 + d2)− (ab+ cd)2 = a2d2 + c2b2 − 2abcd = (ad− bc)2 = (dét
B

(u, v))2.

Question 1. d. Le nombre G(u, v) est nul si, et seulement si, le nombre dét
B

(u, v) est nul, ce qui équivaut à dire que

la famille (u, v) est liée.

La formule de la question 1.c n’est en fait pas nécessaire pour arriver à cette conclusion. En effet, d’après le cas
d’égalité de l’inégalité de Cauchy-Schwarz, on peut conclure directement que G(u, v) est nul si, et seulement si, la
famille (u, v) est libre.

Question 2. a. Notons A1, . . . ,Ap les colonnes de la matrice A et notons tA ·A = (αi,j)16i,j6p.
Pour tout couple (i, j) ∈ [[1, p]], on sait que αi,j vaut tAi · Aj . Comme les colonnes Ai et Aj représentent les

vecteurs ui et uj dans la base orthonormale B de E, ce produit vaut aussi (ui|uj).

La matrice tA ·A est donc égale à Gram(u1, . . . , up).

Question 2. b. Soit X ∈ Ker(M). On connâıt l’égalité M · X = 0 et on en déduit l’égalité tM ·M · X = 0, qui prouve
que X est dans Ker( tM ·M).

On a alors prouvé l’inclusion Ker(M) ⊂ Ker( tM ·M).

Réciproquement, soit X ∈ Ker( tM ·M). On connâıt l’égalité tM ·M ·X = 0 et on en déduit l’égalité tX · tM ·M ·X = 0,
ce qui se réécrit t(MX) · (MX) = 0, ce qui prouve que le vecteur colonne MX est nul car l’application (Y,Z) 7→ tY · Z
est un produit scalaire sur Mp,1(R). Le vecteur X appartient donc à Ker(M).

On a alors prouvé l’inclusion Ker( tM ·M) ⊂ Ker(M).

Par double inclusion, on a prouvé l’égalité Ker( tM ·M) = Ker(M).

Question 2. c. La famille U est liée si et seulement si l’espace Ker(A) est non trivial. Cela revient à dire que Ker( tA·A)
est non trivial. Comme la matrice tA ·A est carrée, cela revient à dire que cette matrice n’est pas inversible, ou encore
que son déterminant est nul.
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On a montré que la famille U est liée si et seulement si le déterminant G(u1, . . . , up) est nul.

Question 2. d. Le théorème de Gram-Schmidt donne l’existence d’une base orthonormale F = (f1, . . . , fp) de F
vérifiant les propriétés suivantes

∀k ∈ [[1, p]], Vect(u1, . . . , uk) = Vect(f1, . . . , fk) et (uk|fk) > 0.

Notons T la matrice qui représente la famille U dans la base F . C’est une matrice de Mp(R). Comme pour tout
k ∈ [[1, p]], le vecteur uk est dans Vect(f1, . . . , fk), la matrice T est triangulaire supérieure.

De plus, comme T est la matrice représentative de la famille (u1, . . . , up) dans la base orthonormale (f1, . . . , fp)
de F, les coefficients de la matrice T s’écrivent Ti,j = (fi|uj). En particulier, ses coefficients diagonaux s’écrivent
Ti,i = (fi|ui), ce qui est strictement positif.

Enfin, l’égalité tT · T = Gram(u1, . . . , up) est valable pour la même raison que la formule de la question 2.a.

Question 2. e. Supposons que la famille U est libre. On peut alors lui appliquer la construction de la question
précédente et obtenir l’égalité G(u1, . . . , up) = (dét(T))2. Comme la matrice T est inversible, le déterminant de Gram
de la famille libre U est strictement positif.

Question 3. a. La définition de la distance du vecteur x au sous-espace vectoriel F est

d(x,F) = inf{||x− v|| ; v ∈ F}.

On sait que cette borne inférieur est en fait un minimum et que ce minimum est égal à

d(x,F) = ||x− pF(x)|| = ||x− y|| = ||z||,

où l’on a noté pF le projecteur orthogonal sur F.

Question 3. b. La famille U est une famille génératrice de F et le vecteur y appartient à F (car c’est le projeté
orthogonal de x sur F) donc il peut s’écrire comme combinaison linéaire des vecteurs u1, . . . , up :

Il existe (λ1, . . . , λp) ∈ Rp vérifiant l’égalité y =
p∑

k=1

λkuk.

Question 3. c. Le déterminant à calculer s’écrit

G(u1, . . . , up, x) =


(u1|u1) (u1|u2) · · · (u1|up) (u1|x)
(u2|u1) (u2|u2) · · · (u2|up) (u2|x)

...
...

. . .
...

...
(up|u1) (up|u2) · · · (up|up) (up|x)
(x|u1) (x|u2) · · · (x|up) (x|x).


L’égalité x−

p∑
k=1

λkuk = z incite à effectuer l’opération Cp+1 ← Cp+1−
p∑

k=1

λkCk dans le déterminant G(u1, . . . , up, x).

On obtient

G(u1, . . . , up, x) =


(u1|u1) (u1|u2) · · · (u1|up) (u1|z)
(u2|u1) (u2|u2) · · · (u2|up) (u2|z)

...
...

. . .
...

...
(up|u1) (up|u2) · · · (up|up) (up|z)
(x|u1) (x|u2) · · · (x|up) (x|z).


Comme les uk sont dans F et z est dans F⊥, les nombres (uk|z) sont nuls. On trouve de plus (x|z) = (y+z|z) = ||z||2

car y et z sont orthogonaux.
Il reste donc

G(u1, . . . , up, x) =


(u1|u1) (u1|u2) · · · (u1|up) 0
(u2|u1) (u2|u2) · · · (u2|up) 0

...
...

. . .
...

...
(up|u1) (up|u2) · · · (up|up) 0
(x|u1) (x|u2) · · · (x|up) ||z||2.


On a obtenu une matrice triangulaire par blocs. On obtient donc l’égalité G(u1, . . . , up, x) = G(u1, . . . , up)× ||z||2.

Question 3. d. Comme le nombre G(u1, . . . , up) est strictement positif, on trouve finalement
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d(x,F) =

√
G(u1, . . . , up, x)

G(u1, . . . , up)
.

Question 4. a. Soit i un entier naturel. La fonction fi : t 7→ tie−t est continue sur [0,+∞[. De plus, on remarque par
exemple que fi(t) est négligeable devant e−t/2 quand t tend vers +∞. Comme la fonction t 7→ e−t/2 est intégrable sur
l’intervalle [0,+∞[, on en déduit que fi est également intégrable sur [0,+∞[.

On a prouvé que l’intégrale
∫ +∞
0

tie−t dt est convergente pour tout i dans N.

Ensuite, prenons un entier i et un élément A de [0,+∞[. Effectuons une intégration par parties. On dérive la
fonction t 7→ e−t en t 7→ −e−t et on intègre la fonction t 7→ ti en t 7→ ti+1/(i+ 1). On obtient∫ A

0

tie−t dt = −Ai+1

i+ 1
e−A +

1

i+ 1

∫ A

0

ti+1e−t dt.

En faitsant tendre A vers +∞, on trouve∫ +∞

0

tie−t dt =
1

i+ 1

∫ +∞

0

ti+1e−t dt.

Par ailleurs, on sait que l’intégrale
∫ +∞
0

e−t dt vaut 1. Par itération de la relation de récurrence, on trouve finalement

∀i ∈ N,
∫ +∞

0

tie−t dt = i! .

Question 4. b. Remarquons déjà que pour tout polynôme réel R, l’intégrale
∫ +∞
0

R(t)e−t dt est convergente car la
fonction t 7→ R(t)e−t est une combinaison linéaire finie des fonctions de la forme t 7→ tie−t.

L’application proposée par l’énoncé est donc bien définie.

Comme d’habitude, je zappe les détails concernant la démonstration du fait que cette application est bilinéaire,
symétrique et positive, pour me concentrer sur son caractère défini positif car il est vite fait d’oublier des arguments.

Considérons un polynôme P pour lequel (P|P) est nul. La fonction t 7→ (P(t))2e−t est alors continue sur [0,+∞[,
positive et d’intégrale nulle, donc elle est nulle. Par conséquent, le polynôme P s’annule sur [0,+∞[. Ça lui fait une
infinité de racines donc c’est le polynôme nul.

L’application (P,Q) 7→ (P|Q) est donc définie positive, ce qui conclut la démonstration du fait qu’il s’agit d’un
produit scalaire.

Question 4. c. La borne inférieure demandée s’écrit aussi

inf

{∣∣∣∣∣∣Xm −
∑

k = 0m−1akXk
∣∣∣∣∣∣2 ; (a0, . . . , am−1) ∈ Rm

}
ou encore inf

{
||Xm −Q||2 ; Q ∈ Rm−1[X]

}
.

Cette borne inférieure n’est autre que

(
d(Xm,Rm−1[X])

)2

. Comme le sous-espace vectoriel Rm−1[X] admet pour

base la famille (1,X, . . . ,Xm−1), la formule de la question 3.d donne l’égalité demandée(
d(Xm,Rm−1[X])

)2

=
G(1,X, . . . ,Xm−1,Xm)

G(1,X, . . . ,Xm−1)
.

Question 5. a. Le polynôme P0 est de degré 0 (c’est un polynôme constant non nul). Pour tout j ∈ [[1,m]], le
polynôme Pj est de degré j car il est défini comme un produit de j polynômes de degré 1.

Pour tout j ∈ [[0,m]], le polynôme Pj est de degré j.

Question 5. b. Les polynômes P0, . . . ,Pm appartiennent tous à Rm[X]. De plus, ce sont des polynômes non nuls
dont les degrés sont deux à deux distincts donc ils forment une famille libre. C’est une famille libre de m+ 1 vecteurs
de Rm[X] et m+ 1 est la dimension de l’espace vectoriel Rm[X] donc la famille (P0, . . . ,Pm) est une base de Rm[X].
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Le polynôme X(X−1)···(X−m+1)
m! est de degré m donc il appartient à Rm[X]. Il existe donc des coefficients λ0, . . . , λm

vérifiant l’égalité

X(X− 1) · · · (X−m+ 1)

m!
=

m∑
j=0

λjPj .

Les polynômes P0, . . . ,Pm−1 ont tous un degré strictement inférieur à m donc ils ne comportent aucun terme
en Xm. Ainsi, en isolant les termes en Xm dans l’égalité précédente, on trouve

1

m!
=
λm
m!

donc λm = 1.

On obtient donc
X(X− 1) · · · (X−m+ 1)

m!
= Pm +

m−1∑
j=0

λjPj .

Question 5. c. Déjà, pour tout entier i, on peut écrire
(
i
0

)
= 1 = P0(i).

Prenons maintenant un entier j dans [[1,m]].

∀i ∈ [[0,m]], Pj(i) =
(i+ j)(i+ j − 1) · · · (i+ 1)

j!
=

(i+ j)!

i!j!
=

(
i+ j

j

)
.

L’égalité Pj(i) =
(
i+j
j

)
est donc valable pour tout (i, j) ∈ [[0,m]]

2
.

La matrice Mm s’écrit donc


P0(0) P1(0) · · · Pm−1(0) Pm(0)
P0(1) P1(1) · · · Pm−1(1) Pm(1)

...
...

. . .
...

...
P0(m− 1) P1(m− 1) · · · Pm−1(m− 1) Pm(m− 1)

P0(m) P1(m) · · · Pm−1(m) Pm(m)

.

Notons Q le polynôme
X(X− 1) · · · (X−m+ 1)

m!
. Effectuons l’opération Cm ← Cm +

m−1∑
j=0

λjCj . On trouve

dét(Mm) = dét


P0(0) P1(0) · · · Pm−1(0) Q(0)
P0(1) P1(1) · · · Pm−1(1) Q(1)

...
...

. . .
...

...
P0(m− 1) P1(m− 1) · · · Pm−1(m− 1) Q(m− 1)

P0(m) P1(m) · · · Pm−1(m) Q(m)

 .

Remarquons 1 maintenant les égalités Q(0) = · · · = Q(m− 1) = 0 et Q(m) = 1, qui donnent

dét(Mm) = dét


P0(0) P1(0) · · · Pm−1(0) 0
P0(1) P1(1) · · · Pm−1(1) 0

...
...

. . .
...

...
P0(m− 1) P1(m− 1) · · · Pm−1(m− 1) 0

P0(m) P1(m) · · · Pm−1(m) 1

 = dét(Mm−1),

en remarquant finalement que Mm est triangulaire par blocs.

Question 5. d. Remarquons maintenant que dans le déterminant de la matrice Mm, on peut mettre 1/i! en facteur
de la ligne numéro i et on peut mettre en facteur 1/j! en facteur de la ligne numéro j. En utilisant la linéarité du
déterminant, on trouve alors

dét(Mm) =
G(1,X, . . . ,Xm)

(0!1! · · ·m!)2
et dét(Mm−1) =

G(1,X, . . . ,Xm−1)

(0!1! · · · (m− 1)!)2
.

Après simplification, il reste
G(1,X, . . . ,Xm)

G(1,X, . . . ,Xm−1)
= (m!)2.

La borne inférieure de la question 4.c vaut donc (m!)2.

Exercice 1. Analyse. Soit r une réflexion de E. On suppose que r(a) = b.
La relation r2 = IdE donne alors r(b) = a donc r(a− b) = −(a− b).
Le vecteur a−b est non nul donc c’est un vecteur propre de r pour la valeur propre −1. L’espace propre Ker(r+IdE)

est de dimension 1 donc il est dirigé par le vecteur a− b.

1. Eh oui, c’est encore un polynôme interpolateur de Lagrange !
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On en déduit que r est la réflexion par rapport à Vect(a− b)⊥, ce qui prouve son unicité en cas d’existence.

Synthèse. Notons r la réflexion par rapport à Vect(a− b)⊥. Cette réflexion s’écrit

r = IdE − 2p,

où p désigne la projection orthogonale sur Vect(a− b). On en déduit l’expression

∀x ∈ E, r(x) = x− 2
(a− b|x)

(a− b|a− b)
(a− b).

Le but étant maintenant d’obtenir l’égalité r(a) = b, calculons r(a)− b. On trouve

r(a)− b = a− b− 2
(a− b|a)

(a− b|a− b)
(a− b) =

(
1− 2

(a− b|a)

(a− b|a− b)

)
(a− b).

Le coefficient en facteur de a− b se réécrit ainsi

1− 2
(a− b|a)

(a− b|a− b)
=

(a− b|a− b)− 2(a− b|a)

(a− b|a− b)
=
−(a− b|a+ b)

(a− b|a− b)
= −||a||

2 − ||b||2

||a− b||2
= 0.

On en déduit l’égalité r(a) = b.

On a ainsi prouvé qu’il existe exactement une réflexion r de E telle que r(a) = b.

Exercice 2. Notons (Ei,j)16i,j6n la base canonique de Mn(R).

En tant que matrice diagonale, la matrice E1,1 commute avec toutes les matrices diagonales. Parmi elles, celles de
la forme diag(±1, . . . ,±1) sont des matrices orthogonales. Prenons une telle matrice O. On obtient alors OTE1,1O = O
donc L(E1,1) = OTL(E1,1)O.

La matrice L(E1,1) commute donc avec toutes les matrices de la forme précédente. En particulier, elle commute
avec diag(1,−1, . . . ,−1) donc elle laisse stable l’espace propre de cette matrice pour la valeur propre 1, c’est-à-dire
Vect(E1). On en déduit que E1 est un vecteur propre pour la matrice L(E1,1).

On recommence en déplaçant le coefficient 1 parmi les −1, si bien que E1, . . . ,En sont des vecteurs propres pour
la matrice L(E1,1). Cette matrice est donc diagonale.

Pour tout couple (i, j) d’indices distincts entre 1 et n, notons Ti,j la matrice obtenue à partir de In en permutant
les colonnes i et j. Les colonnes de cette matrice sont celles de la base canonique de Mn,1(R) dans un autre ordre
donc elles forment une base orthonormale de Mn,1(R). La matrice Ti,j est donc orthogonale.

Pour tout couple (i, j) ∈ [[2, n]]
2
, on remarque que la matrice Ti,j commute avec E1,1. On en déduit l’égalité

L(E1,1) = TT
i,jL(E1,1)Ti,j ,

si bien que la matrice E1,1 commute avec Ti,j .

Étant donné une matrice M de Mn(R), le coefficient en position (i, j) de MTi,j est mj,j et c’est mi,i pour la
matrice Ti,jM.

On en déduit que les coefficients diagonaux de L(E1,1) autres que le premier sont tous égaux entre eux. Cette
matrice est donc de la forme diag(a, b, . . . , b) pour une certaine constante b, c’est-à-dire

L(E1,1) = aE1,1 + b

n∑
i=2

Ei,i = (a− b)E1,1 + bIn = (a− b)E1,1 + btr(E1,1)In.

Posons alors µ = a−b et λ = b. On va montrer dans la suite de l’exercice que L est l’application S 7→ µS+λtr(S)In.

Soit j un indice différent de 1. Le calcul donne l’égalité TT
1,jE1,1T1,j = Ej,j donc

L(Ej,j) = TT
1,jL(E1,1)T1,j = TT

1,j(µE1,1 + λIn)T1,j = µEj,j + λIn = µEj,j + λtr(Ej,j)In.

Les matrices E1,1, . . . ,En,n engendrent le sous-espace des matrices diagonales donc, pour toute matrice diagonale
D de Mn(R), on obtient

L(D) = µD + λtr(D)In.
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Soit maintenant une matrice S quelconque de Sn(R). Par le théorème spectral, il existe O ∈ On(R) et D ∈ Dn(R)
telles que OTSO = D. On obtient alors

L(S) = L(ODOT) = OL(D)OT = O(µD + λtr(D)In)OT = µODOT + λtr(D)In = µS + λtr(S)In.

Exercice 3. Les familles (x1, . . . , xp) et (y1, . . . , yp) ont la même matrice de Gram donc elles ont le même rang, noté
r. Quitte à changer la numérotation des xi, on peut supposer que (x1, . . . , xr) est une base de Vect(x1, . . . , xp).

On change alors de la même manière la numérotation des yi afin que l’hypothèse (xi|xj) = (yi|yj) demeure.

La matrice de Gram de (x1, . . . , xr) est alors la même que celle de (y1, . . . , yr). On en déduit que ces deux familles
sont de même rang, si bien que (y1, . . . , yr) est de rang r. C’est donc une base de Vect(y1, . . . , ys).

Le procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt appliqué à la famille X = (x1, . . . , xr) produit une base ortho-
normale E = (e1, . . . , er) de Vect(x1, . . . , xp).

Le même procédé, appliqué à la famille Y = (y1, . . . , yr), produit une base orthonormale F = (f1, . . . , fr) de
Vect(y1, . . . , yp).

On peut alors montrer que les matrices de passage ME(X ) et MF (Y) sont égales : les coefficients de la première
s’expriment comme combinaisons linéaires des (xi|xj) ; ceux de la deuxième s’expriment de même en remplaçant les
(xi|xj) par les (yi|yj), ce qui donne le même résultat. Cette matrice sera notée M plus loin.

Complétons E et F en deux bases orthonormales E ′ et F ′ de E. On définit alors un endomorphisme f de E en
envoyant les vecteurs de E ′ sur ceux de F ′ et en prenant soin que f(ei) = fi pour tout i dans [[1, r]].

Cet endomorphisme envoie une base orthonormale de E sur une autre (ou la même) donc c’est une isométrie de E.

Soit j ∈ [[1, r]]. Le vecteur xj s’écrit sous la forme

xj =

r∑
i=1

mi,jej ,

en notant mi,j les coefficients de la matrice M, et on obtient alors

f(xj) =

r∑
i=1

mi,jf(ej) =

r∑
i=1

mi,jfj = yj .

Il reste à montrer cette égalité pour tout indice j ∈ [[r + 1, p]].

Prenons un tel indice. Le vecteur xj appartient à Vect(x1, . . . , xr) donc il admet une décomposition de la forme

xj =

r∑
i=1

αi,jxi.

On obtient alors les relations

∀k ∈ [[1, r]], (xj |xk) =

r∑
i=1

αi,j(xi|xk).

En notant a le vecteur colonne de coordonnées (αi,j)16i6r, on observe alors la relation(xj |x1)
...

(xj |xr)

 = Gram(x1, . . . , xr)× a.

La matrice Gram(x1, . . . , xr) est inversible d’après la question 2.c du premier problème. L’inversion de cette matrice
permet d’exprimer les αi,j en fonction des coefficients de Gram(x1, . . . , xp).

De même, on peut exprimer yj comme combinaison linéaire de y1, . . . , yr et les coefficients de cette combinaison
linéaire s’expriment de la même manière en fonction des coefficients de Gram(y1, . . . , yp).

Ces deux matrices de Gram étant égales, les décompositions de xj dans la base (x1, . . . , xr) et de yj dans la base
(y1, . . . , yr) sont identiques.

On en déduit alors l’égalité f(xj) = yj .


