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‘Corrigé du devoir en temps libre n° 3‘

Exercice 1. I.1. La fonction f,, o : t — m est définie et continue sur l'intervalle [0, +o0o[. Quand ¢ tend vers +oo,
on remarque que fp o(t) est équivalent & 1/t"*. Or la fonction ¢ — 1/t"* est intégrable sur intervalle [1,+oo[ car
na > 1. On en déduit que la fonction f, o est intégrable sur [1, +oo[. Son intégrabilité sur [0, 1] est déja connue donc
elle est intégrable sur [0, 1].

Finalement, le nombre u, («) est bien défini.

1.2. Soit n dans N*. Fixons > 0 et y > x et effectuons une intégration par parties dans l'intégrale

/y dt
e (Lt

On dérive la fonction f, o, qui est de classe C! sur lintervalle [z,y], de dérivée t — —nat®=1/(1 + t*)"*1. On
primitive la fonction ¢ +— 1 en ¢ +— t. On obtient

/” dt y x n /U t* gt
= - no —
m (1+to¢)n (1_|_ya)n (1+xa)n . (1_|_t(x)n+1
Y x Y14t -1

= —~ —_ —dt

e e T A

- 4 Lna [ dena [
Ty ey T, @y T eyt

On remarque maintenant que - tend vers 0 quand x tend vers 0 et que - tend vers 0 quand y

x

(I+a2) (1+y2)
tend vers +oo (car an > 1). Ainsi, en faisant tendre x vers 0 puis y vers 400 (ou I'inverse, mais pas les deux en méme
temps car ¢a n’aurait aucun sens), on obtient

(@) = na (u (@) = o (@)

Remarque. Il n’est en fait pas nécessaire de s’écarter de la borne 0 car la condition o > 1 fait que la fonction ¢ + ¢t
est de classe C! sur [0, +-00[ mais avec ces fonctions-1a, ce genre de précaution ne coiite pas cher et évite des ennuis.

1.3. Soit n dans N*. On trouve

Wnsr (@) — wp(a) = In (1‘21(10(3‘)>+;1n (”:1> ~=In (”‘:L;1>+;1n (HD = In (1—;()() +éln (1+71L>.

On connait le développement limité In(1 4 s) = s + (’)0(52). On en déduit le développement limité
S5—r

1 1 1 1 1
n — n = —— — X — —_ = —_ .
Wyt (@) — wy (@) —+ n-i-n_grw(nz) H_QOO(HQ)
On sait que la série de terme général 1/n? est convergente. On en déduit que la série Y (wy,11(a) — wy, (@) est

absolument convergente, donc convergente. C’est la série des différences de la suite (wy,(a)),>1 donc cette suite est
convergente. Notons k() sa limite. Remarquons maintenant la formule

Vn € N, wp(a) =In (nl/o‘un(a)) .
Par continuité de I’exponentielle, on voit que n'/*u, (a) tend vers exp(k(a)) quand 'entier n tend vers +oo. Posons
K(a) = exp(k(a)).

Ce nombre est strictement positif et on a prouvé que u,(a) est équivalent a K(a)/n'/® quand Pentier n tend
vers +00.
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1.4. Soit N dans N*. On trouve, & ’aide de la relation de récurrence de la question 2,

N N
Uup (o
580 ™ (@) — i (@) = @ (11 (@) — U1 ()
n
n=1 n=1
L’équivalent de la question précédente prouve que un+1(«) tend vers 0 quand N tend vers +oo. On en déduit que
la série de terme général u, (a)/n est convergente et que sa somme vaut
S (@)
n

(]

= aui ().

n=1

I1.1. Soit = dans ]0,+oc[. La fonction g, : t — t*"le™! est définie et continue sur lintervalle ]0, +oo[. Elle est
également positive.

Quand t tend vers 0, on voit que g, (t) est équivalent & t*~1 c’est-a-dire & 1/t17%. L’exposant 1 — x est stricte-
ment inférieur & 1 donc l'intégrale fol dt/t1 =% est convergente. Le critere des équivalents permet d’en déduire que la
fonction g, est intégrable sur l'intervalle ]0, 1].

Quand t tend vers 400, on voit que t**le~* tend vers 0, si bien que g, (t) est négligeable devant 1/t2. On sait que
Iintégrale f0+oo dt/t? est convergente. Le critére de négligeabilité permet d’en déduire que la fonction g, est intégrable
sur lintervalle [1, 400

Ainsi, l'intégrale fOJrOO gz(t) dt est bien définie.

I1.2. Soit  dans |0, +o0o[. Prenons a > 0 et b > a (cette fois, il est absolument nécessaire de s’écarter de la borne 0)
et effectuons une intégration par parties dans 'intégrale

b
/ et dt.
a
t

On primitive la fonction ¢ +— t*~1 en t + t*/z et on dérive la fonction t — et en t s —e~t.

b —b T, —a b
b%e e 1
/ 7= le~t dt = _ac f/ t7e—t.
o T T x J,

Quand a tend vers 0, le produit a®e™® tend vers 0 car 'exposant x est strictement positif.
Quand b tend vers 400, le produit b*e~? tend vers 0 par croissances comparées. En effectuant successivement ces
deux passages a la limite, on obtient

r 1
[(z) = % c’est-a-dire [(z+1) = 2T(z).

I1.3. 1l suffit ici de prouver la majoration e™" < ou encore e* > 1 + u. Définissons donc la fonction

1
Tu?
prur e’ — (14 u).

Cette fonction est dérivable sur I'intervalle [0, +oo], avec

La fonction ¢ est donc croissante sur [0,4o00[. De plus, elle s’annule en 0 donc elle est positive sur [0, +oo[. On
obtient

Yu > 0, e">14+u>0
puis, par passage a l'inverse
1
Yu > 0, e "<
14+u

On effectue maintenant la substitution u < ¢t%, qui donne

vi>0, e«
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puis on éleve & la puissance n (les nombres sont positifs donc le sens de I'inégalité est préservé)

«@ 1
Yt >0, e L —
(1 +to)n

En particulier, on en déduit que la fonction ¢ — e~™" est intégrable sur [0, +oc[ et on obtient I'inégalité

400 -
up (@) > / e " dt.
0

Effectuons dans cette nouvelle intégrale le changement de variable u = nt®. On peut le faire car la fonction
t — nt®

est une bijection de ]0, +oo[ strictement croissante et de classe C'. On obtient les relations formelles t = n=1/@y!/®
puis dt = n=Y*(1/a)us"! du. Le changement de variable donne

+oo N —1/a +o0 —1/a
/ e dt = = / ur~le™" du = “—T(1/a).
0 0 &

(07

La minoration donne ensuite

nM %, (a) >

En faisant tendre n vers +o0o, on obtient I'inégalité

I1.4. Soit ¢ dans [b, +oo]. On peut écrire
14+t =14+t P x T+t > 1+ x (1 +t*) >0
puis
1 < 1 o 1
(1+ta)n = (1_|_ba)n—1 14 o’

/+°° b _ 1 /+°° dt
R I O T e S

L’intégrande étant positif, on trouve ensuite

oo qt Too dt
< = uy (@)
y  l+te o 14te

/+°° e _ 1 ()
X u .
b (1_|_toc)n (1+ba)n—1 1

Par croissance de l'intégrale,

puis

I1.5. On sait que le quotient In(1 + t*)/t* tend vers 1 quand t tend vers 0. D’apres la définition de la limite, il
existe a dans ]0, 1] vérifiant I'inégalité

In(1+t*)
Vte]ova]v ]-*,Ogita .
On multiplie par t%, qui est strictement positif
vt €10, al, (1 —=p)t* <In(14t%).

Cette inégalité est également valable pour ¢t = 0 (elle s’écrit 0 < 0). On applique ensuite la fonction v — e™*, qui

est décroissante, pour obtenir
1

14t

vte[0,a],  exp((1—p)t*) =
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I1.6. Soit n dans N*. On effectue le changement de variable u = n(1 — p)t* dans l'intégrale

nl/o‘/ exp(—n(1 — p)t<) dt.
0

C’est possible car la fonction t — n(1 — p)t est une bijection de ]0,a] sur ]0,n(1 — p)a®] qui est de classe C! et

strictement croissante. Le calcul formel donne ¢ = n=1/%(1 — p)=Y/oyl/® puis dt = n=2*(1 — p)~Y*(1/a)u="" du.
On obtient
a 1 n(l—p)a® L
nl/a/ exp(—n(1 —p)t*) dt = (1 — p)_l/o‘f/ ua"te ™ du
0 @ Jo

Quand n tend vers 400, ceci tend vers

71/041 e L1 —u 71/041 1
(1-p) — ua e " du=(1-p) —T({—=].

a Jo a \«a
Commengons par appliquer la relation de Chasles

Yoy, () = n /“ dt e /+°° dt
n Unp &) =N e e—— n D e———
" o (Lt o (L+to)"

puis utilisons les majorations des deux questions précédentes

e nt oy (a
nl/aun(a) < nl/a/o exp(—n(l — p)t*) dt + (1_|_aal)(n—)l'

. . /e . p .
Quand on fait tendre n vers +o0, le quotient w tend vers 0 par croissances comparées. On obtient donc

Ko < - eir (1),

« «

I1.7. L’inégalité précédente est valable pour tout p dans |0, 1[. On peut donc faire tendre p vers 0 et obtenir

ke <o (2).

En combinant cette inégalité avec celle de la question II.3, on obtient finalement 1’égalité

2

Exercice 2. a. Les fonctions f : ¢t — —— et g : t — ——— sont continues et positives sur [0, +o0].
! 111 9 1+ ¢4 P [0, +o0f

Pour tout ¢ > 1, observons les inégalités

“+oo
La convergence de l'intégrale / 2 donne I'intégrabilité de g, puis de f, sur Uintervalle [1, +o00].
1

On en déduit Vexistence des intégrales de f et g sur [0, +o0].

b. La fonction ¢ — 1/¢, définie de ]0, +o00[ vers ]0, +-00], est une bijection strictement décroissante de classe C!. On
peut donc effectuer le changement de variable u = 1/t, qui donne du = — dt/t? puis

400 2 dt 0 1/u? +oo 2
I:/ 7472:/ Lzl(_d“):/ 4u7du:J.
0 1+¢4 ¢t +Ocl+1/u 0 ut+1
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c. La fonction ¢ : t +— t — 1/t est continue sur l'intervalle |0, +ool, strictement croissante, avec pour limites —oo
et +00 aux bornes donc, d’apres le théoreme de la bijection, la fonction ¢ réalise une bijection de ]0, 4+o00[ sur R.

La fonction ¢ est une bijection de |0, +oo[ sur R qui est strictement croissante et de classe C!. On peut donc
effectuer le changement de variable © = ¢ — 1/t, qui donne dz = (1 + 1/t?) dt.

Commengons par écrire
+oo 2 +o0 2
1+1¢ t 1
I+J= —— dt= —— 14+ =) dt
* /0 1+ /0 1+t4( +t2>

de maniere a faire apparaitre dx. L’intégrande se réécrit maintenant

12 1 1 1

T+t L2 (t—l)2+2:z2+2’

ce qui donne donc

T d 1 z \]t T
I+J:/ —[Arctan()] = —
oo T2 A2 V2 V2)] o V2
puis finalement I = T

2V2

Exercice 3.
in2nt! (t
t2

S

1. Soit n € N*. La fonction f, : t — est continue sur |0, +o00].

Pour tout ¢ > 1, on observe la domination |f,(¢)| < 1/t%. L’intégrale f1+°° dt/t? converge donc la fonction f,, est
intégrable sur [1, 4+00[.

Quand t tend vers 0, on observe que f,(t) est équivalent & t2"~! donc f,, posseéde une limite nulle en 0. La fonction f,,
est donc intégrable sur |0, 1].

Finalement, la fonction f,, est intégrable sur ]0, +oo], ce qui répond & la question.

2. Soit t € R. On linéarise

; it 2n41 2n+1 n 2n+1
Sin2n+1(t) _ (€ e _ 1 2n+1 eit(2n+1—k)(_1)ke—itk _ (=1) Z 2n+1 (_1)keit(2n+1—2k)
2i (21)2n+1 P k 92n+14 = k !

On coupe la somme en deux

n 2n+1
—1)" 2 1 . 2 1 .
Sin2n+1(t) — §2n+)li <§ : ( nk_‘_ )(_1)ke1t(2n+1—2k) + § : ( nl:'_ )(_1)kelt(2n+1—2k)> )

k=0 k=n+1

Pour tout indice k concerné, on connait 'identité (2”,:’1) = (25216 k). Pour exploiter cette identité, on effectue le

changement d’indice £ = 2n + 1 — k dans la derniere somme. Quand l'indice k varie de n+ 1 a 2n + 1, I'indice £ varie
de n & 0 en décroissant. De plus, on remarque 1’égalité

Mm+1-2k=2n+1-22n+1—-4)=—(2n+1) 4 2¢.
11 vient

2n+1 n n
2n +1 i _ 2n+1 0 i om + 1 B -
Z ( B} )(_1)ket(2n+1 2k) _ Z (2n+ L g) (—1)2nH Loit(—(2n+1)+26) _ _Z ( . >(_1)ee t(2n+1-2¢)

k=n+1 =0 £=0

En reportant dans la formule linéarisée, il vient

ety IS (10 1) et e M (o
0

5 5o >(—1)ksin((2n +1—2k)t).

St = 20 k k

k=0 k=
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3. Quand ¢ tend vers 0, on remarque que sin®**!(t) est équivalent & t>**! donc sin®" " (t) = o(t) car 2n +1 > 1.

L’expression de la question 14 donne aussi

sin?" 1 (t) = (=L" i (2n + 1) (—1)*(2n +1 — 2k)t + o(t).

22n k
k=0

Par unicité du développement limité, I’expression du coefficient devant ¢ donne 1’égalité

En: (271]: 1) (~1)*(2n + 1 — 2k) = 0.

k=0

4. Soit x > 0. La linéarité de l'intégrale donne

/:00 &= (;212n kz_% (271/:— 1) (1) /:f” sin((2n ;1 —2k)t) "

Cette écriture est licite car toutes les intégrales écrites sont absolument convergentes (méme argument qu’a la
question 13).

Soit k € [0,n]. L’entier 2n + 1 — 2k est strictement positif. On peut donc définir la fonction ¢ — (2n + 1 — 2k)¢
de [z, +oo[ vers [(2n + 1 — 2k)x, +o0[. Cette fonction est de classe C!, bijective, strictement croissante donc on peut
effectuer le changement de variable u = (2n 4+ 1 — 2k)t.

o0 sin((2n + 1 — 2k)t oo i d oo i
/ sin((2n +2 )t) gt — / i sin(u) i u (41— 2k)/ 81n(2u) du.
T t (2n+1—2k)z W /(2n +1- 2k) 2n+1-2k (2n+1-2k)z U

On peut maintenant séparer cette intégrale par la relation de Chasles

+oo . ER 2n+1-2k)x _;
/ sin(u) du — / sin(u) du — / sin(u) du.
( x x

2 2 2
2n+1-2k)z U u u

En reportant dans la formule linéarisée, on obtient

/:oo sin”™ (t) . (<1)" z": <2n + 1) (—1)*(2n + 1 2K) /+<><> sin(Qu) du

2 22n k - U
k=0
(—1)" = [2n+1 & CnH1=2R)2 gin (u)
- ; L (-1)"(2n+1—2k) ) 2 du.

Le membre de droite de la premiere ligne est nul d’apres la formule de la question 15. Il reste alors la formule

attendue N _— (21 —20)
> sin?" T (¢) (—1)" & (2n+1 L nHL=2R)T gin (u)
/ — dt:—WZ L) D@1 2k) 5 du.
z k=0

x

5. Le développement limité sin(u) = u + o(u?) montre que gm(;‘# tend vers 0 quand u tend vers 400, si bien que

la fonction ¢ : u — hm(:# est intégrable sur |0, 1].

En décomposant sous la forme
azr 1 1
[ ewa=[ewar- [ e a

on voit que cette différence tend vers 0 quand x tend vers 0. Or cette différence s’écrit

/ o(t) dt = / SH;(QU) du — / % = / 812(2“) du — In(«).

% sin(u)
u2

On en déduit que / du tend vers In(a) quand = tend vers 0.

T
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6. En faisant tendre x vers 0 dans la formule de la question 16, on obtient finalement

I, = — (;21371 Zn: (2”]: 1) (—1)*(2n +1 — 2k) In(2n + 1 — 2k).
k=0

Exercice 4. Cet exercice est emprunté & une épreuve du concours E4A (ancienne version de E3A) PSI de 'année
1999.

Question 1. Partons de I'intégrale du membre de droite de 1’égalité et intégrons par parties. On primitive f” en f’
et on dérive la fonction z — (b — x)(z — a) en  — —2x + a + b. On obtient

b b
/ (b—2)(x — a)f"(x) dz = [(b— o)z — a) f' (@]} / (a+b—22)f(x) dr.

Le terme tout intégré est nul. On effectue une nouvelle intégration par parties. On primitive f’ en f et on dérive
r—a+b—2renx— —2.

b b b
/(aerfQ:v)f’(x) dx:[(a+b72x)f(x)]z+2/ f(z) dx:(afb)f(b)f(bfa)f(a)+2/ f(z) da.

De ces deux égalités, on tire la formule de ’énoncé

| 1@ ar =52 @+ 10) — 5 [[0-0)e - )" @) a.

Question 2. Prenons n dans N*. Appliquons la formule de la question précédente pour (a,b, f) = (n,n+1,g).

[ swat=3mrgme ) -3 [+ 1-0)w- ') do
On en tire I'égalité
1 n+1
wn:—i/ (n+1—2x)(x—n)g"(x) dz

Dérivons la fonction g

_cos(yD) _sin(vA)

2z 2x3/2

Dérivons une deuxiéme fois

—sin(vz)  cos(vx)  cos(v/x) n SSin(\/E).

2 _
Vo =1, 9"(z) = 15372 212 42 4z5/2

Soit x € [1, +o00[. L’inégalité triangulaire donne ensuite

[sin(va)| | Jeos(ya)] | Jcos(v/a)| | 3sin(va) _ 1 3 3

423/ 212 42 4572 T 4x3/2 T 4x2 T 4g5/2°

9" ()] <

Remarquons les inégalités 1/2%/2 < 1/22 < 1/23/2. 11 reste
7
1!
v E—

En particulier, pour tout  dans [n,n + 1], on obtient |¢"(x)| < 7/4n3/2. Pour tout = dans [n,n + 1], on remarque
aussi les inégalités
0<(n+1-2)<1 et 0<(x—n)<L

On obtient donc

[onl =5 D 2

1 n+1 1 Y d <1 n+1 1 ” d <1 n+1 7 d B 7
S| e ne g al <3 [Tt ne- e wsg [T S w= gl

1
L’inégalité 3/2 > 1 prouve que la série —373 converge. On en déduit que la série Y |wy,| est convergente.
n
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Question 3. Supposons que la suite (cos(n)),>1 posséde une limite £. Pour tout n dans N*, on connait la relation
cos(n 4+ 1) = cos(n) cos(1) — sin(n) sin(1),
qui se réécrit
cos(n) cos(1) — cos(n + 1)
sin(1)

sin(n) =
car sin(1) # 0. On en déduit que la suite (sin(n)),>1 converge vers le nombre

cos(1) —1

m =X M

puis que la suite (e'),>1 converge vers le nombre complexe ¢ + im, noté z dans la suite. La relation de récurrence
* i(ln+1) __ i in
Vn € N*, D) =6l x e

donne, par passage a la limite, la relation z = e'z puis z = 0 car €' # 1. On en déduit que la suite de terme général e'™
converge vers 0 mais c’est impossible car tous ses termes sont de module 1.

Cette contradiction prouve que la suite (cos(n)),>1 n'a pas de limite du tout.

Question 4. Soit n dans N*. La relation de Chasles donne
d "+ sin(y7) .
ka = —i do = [-2cos(vx)]7 = —2cos(vn + 1) + 2 cos(1).
k=1 1

Supposons que la série Y vy soit convergente et notons sa somme S. On en déduit alors que la suite de terme
général cos(v/n) converge vers cos(1) — S/2. Cependant, la suite (cos(n)),>1 est une suite extraite de cette suite donc
elle converge aussi.

On a prouvé a la question précédente que cette suite diverge donc I’hypothése de convergence de la série Y vy, était
fausse : cette série diverge.

Question 5. Soit un entier N > 1. Sommons la relation obtenue a la question 2

N
E Upn = § Uy, + un+1 E W, -
n=1

Pour tout entier p > 1, introduisons la somme partielle
P
=2 un
n=1

La formule ci-dessus se réécrit

N
Zvnz (Ux 4+ Ux — w1 + uny1) —*an

Isolons la somme partielle Uy :

N
UN_Zvn+——uI;+1 +;nz_:1wn

Dans cette expression, les trois derniers termes ont une limite finie quand N tend vers 4+oco (le premier est une
constante, le deuxiéme tend vers 0, le troisiéme est la somme partielle d’une série convergente, comme vu & la question 2)
mais le premier n’a pas de limite.

On en déduit que la suite de terme général Uy n’a pas de limite. Par conséquent, la série de terme général u,, est
divergente.




