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PC* — mathématiques jeudi 28 novembre 2019
Devoir surveillé n° 3 — piste bleue durée : 4 heures

|Probléme I — semi-normes commutantes |

On fixe un entier n > 2. Dire qu’une fonction f : M, (R) — R est commutante signifie qu’elle vérifie 'identité
V(A,B) € (M, (R))?, f(AxB)=f(BxA).

On introduit la base canonique (E; ;)1<i,j<n de My(R). On rappelle que pour tout couple (i,j) d’indices entre 1
et n, la matrice E; ; a tous ses coefficients nuls, a ’exception du coefficient situé sur la i-ieme ligne et la j-iéme colonne,
qui vaut 1.

La matrice nulle de M,,(R) est notée Q,,.

’Partie 1 — calculs préliminaires‘

Question 1. Soient (i,7) et (k,¢) deux couples d’indices entre 1 et n. Montrer I’égalité

Ei l Sij =k
E;j x Ege = ’
bk { O, sij#k.
Pour tout élément t = (¢1,...,t,) de R, on considére la matrice

M(t) = zn: t, By
r=1

n n
On considere également la matrice X = " Eq; + > E; ;.
j=1 i=2

Question 2. Calculer les matrices XM(t) et M(¢)X.

’Partie 2 — semi-normes commutantes‘

Question 3. Montrer qu’il n’existe aucune norme sur M, (R) qui soit une fonction commutante.

Définition. Une semi-norme sur M,,(R) est une fonction f : M, (R) — R qui vérifie tous les axiomes d’une norme
autres que la séparation.
En d’autres termes, c’est une fonction a valeurs réelles positives qui vérifie 'axiome d’homogénéité positive et
I'inégalité triangulaire
(SN1) VM e M,(R), VAR, f(AM) = |A| f(M);
(SN2) V(M,N) € (M,(R))?,  f(M+N) < f(M)+ f(N).

Question 4. Soit f une semi-norme sur M, (R). Montrer 1’égalité f(O,,) = 0.

Question 5. Dans cette question, on considére une semi-norme f sur M, (R) et on suppose que c’est une fonction
commutante.

a. Soit B € M,,(R) tel que f(B) = 0. Pour toute matrice A de M,,(R), montrer 1’égalité
F(A+B) = f(A).
b. Pour tout couple (i,5) € [1,n]* tel que i # j, montrer égalité f(E; ;) =0.
c. Soit B une matrice de M,,(R) dont tous les coefficients diagonaux sont nuls. Montrer ’égalité f(B) = 0.

d. Soit t = (t1,...,t,) € R™. Montrer 1'égalité

f (i tr Er,r) -
r=1

e. Pour toute matrice A de M, (R), montrer 1'égalité f(A) = [tr(A)| x f(E11).

n

S

r=1

f(E1).
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Probléeme 1T — théoréme de Borel

Le but de ce probleme est de démontrer le théoréme suivant .

Théoréme. Pour toute suite complexe (¢, )pen, il existe une fonction f € C*°(R,C) telle que

VpeN, fP(0)=c,.

1
On définit la fonction ¥ : x — pa— de R dans C.

Pour tout b réel, on définit la fonction ¢ : de R dans R. On a donc en particulier

}—)7
14 b222
1

Ve eR, ¢i(x)= T2

’ Partie 1 — calculs préliminaires ‘

Question 6. Pour tout p € N et tout € R, montrer la relation

(=P p!
(x —i)ptL’

¥ (2) =
Question 7. Trouver deux constantes complexes a et b telles que

1 b
Vz € R, -2 4 %
1+22 z—i z4i

Question 8. Pour tout p € N, en déduire une expression de la fonction gogp ),

Question 9. Pour tout p € N et tout x € R, montrer la majoration

p+1

’(.%‘—l—i)p-H —(z— i)pH‘ <201 42H) 2.
Question 10. Pour tout p € N et tout € R*, montrer la majoration

(») p!
“Pl (95)’ < [Pt

Question 11. Pour tout p € N| tout a € R et tout z € R*, montrer la majoration

p!
i

lal x [ ()] <

Partie 2 — étude d’une série de fonctions‘

On se donne une suite réelle (ay,) Pour tout n € N, on définit alors la fonction u, de R dans R par

neN’

ap "

Vr € R, n(r) = ————.
v un () 1+nla2 x?

Pour tout n € N, on pose 1, = vVn! X a,.

Question 12. Pour tout p € N et tout entier n > p, montrer que la dérivée p-ieme de la fonction u,, est donnée par

p
P n! ek _
Vo eR,  ulP)(z) = ay x kZ <k) e " x ol ().
=0

Question 13. Soit n € N*. Pour tout p € [0,n — 1], montrer que u® (0) est nul. Déterminer la valeur de u (0).

1. Démontré par Emile BOREL en 1895, mais également par Giuseppe PEANO en 1884.
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Question 14. Soit n € N*. Pour tout p € [0,n — 1], montrer I'inégalité

|x‘n7p71

vz € R, plom.

n

u(p)(m)‘ < '
n:

Question 15. Montrer que la série de fonctions > u,, converge simplement sur R. Sa somme est notée U.
n>=0

Question 16. Pour tout s > 0 et pour tout p € N*, montrer que la série de fonctions > u%p ) converge normalement
nzp+1
sur le segment [—s, s].

Question 17. Montrer que la fonction U est de classe C*° sur R.

Question 18. Montrer ’égalité U(0) = ap ainsi que

VpeN*, UP(0) = ul(0)+pla,.

’Partie 3 — démonstration du théoréme de Borel‘

Question 19. Démontrer le théoreme de Borel pour les suites réelles.

Question 20. Démontrer le théoréeme de Borel dans le cas général.

|Probleme III — étude d’une série de fonctions

Pour tout n dans N*, on définit sur ]0, 4+o00[ la fonction
fnixzen e T,

Question 21. Prouver que la série de fonctions »_ f,, converge simplement sur 'intervalle |0, +oo[. Sa somme est

notée F. On rappelle qu’elle est définie par la forn;flé

+oo
Vo € }074’00[3 F(I) - an(‘r)

Question 22. La série de fonctions Y f, converge-t-elle normalement sur l'intervalle |0, +-o00[?
n>1

Question 23. Prouver que la fonction F est continue sur l'intervalle ]0, +oo].
Dans la suite, pour tout 2 > 0, on définit une fonction g, sur l'intervalle [0, +o00[ par la formule
Vte (0,400,  go(t)=tet®
et on note n, la partie entieére du nombre 1/ V2.
Question 24. Soit = > 0. Etudier les variations de la fonction [/

Question 25. Soit = > 0. Soit un entier N > n, + 1. Prouver l'inégalité

N N+1 N
| awae [0 ar< g,

zt1 n=1

Question 26. Soit z > 0. Soit un entier N > n, + 2. Prouver I'inégalité

N Ny N
ng(n) §/ 9z (t) dt+/ 9 (t) At + gz (nz) + gz(ne +1).
n=1 1 nge+1
Question 27. Soit z > 0. Prouver 'encadrement
_ —ni T —(nz—i-l)za; -z _ —ni T —(nm+1)2w
1—e +e <F(x)<e e +e +\/§e_1/2.

2z 2z 2z 2z ﬁ

Question 28. En déduire un équivalent de F(x) quand x tend vers 0.




