PC" — mathématiques — corrigé du devoir surveillé n° 5 — piste bleue 1

PC* — mathématiques jeudi 23 janvier 2020
Corrigé du devoir surveillé n°5 — piste bleue
Corrigé du devoir surveillé de mathématiques n° 5 — piste bleue

I.A.1. Soit un entier n > 2. On trouve

1 1 1
an:—ln(n)+1n(n—1):+ln(l—).
n n n

On connait le développement limité

In(l+z)=2+ O (2?), donc an =0 <1> .

z—0 n2

On sait que la série de terme général 1/n? converge. Par domination, on en déduit que la série de terme général
a, converge absolument, si bien qu’elle converge.

I.A.2. Pour tout entier n > 1, posons u,, = H, —In(n).

Pour tout entier n > 2, on observe la relation u, — u,—1 = a,. La série télescopique > (u,, — u,—_1) est donc
convergente. On en déduit que la suite (u,)n>1 est convergente. En notant A la limite de cette suite, on obtient

H,=In(n)+A+ o (1).

n——+oo

Cette relation donne H,, = In(n) 4+ o(In(n)), si bien que H,, est équivalent a In(n).

I.B. Si r vaut 0, le terme général H, /(n + 1)" vaut H,, ce qui tend vers +oo. La série de terme général H, /(n + 1)"
diverge donc grossierement.

Si r vaut 1, on a la minoration

H, 1
Vn>1 > .
o+ T n+1
La série > est divergente (et & termes positifs) donc la série > " diverge.
n>1 n+ n>1 (’fl + 1)T

Faisons maintenant ’hypothese r > 2. On a I’équivalent

H, In(n)
(+1)r " ar

n’l‘

Par ailleurs, on sait que In(n)/y/n tend vers 0 quand n tend vers +o00, ce qui donne

In(n) _ o( ! ) done 1 _, (1 )
nr nr—% (n+ ]_)r ’I’LT_% .

> % > 1 donne la convergence de la série de terme général 1 /n’”_% donc celle de terme général

L’inégalité r —
H,/(n+1)".

1
2

Finalement, cette série converge si et seulement si r > 2.

I.C.1. On connait les relations suivantes pour tout ¢ dans | — 1, 1]
XXtk 1 =,
n(l—t)=-S — et —=3 ¢k
a1 =) A D
k=1 k=0

On sait également que les deux séries entieres associées ont un rayon de convergence égal a 1.
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I.C.2. Les deux développements en série entiere de la question précédente s’écrivent sous la forme

4
Z ant” et % = Z b t"™
n=0

—In(l1—1t)

en posant ag = 0 et
1
vn e N*, a,=—
n

ainsi que b, = 1. Le théoréme du produit de Cauchy donne alors pour tout ¢t dans | — 1, 1] I’égalité

7& = Z Zakbn k t".

1-t¢
n=0
_,_/
noté ¢,
Cela prouve que la fonction ¢ — —In(1 —¢)/(1 — t) est développable en série entiere sur 'intervalle | — 1,1[. Ses

coeflicients sont donnés par ¢y = 0 et

|
Vn € N*. ¢, =0 x b, - =H,.
n e x kz::k

Ce développement en série entiere s’écrit donc finalement
In(1-1) *f
H,t".

vie]—1,1], T

I.D.1. Soit (p,q) € N°. La fonction f, , : t — t? In%(t) est continue sur 0, 1]
On observe que vt f, () tend vers 0 quand ¢ tend vers 0. On en déduit que f, ,(t) est négligeable devant 1/+/t

L’inégalité 1/2 < 1 montre que la fonction ¢ — 1/4/t est intégrable sur |0, 1]. On en déduit que la fonction f, , est

intégrable sur ]0, 1].
En particulier, I'intégrale I, , existe.

1.D.2. Intégration par parties.

I.D.3. On fait tendre € vers 0.

I.D.4. On itere la relation de récurrence.
— —(¢g—1 — —(qg—1 -1 —1)1q!
L, — —L (q )IpH:m: ¢  —(¢-1) po:( )7q o,
T op+lT p+l T p+1 p+l ~p+1 77 (p+1)2 7"
Par ailleurs, on trouve
1
1 —1)2q!
0 p+1 T (p 1)t

I.E. Commengons par remarquer l'identité

vt €]0,1[, In""'(t) f(t) = f ant™In" "1 (t)

Pour tout n € N, on définit alors la fonction f,, : t — a, t" In"~*(¢) sur Vintervalle ]0, 1]
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Pour tout n € N, la fonction f, est continue et intégrable sur Uintervalle ]0,1[ (Uintégrabilité a été prouvée
en 1.D.1).

Le calcul préliminaire de cette question montre que la série de fonctions Y f,, converge simplement sur |0, 1].
Sa somme est la fonction F,. : ¢ — In(¢t)" "L f(2).

La fonction f est développable en série entiere sur | — 1, 1] donc elle est continue sur cet intervalle. On en déduit
que la fonction F est continue sur |0, 1.

Soit n € N. La fonction f,, est de signe constant sur ]0, 1] (égal & (—1)™). On en déduit les égalités

! _ ! _ _ (r—1)!
[ 101 at=| [ 5,00 @) = taul ¢ sl = ool % {1

La série de terme général |a,|/(n + 1)" converge par hypothese de 1’énoncé.
On en déduit la convergence de la série de terme général fol |fn(t)] di.

Le théoréme d’intégration terme & terme permet d’en déduire que la fonction F,. est intégrable sur ]0, 1[ et qu’elle

vérifie I'égalité
1 [/+oo +oo 1
/ (Z fn(ﬂ) dt = Z/ fn(t) dt,
0 n=0 n=0"0
c’est-a-dire

1 +oo
/O "N f(E) dt =D anly, = (1) =1 (“7”
n=0 n

I.F.1. Soit un entier r > 2. Prenons pour la suite (an), oy la suite (c,) de la question I.C.2, donnée par ¢y = 0 et
¢, =H, sin>1.

Cette suite est associée au développement en série entiere de la fonction f : ¢ — —In(1 —¢)/(1 —¢) sur | — 1, 1],
comme on l'a vu en I.C.2.

On a vu en I.B que la série Y H,, /(n+1)" est convergente (donc absolument convergente, ses termes étant positifs).

Le résultat de I.LE s’écrit alors dans ce contexte

neN

L —In(1—t) . X e o X H,
/01n () x = (-1) (r—l)!;m—(_l) (T—l)!;m-

On en tire I'égalité

N VA Mo
Z(n+1)7’_(r—l)!/oln O

n=1

-9,

b
In
I.F.2. Prenons deux éléments a et b de |0, 1] tels que a < b et effectuons une intégration par parties dans / In" (1) - t.
. —

On dérive la fonction t — In" () (qui est de classe C' sur le segment [a,b]) en t — (7 — 1) In"~2(t)/t.
On primitive la fonction ¢+ —In(1 —t)/(1 —t) en t — In*(1 — t), qui est de classe C' sur le segment [a, b].
On obtient

/b lnril(t)w dt = — lnril(b) 1112(1 _ b) + lnril(a) 1n2(1 _ a) n (7“ _ 1) /b lnTig(t) 1112(1 — t) dt.

1—t o t

Quand a tend vers 0, le produit In"~*(a) In*(1 — a) est équivalent & a*In"~*(a) donc il tend vers 0.

Quand b tend vers 1, le produit In"~*(b) In*(1 — b) est équivalent & (b — 1)"~*In*(1 — b) donc il tend vers 0 (on
utilise ici que I'exposant r — 1 est strictement positif).

On en déduit que l'intégrale du membre de droite a une limite finie quand a tend vers 0 puis quand b tend vers 1
et on obtient 1’égalité

Yo, (-t DIn"2(t) In?(1 —t) ) o (=D)7 () (1 —¢)
/0 In (t)ﬁ dt = (r — 1)/0 ; dt puis Sy = 2 /0 ; dt.
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I.F.3. Le cas r = 2 s’écrit en particulier

1 (t1In?(1 -
82:7/Mdt.

La fonction ¢ + 1 — ¢, définie de ]0, 1] vers 0, 1], est une bijection strictement décroissante de classe C', ce qui
permet d’effectuer le changement de variable s = 1 — ¢, qui donne

1 [ 1n®(u) 1 [ In®(u)
82_5/1 l—u(_du)_§/0 1—u du.

Pour tout « dans |0, 1], on connait I’égalité

In?(u) <X

17u:Zu hl anQ

n=0

Pour tout n € N, la fonction f, 2 est continue et intégrable sur I'intervalle |0, 1[ (question I.D.1).
La série de fonctions Y f,, 2 converge simplement sur |0, 1[.

In?(u)

Sa somme est la fonction u — 1

, qui est continue sur ]0, 1].

Pour tout n € N, on trouve

1 1 2
et du= [ at du =t =

L’inégalité 3 > 1 donne la convergence de la série de Riemann »

1
(n+1)3

Par application du théoreme d’intégration terme a terme, il vient

1 R |
/o iu ZI“?‘QZ an =2

n=0 k=n+1 k=1

donc la série > fol |fn2(u)] du converge.
n=0

puis Sg = ((3).

. . . R . . , . 1 In“(1 —¢)
Remarque. On aurait aussi pu mener une intégration terme a terme a partir de 'expression Sy = 3 — dt.
0

II.A.1. Traité 356 fois en classe et en devoir.

I1.A.2. La fonction t — at, définie de |0, +oo[ vers ]0, +00], est une bijection strictement croissante de classe C1. On

peut donc effectuer le changement de variable u = at, qui donne du = « dt.
—+oo

L’intégrale t*“Le=" dt a alors la méme nature que l'intégrale fOJrOO(u/a)I’le’" du/a, si bien qu’elle existe.
0
De plus, elles ont la méme valeur, ce qui donne

+oo T
/ tzflefozt dt = ('T) .
0

aI

I1.B.1. Soit (z,y) €]0,+o0o[%. La fonction h : t + t*~1(1 — t)¥~1 est continue et positive sur ]0, 1].

Quand t tend vers 0, on voit que h(t) est équivalent & 1/t1=%. L’inégalité 1 — x < 1 donne 'intégrabilité de h sur
10,1/2].

Quand ¢ tend vers 1, on voit que h(t) est équivalent & 1/(1 —¢)*~¥. L’inégalité 1 — y < 1 donne I'intégrabilité de h
sur [1/2,1].

On a alors prouvé existence de B(x,y).
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I1.B.2. Le changement de variable u = 1 — ¢ encore et toujours.

I1.B.3. Intégration par parties. On s’écarte des bornes 0 et 1 pour intégrer sur un segment.

I1.B.4. Au moyen des résultats des questions précédentes, on obtient

Blw,y+1) et 6($,y+1)Zﬁ(y+1,w)=%+yﬁ(y,m)=x+y

Blx+1,y+1)= B(x,y)

x
z+y+1
Ty
(z+y)(z+y+1)

donc Sz +1,y+1) = B(z,y).

II.C.1. Faisons I'hypothese que la relation (%) est démontrée pour tout x > 1 et tout y > 1.
Prenons x > 0 et y > 0. La relation I1.B.4 permet alors d’écrire

(z+y)(z+y+1) @+y)@+y+ I+ HIy+1)  T+1) Ty+1) @+y)(z+y+1)

Bla,y) = xy Blatly+l) = xy IMNz+y+2) - x Y Fez+y+2)

En appliquant la relation admise sur la fonction I, il vient

I'(z)l'(y)

Blz,y) = Tz +y)

I1.C.2. Définissons la fonction ¢ : u — sur lintervalle [0, +o0.

L’identité p(u) =1 —1/(1 4+ u) montre que cette fonction est strictement croissante. Elle est également continue,
avec ¢(0) = 0 et elle tend vers 1 en +oco. Elle établit donc une bijection de [0, 400 sur [0, 1].
Cette bijection est strictement croissante et de classe C' donc on peut effectuer le changement de variable t = ¢(u).

d
On en tire dt = ﬁ7 puis

400 u z—1 1 y—1 du +oo uzfl
B(I’y):/o <1+u) <1+u> (1+u)2_/0 Ty

II.C.3. La fonction F;, , est donnée par

t
Vt € [0,400], Fu,(t) :/ e " uv du.
0

“+o0
Ceci est majoré par / e Uyt du, clest-a-dire par I'(z + ).
0

I1.C.4. On définit sur [0, +o00[x[0, +o0[ la fonction

u:rfl

H: (a, U) — Wthy

(1 +wa).
Pour tout a > 0, la fonction u — H(a,u) est continue sur [0, +o0].
Pour tout u > 0, la fonction a — H(a, u) est continue sur [0, +o00].

Pour tout (a,u) € ([0, +00[)?, on observe la domination

x—1

[H(a,u)| < T(z+y) x W

On a alors dominé par une fonction indépendante du parametre a, continue et intégrable sur [0, +-oo[ (I'intégrabilité
découle du théoreme de changement de variable & la question précédente).

Ces trois points permettent d’appliquer le théoréme de continuité sous l'intégrale : la fonction G est définie et
continue sur [0, 400
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II.C.5. La fonction F ,, étant une primitive d’une fonction positive, elle est croissante. Ainsi, si a et b sont des éléments
de [0, +oo] tels que a < b, on obtient
Vu >0, H(a,u) <H(Q,u),

ce qui donne G(a) < G(b) par croissance de 'intégrale. La fonction G est donc croissante. En particulier, elle a une
limite en +oo0.

Pour tout n € N, définissons la fonction H,, : v — H(n, u) sur [0, +o00[.
Pour tout n € N, la fonction H,, est continue sur [0, +o0].

Pour tout » > 0, on remarque que Fy, ,((1 +u)a) tend vers I'(x + y) quand a tend vers +o00. On en déduit que
la suite de fonctions (H,),>0 converge simplement sur [0, +oo[ vers la fonction

x—1

: r —_—.
Liu (x+y)><(1+u)z+y

Cette fonction est continue sur [0, +00].

Pour tout n € N, on observe comme a la question précédente la domination
Vu =20, [Hy(u)| < €(u).
La fonction ¢ est indépendante du parametre n, continue et intégrable sur [0, +o00].

Le théoreme de convergence dominée permet alors d’écrire

+oo +oo
lim H,(u) du = / l(u) du  c’est-a-dire lim G(n)=T(z+y)B(z,y).
0

n—-+oo 0 n——+oo

La limite de la suite (G(n)),>0 est aussi la limite de la fonction G en 400 donc la fonction G admet en 400 pour
limite le nombre I'(z + y) B(z, y).

I1.C.6. Prenons un segment [c,d] inclus dans ]0, +o0l.
Pour tout a € [¢,d], la fonction u — H(a,u) est continue et intégrable sur [0, +oo].

Soit u > 0. La fonction a — H(a, u) est de classe C! sur [c, d], de dérivée

x—1 x—1
1+wF, ,(1+u)a) = vy e~ (HWa((] 4 g)q)oty=1 = =1 = (IHwa grty—1,

H
a (1 _’_u)a%l»yfl

a,u) =

70 (1+u)*ty

H
Pour tout a € [¢,d], la fonction u — %(am) est continue sur [0, +o00[.
a

On observe la domination

aly
Oa

V(a,u) € [¢,d] x [0, +00], ' <ule ™ xe ¢ x d*TYVL.

La fonction u +— u®~1e ™% x e™¢ x d®T¥~! est indépendante du parametre a, continue et intégrable sur [0, +oo|
(on utilise I11.A.1).

Le théoréme de dérivation sous l'intégrale permet de conclure que la fonction G est de classe C! sur le segment [c, d].
C’est vrai pour tout segment [c,d] inclus dans 0, +o00[ donc cette fonction est de classe C* sur ]0, +o0].
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I1.C.7. Le théoreme de dérivation sous I'intégrale donne

e T (x) a®tv~1

- =e %a¥ ! xT'(2).
a

+oo
Ya >0, G'(a)=e *xa"v 1 x / u e du =
0

On a utilisé le calcul de la question I1.A.2.

I1.C.8. Prenons deux éléments c et d de |0, +oo[. Le théoréme fondamental de I'intégration donne
d d
G(d) — G(e) = / G'(s) ds = I‘(m)/ e *s¥ ! ds.
c c
La fonction G est continue en 0 et G(0) est nul. On fait tendre ¢ vers 0 puis d vers oo et il vient
+oo
Iz +y)B(z,y) =T(x) x / e *s¥tds =T'(2)[(y).
0

La relation () est démontrée sous les hypotheéses > 1 et y > 1. Elle est donc démontrée dans le cas général
d’apres I1.C.1.

ITI.A. Partons de l'identité
Ve >0, T'(z+1)=zl(x).

On en déduit I'identité
Ve >0, In(T(z+1))=I(z)+ nT(z)).

Par dérivation, il vient

cest-a-dire ¥(x + 1) — ¢ (z) = 1/x.

II1.B.1. Fixons y > 0. Les fonctions y +— I'(y) est y — I'(x + y) sont de classe C* sur ]0, +oc[, si bien que la fonction
y — B(z,y) Dest aussi.
Cela prouve que la fonction g—g est bien définie sur (]0,+o00[)2. En dérivant dans la relation (%), il vient

op _ yle+y) -T'@@+y) '@l ('y 'E+y)
o) € (0+oolf, - Gote) = Plo) x GRS E - p (1 - )
c’est-a-dire o5
37;(% y) = B(z,y) (W(y) — (= +y)).

II1.B.2. Soient y > 0 et z > y. Pour tout ¢ dans 0, 1[, on a alors
tmfl(l - t)yfl > tzfl(l o t)zfl.
Par croissance de Uintégrale, il vient alors 8(z,y) > 8(z, 2).

La fonction y — SB(z,y) est donc décroissante.

II1.B.3. On en déduit que la dérivée partielle de la question III.B.1. est négative (au sens large). Le nombre §(x,y)
est strictement positif donc

V(z,y) € (0,400))%,  ¥(y) —¢(z+y) <O0.

Cela prouve que la fonction 1 est croissante sur ]0, +o0.
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II1.C.1. Soit > —1. Soit n € N*. La relation de la question III.A donne

1 1
Vke[l,n], —-—

F i = WEED —9k) — W@tk 1) =z + k).

Un télescopage donne alors

> (7~ 1) = W+ D = 00) = a0+ 1) = (o + 1),
k=1

En réarrangeant les termes, il vient la formule attendue

/1 1
¢(1+x)—w(1):w(n+x+l)—w(n+l)+kz_l<k—k+x).

ITI.C.2. Partons de la majoration = < p, qui donne n+ x4+ 1 < n + p+ 1 puis, la fonction v étant croissante,

n+p n+p

0< Pt a+1)—b(n) S ln+p+ 1) —blm) = S Wk + 1)~ (k) = 3 ¢ = Hagp — Ho.

k=n k=n

La derniere étape n’est en fait pas utile. Dans la derniére somme écrite, on majore tous les termes par le plus grand
d’entre eux.

II1.C.3. L’encadrement précédent montre que la différence ) —n+x+1) —¢(n+1) tend vers 0 quand entier n tend
vers +o00.
Remarquons maintenant I'identité

1/)(n+x—|—1)—1/1(n—|—1):w(n—l—x—kl)—w(n)—%.

On en déduit que la différence ¥(n +x + 1) — ¢ (n + 1) tend également vers 0.
Le membre de gauche de III.C.1 est indépendant de n. On en déduit que la somme partielle du membre de droite

a une limite finie quand n tend vers +oo (on peut également obtenir cela en remarquant que le terme général de cette
série est équivalent & x/k?). On obtient donc

w(1+x>—w<1>=:m (G-)-

—
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1 1

IT1.D.1. Pour tout entier n > 2, on définit sur [—1, 4+o0] la fonction g, : x — — — T
n o n+z

Considérons un entier p > 2.

La série de fonctions Y g,, converge simplement sur [—1, +oo[ (question III.C.3).

Pour tout entier n > 2, la fonction g, est de classe CP sur [—1, +00[, avec
_1)k+1 L1
_ () () = (DR
Vk e [1,p], Vze[-1,400[, g,/ ()= (n )T

—1, on observe que |g ( )| est équivalent & k!/n**! quand n

Soit un entier k € segl,p — 1]]. Pour tout = >
tend vers —+o0.

L’inégalité k 4+ 1 > 1 montre que la série de Riemann —557 converge donc la série > ggc)(a:) converge absolu-
n>2 T n>2

ment.

Ainsi, la série de fonctions g( ) converge simplement sur [—1, +o0].
n>=2

La fonction \ gn \ est décroissante sur [—1, +00[, ce qui donne
|

() - Pr

||g ||OO,[*1,+OO[ - (TL o 1)p+1 .

) converge normalement

C’est 1a encore le terme général d’une série convergente donc la série de fonctions Y g(p
n>=2

(donc uniformément) sur Uintervalle [—1, +o00[.

Le théoréme de dérivation terme & terme permet d’en déduire que la fonction g est de classe C? sur [—1, +o0o[. C'est
vral pour tout entier p > 2 donc la fonction g est de classe C*° sur cet intervalle.

Ce théoréme donne aussi les relations
—+o0
1

x _ ) () = (—1)FH1 —
VkeN', Vr>-1, ¢"(z)=(-1) k!,;(nm)kﬂ'

On trouve donc en particulier
Vi e N*, g®0) = (—=1)* 1k (C(k+1)—1).

1,1[. La formule de Taylor avec reste intégral donne

" g®) (0 @ —t)n
g n X
z) =Y k'( )x’“+/0 gt +1)(15)7( n!> dt.

k=0

II1.D.2. Soit n € N. Soit z €] —

La fonction |g("*1)| est décroissante sur [~1, 1], ce qui donne

+oo +oo
vee L1, [ )| <ot 1)) = Y m <D ("%”' = (n+ 1I(2).

=2 =2

Si z est dans [0, 1], on obtient
g(k)

g(z) —
k 0

/ ’g(""'l) (x —t) dt < (n+1)1¢(2) /ox (T dt = ¢(2) 2™+

Si z est dans | — 1, 0], on obtient
C(t—x)"
n!

g0 o i v | i = ¢(2) (="

n! -

On en déduit dans les deux cas que le reste intégral tend vers 0 quand I'entier n tend vers 4+oo. Ainsi, la série de
Taylor de la fonction g converge simplement sur I'intervalle | — 1, 1] et sa somme est la fonction g. Cela revient a dire

que la fonction g est développable en série entiere sur l'intervalle | — 1, 1].
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II1.D.3. Pour tout « dans | — 1, 1], la formule de la question I11.C.3 donne

Pl +z)=¢(1)+1— + g(x).

1+ =z

En remarquant que g(0) est nul, le développement en série entiere de la fonction g s’écrit

“+o0 ( ) —+o00
-\4 kk'(()) 2P = (=D (e + 1) — 1) 2
k=0 ’ k=1
Il vient donc
¢(1+x):1/)(1)+1——+z DF ¢k +1) —1) 2"

On extrait de cette formule une somme géométrique

+oo

—1)F (=) 2k = 7 .
D
. 1 - .
Ce terme se simplifie avec 1 — T3 si bien qu’il reste
x
Y(1+2) = +§ DEFLC(k+1) 2F

IV.A. Fixons x > 0. D’apres la formule de la question ITI1.B.1 et le fait que la fonction I" soit de classe C*°, la fonction
ap 1
Y 8—(x,y) est de classe C! sur ]0, +o00[.
Y
En particulier, cette fonction admet une dérivée en 1, si bien que B(x) est bien défini.
En dérivant la relation de II1.B.1, on obtient

V>0, Shle) = 5 w0) (6 — bl ) + Bley) (0 (0) — 0o ).
On obtient en particulier
B(z) = %(% 1) (1) =Yz + 1) + Bz, 1) (@'(1) = ¢'(x + 1))
La relation (£) donne B(x,1) = E((?‘I"‘(ll)) = %

La formule de la question II1.B.1 donne

op

ay(ﬂ?«“ 1) =p6(z,1) (1) =z +1)) = — (1) =gz +1)).

8=

En reportant dans le calcul précédent, il vient

B(z) = — (1) = ¥(z +1))* + ('(1) = ¢'(z +1))) -

Le fait que I" soit de classe C* sur |0, +oo[ entraine que ¥ l'est aussi et on en déduit que B l’est aussi.

32

T uis on prend y = 1.
0y 5 (T,9) p prend y

IV.B.1. On applique deux fois le théoreme de dérivation sous l'intégrale pour exprimer —

IV.B.2.

VpeN, Ve>0, BP(z)= /1(111(1 —1))? (In(t))P ¢t dt.
0



PC" — mathématiques — corrigé du devoir surveillé n° 5 — piste bleue 11

IV.B.3. On peut appliquer le théoréeme de continuité sous I'intégrale pour montrer que la fonction

R /1(111(1 — )2 (In(t))P 471 dt

est en fait continue sur l'intervalle [0, +-0o[. On en déduit que la fonction B"=2) admet en 0 la limite

/01(111(1 —1))* (In(t)) 2t~ dt,

apres quoi il suffit d’appliquer la formule de I.F.2.

IV.B.4. La somme Sz est donc la limite de B(z)/2 quand x tend vers 0. Utilisons la relation de la question IV.A et
faisons apparaitre des taux d’accroissements

L _ YE D) () plat ) —v() 1 ¢+ d) v
2 2 T 2 T
En faisant tendre x vers 0, il vient
S0 =0 w/(1) — () = -1,

La fonction = — (1 + z) est développable en série entiere sur | — 1,1[ (question III.D.3). Le coefficient devant
2? dans son développement vaut alors 1”(1)/2. Ce coefficient vaut par ailleurs (—1)3¢(3), ce qui donne finalement

Sz =((3).

IV.C.1. La fonction ¢ étant de classe C* sur ]0, +o0], la fonction & — (1 + z) est de classe C* sur | — 1, +o0], si
bien que la fonction ¢ est également de classe C*° sur cet intervalle.

Soit un entier n > 2. La formule de Leibniz permet de dériver le terme carré, ce qui donne
n—1
Vo> oL @) = 0+ o) = ) O k)t Y ()P ARt )+ (L) (61 + 1) = (1) -6 (L),
k=1

On évalue ceci en 0.
n—1

2 (0) Z( ) (9 (1)) (1) — D (1),

k=1

IV.C.2. Soit un entier 7 > 3. Pour tout = > 0, on observe la relation ¢(x) = B(z). La formule de Leibniz donne
Ve >0, o7 D()=2B" V(@) + (r—1)B" D (z).
En faisant tendre x vers 0, il vient alors
eV0) = (r—1) x (=1)"2(r — 2)!1S, = (=1)"(r — 1)! x 2S,..

On en tire I'égalité
s, = UL § (r N 1)1/}(’“)(1)1#“‘1"“)(1) -9
" (r=1)! = k '

Revenons au développement en série entiere de la fonction a +— (1 4+ x) obtenu & la question II11.D.3. La formule
de Taylor donne

(n
Vo e]—-1,1], Zd’

L’unicité du développement en série entiere donne donc pour tout n > 1 Pégalité (™ (1) = n!(=1)"¢(n + 1). On
obtient donc finalement
r—2

T (Z < ) (“D)*Ck+1) (r—=1 =k (=) 1R ¢(r —k) — (=)™ el ¢(r + 1)> =rl(r+1)=Y C(k+1) C(r—Fk).

k=

28—

—




