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PC* — mathématiques jeudi 23 janvier 2020
Devoir surveillé n° 5 durée : 4 heures
‘Probléme I — convergence d’une série au sens d’Abel

Soit (an), ey une suite complexe.

Dire que la série Y a, converge au sens d’Abel signifie que la série entiere > a,a™ posséde un rayon de convergence
n=0 n=0
supérieur ou égal a 1 et que la somme
+oo
E apx"
n=0

posséde une limite finie quand = tend vers 1 en restant dans |0, 1[. En cas d’existence, cette limite finie est appelée

somme d’Abel de la série Y ay,.
n=0

I.1. Dans cette partie, on étudie quelques exemples.

a. Prouver que la série > (—1)™ converge au sens d’Abel et calculer sa somme d’Abel.
n>0

b. Méme question pour la série > (—1)"n.
n>=0

c. La série ) 1 converge-t-elle au sens d’Abel ?
n=0

d. Soient (an),cy €t (bn), oy deux suites complexes. On note (¢, ), ¢y le produit de Cauchy de ces deux suites.
On suppose que les séries > a, et > b, convergent au sens d’Abel. Prouver alors que la série 3 ¢, converge
également au sens d’Abel et préciser sa somme d’Abel.

1.2. Dans cette partie, on prouve le théoréme d’Abel, qui affirme que la convergence d’une série implique sa convergence
au sens d’Abel.

On considere donc une suite complexe (@), oy et on suppose que la série » a, converge (au sens usuel). Pour
n>0
tout entier N, on pose alors

+o0
R@r: E: Qp,.

n=N+1

a. Justifier que le rayon de convergence de la série entiére . a,z™ vaut au moins 1.
n=0

+o00
On peut donc définir sur U'intervalle | — 1, 1] la fonction f: x +— Y a,z™ et on peut définir f en 1 aussi.
n=0

b. Pour tout x dans | — 1, 1[, prouver la relation

c. On fixe € > 0. Justifier I'existence d’un entier ng tel que

Vn = ng, H{n‘ﬁ

| ™

d. On garde les notations ¢ et ng de la question précédente. Pour tout = dans [0, 1], prouver I'inégalité
no c
[f(z) = f()] < (1 =) ZO [Ru| 2" + 5.
n—

e. Conclure.
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1.3. Dans cette partie, on prouve le théoreme de Tauber, qui est une réciproque partielle du théoreme d’Abel.

On considere une suite complexe (a,), oy et on suppose que la série ) a, converge au sens d’Abel. Sa somme
d’Abel est notée A. Pour tout x dans | — 1, 1], on pose

“+oo
Y0
n=0
Enfin, on suppose que la suite (nay)n>o converge vers 0. Pour tout N dans N, on pose alors
pun =sup{|na,| ; n > N+1}.
a. Prouver que la suite (un)nso converge vers 0.

b. Soit x dans [0, 1[. Pour tout k dans N, prouver la majoration 1 — 2% < k(1 — ).

c. Soient = dans [0,1] et N dans N. Prouver la majoration

> e

k=N+1

1
1—x

\LX

d. Soient x dans [0, 1] et N dans N. Prouver la majoration

Zak— (1—2) Z\kaﬂ—#

e. Prouver le théoreme de Cesaro : si (2,),y est une suite complexe convergente, de limite ¢, alors la suite de

terme général
1 n
= — Zk}
n Z
k=1

converge également vers /.

N 1
f. Prouver que la suite de terme général > ap — f (1 — N) converge vers 0.
k=0

g. Montrer que la série Y ay est convergente et préciser sa somme.
k>0

Probléeme IT — approximation par des séries divergentes

On considere la fonction f :]0, +oo[— R définie par

+oo
F(z) = / e /Tt dt,
1

On va voir qu'une série divergente peut étre utile pour calculer une valeur approchée de F(z) pour un  donné.
I1.1. Pour tout 2 > 0 et tout N € N*, montrer que la fonction ¢ — e=%/® t=(N*1) egt intégrable sur [1,4+o0].

Il est donc possible de définir la fonction F introduite ci-dessus. On introduit également les notations suivantes

rn(z) = ()N NI gt g1/

N
=> (D) (k= 1)take/"

k=1
+oo
Rx(z) = (=1)NN!zN / e/ =N+ g,
1

I1.2. Montrer que la fonction F est de classe C* sur |0, 4o00].
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I1.3. Pour tout N € N* et tout = €0, +o00[, prouver I'égalité F(x) = Sx(z) + Rn ().

I1.4. Déterminer le domaine de convergence de la série entiere > (—1)k=1(k — 1)!2* et montrer que si z > 0, la
k=1
suite (Rn(z))n>1 n'est pas bornée.

I1.5. Pour tout N € N* et tout z > 0, prouver la majoration

[Rn(2)] < |ra()]-

En déduire la relation Ry41(z) = OO(’I“N (2)).
z—

I1.6. Pour tout N € N*, montrer que Rx(z) est équivalent & rx(z) quand z tend vers 0.

I1.7. Pour tout = dans l'intervalle ]0, [, montrer que la suite (Jrn(z)|)n>1 est décroissante jusqu'a un certain rang

DN =

puis croissante.

Quand on utilise Sy () comme valeur approchée de F(z), on appelle erreur relative le rapport

RN(:v)

F(x)

Ex(z) = ‘

I1.8. Dans cette question, on suppose que N est pair et on pose M = N/2.

1
Pour tout x dans l'intervalle }0, ] , prouver les inégalités

N
NI N+1
Sn(z) =0 et Ex(z) < 7 x
ST(1—(20+ 1)z) (20)! z20+1
=0

I1.9. Application numérique. Vérifier que

1
Es( =) <3103
4(10) 310

< Il y a entre les géometres et les astronomes une sorte de malentendu au sujet de la signification du mot convergence. Les géometres préoccupés
de la parfaite rigueur et souvent trop indifférents & la longueur de calculs inextricables dont ils congoivent la possibilité, sans songer & les entreprendre
effectivement, disent qu’une série est convergente quand la somme des termes tend vers une limite déterminée, quand méme les premiers termes
diminueraient trés lentement. Les astronomes, au contraire, ont coutume de dire qu’une série converge quand les 20 premiers termes, par exemple,
diminuent trés rapidement, quand méme les termes suivants devraient croitre indéfiniment. >

Henri POINCARE, Lecons de Mécanique céleste, 1905-1910.

Probléeme III

=1 de.

1
t—1

Pour tout x convenable, on pose F(z) = /
o In(?)

t—1
II1.1. Montrer que la fonction « : ¢ — —— est bornée sur |0, 1[.

In(t)

II1.2. Pour tout & > 0, montrer que F(z) existe.
IT1.3. Montrer que la fonction F a une limite nulle en +o0.
I11.4. Montrer que la fonction F est de classe C* sur ]0, +oo[ et obtenir une expression de sa dérivée.

II1.5. En déduire une expression de F(z) valable pour tout x > 0.




