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‘Corrigé du devoir surveillé de mathématiques n°5 — piste rouge

Probléme I

I.1.a. La série entiere géométrique > (—1)"z" a un rayon de convergence égal & 1. Sa somme est la fonction

n=0
x + 1/(1 + z). Cette fonction a pour limite 1/2 en 1 donc la série > (—1)™ converge au sens d’Abel et sa somme
n=0
d’Abel vaut 1/2.
I.1.b. La fonction
+0o0 1
Cx —1)"x" =
framd (()"a" =
n=0
est développable en série entiere sur U'intervalle ouvert | — 1, 1[ donc ses dérivées successives s’obtiennent en dérivant
terme a terme. En particulier, on obtient
1 I
Ve el —1,1], — = —1)"nat,
puis
_r —+o0 “+o0
Vee]—-1,1 —_— = —1)"nz" = —1)"nz".
]-1,1], e n;( ) ngo( )

Cette expression tend vers —1/4 quand = tend vers 1. On en déduit que la série > (—1)™n converge au sens d’Abel
n=0
et que sa somme d’Abel vaut —1/4.

I.1.c. La série entiere Y 1 X 2™ a un rayon de convergence égal & 1. Sa somme est la fonction z — 1/(1 —z). Elle
n=0
admet une limite infinie en 1 & gauche donc la série >~ 1 ne converge pas au sens d’Abel.
n=>0

I.1.d. Le théoreme du produit de Cauchy pour les séries entieres nous apprend que le rayon de convergence de la
série entiere Y ¢,2™ vaut au moins le minimum des rayons de convergence des séries entieres »  a,z" et Y b,2™. Il
vaut donc au moins 1.

De plus, pour tout = dans | — 1, 1], ce théoréme donne 1'égalité

—+oo +oo +oo
Z cpxt = Z apz"™ | x E bpa™ | .
n=0 n=0 n=0

+oo
Notons A et B les sommes d’Abel respectives des séries Y a, et Y. b,. On observe que > c¢,a" tend vers A x B
n=0 n=0 n=0
quand x tend vers 1 par valeurs strictement inférieures.
On en déduit que la série Y ¢, converge au sens d’Abel et que sa somme d’Abel vaut A x B.
n=0

I.2.a. La série Y a, converge donc la suite (Uan)nGN converge vers 0. En particulier, cette suite est bornée.
n>=0
Rappelons que le rayon de convergence de la série entiere Y a,z™ est la borne supérieure de I’ensemble des p > 0
n=0
pour lesquels la suite (anp™)n>0 est bornée. On vient de voir que 1 est un élément de cet ensemble. Le rayon de
convergence de cette série entiere vaut donc au moins 1.
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I.2.b. La suite (R,,), oy converge vers 0 (c’est la suite des restes d'une série convergente) donc elle est bornée. Par
le méme raisonnement que précédemment, la série entiere Y R, 2™ a donc un rayon de convergence supérieur ou égal

& 1. En particulier, cette série entiere converge simplement sur l'intervalle ouvert | — 1, 1].
Soit z dans | — 1,1[. On trouve
+o00 +oo 400 +o0 +oo +o00
(1—x) z R,z" = Z R,z" — Z R,z"t! = Z Rz — ZRk_lxk =Rop + Z(Rk — Rk_l)xk
n=0 n=0 = k=0 k=1 k=1
——
k=n-+1

Observons maintenant les égalités
+oo
Ro=Y ar = f(1)—ag
k=1

et, pour tout k dans N*,

+oo “+o0
Rk - Rk—l = E a; — E a; = —a;.
i=k+1 i=k

Il reste donc

+o0 +o00
(1—2)> Rpa" = f(1) —ao— »_aa® = f(1) — f(x).
n=0 k=1

I.2.c. C’est ni plus ni moins la définition de I’énoncé « la suite (R, converge vers 0 >. C’est la une propriété
p n)nen prop
connue de la suite des restes d’une série convergente.

1.2.d. Prenons z dans [0, 1[. Partons de la formule de la question 2.b et séparons la somme en deux.

flz)=f(1) =01 -2 ZRxn—i— (1—-2x) Z Rpz™.

n=0 n=ng+1

Appliquons maintenant I'inégalité triangulaire, en utilisant le fait que = et 1 — x sont positifs,

no +oo
[f@) = fI <A =2) Y [Ralz"+(1—2) DY [Ro|a"
n=0 n=no+1

Pour tout entier n > ng + 1, on utilise la majoration de la question 2.c, pour obtenir

I I e o+l

13 g
n< 77127 < .
D, [Rala 2. =51 2(1 — )

n=no+1 n=no+1

En reportant dans l'inégalité précédente, on obtient, comme souhaité, la majoration

F@)~ FOI< (1 —2) 3 Ral 2" + 5

n=0

I.2.e. On observe que (1 —z) > """ |Ry,| 2™ tend vers 0 quand z tend vers 1. Il existe donc z¢ dans ]0,1] tel que

no
€
Yz € [zo, 1], (l—x)nzz:omn\x" <3
On obtient donc
Vo € [xo, 1, [f(z) - f(D)] <e.
Plus précisément, on a prouvé ceci
Ve >0, 3z €]0,1], Vzx € [zg,1], If(z)— f(1)| <e.

En somme, on a prouvé que f(z) tend vers f(1) quand x tend vers 1 & gauche — cela signifie que la fonction f est

automatiquement continue en 1, mais ce n’est pas ce qui nous occupe ici. Tout ceci prouve que la série > a,, converge
n>=0
au sens d’Abel et que sa somme vaut f(1).
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1.3.a. Soit ¢ > 0. La suite (na,),>o converge vers 0 donc il existe un rang ng tel que
Vn > ng, |na,| < e

Prenons un entier N > ngy. Pour tout entier n > N + 1, I'inégalité n > ng a lieu, donc |na,| < . On en déduit la
majoration uy < e. On connalt par ailleurs la minoration uyx > 0.
On a alors prouvé ceci
Ve >0, dng€eN, VN >ng, 0< un <e.

On a donc prouvé que la suite (un)nen converge vers 0.

I.3.b. Soit k dans N. On connait la factorisation

k—1
1—aF = (1—$)Z$i.
i=0
Le fait que x soit dans [0, 1] donne les inégalités
k-1 k—1
1—-2>0 et Z ' < 1=k
=0 i=0

donc 1 — 2F < k(1 — z).

Notons qu’il est possible également d’obtenir cette majoration par I'inégalité des accroissements finis. C’est certes
inutilement compliqué mais ga présente 'avantage de se généraliser au cas ou k n’est pas un entier.

I.3.c. On commence par appliquer I'inégalité triangulaire (c’est possible car la série converge absolument) puis on
écrit a, = kay/k. Ensuite, on majore 1/k par 1/N et |kax| par pn. On obtient

+00 +00 400 1 +00 . . L2 . 1
2 k ko o+ k
g apr”| < g ’akx|— g |kag| x = xk< E Nm_Nl—xSle—m'
E=N-+1 E=N+1 E=N+1 E=N+1

1.3.d. On commence par effectuer un découpage

N N N N +00
Zak—f(x):Zak—Zakxk— Z axT” Zzak(l—wk)— Z apk.
k=0 k=0 k=0 k=0

k=N+1 k=N+1

Ensuite, on applique I'inégalité triangulaire

N N “+o0
E ar — E lak| x (1 — ¥ E apz®
k=0 k=0 k=N+1

Il n’y a plus qu’a utiliser les inégalités des deux questions précédentes

N N
UN 1
— < 1-—- — .
kgzoak f(z) k2=0|ak| x k(1 —1z)+ N 1%

I.3.e. Voila une question bien difficile, surtout en I’absence de toute indication. La démarche est voisine de celle
de la partie [.2. On fixe € > 0. D’apres la définition de la limite, il existe un rang ng tel que

Vk > ng, |z — £] <

l\)\m

Prenons un entier n > ng + 1. Appliquons l'inégalité triangulaire

;kz_:ma.

n

1
|mn€|_|n2( p—0)

k=1
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On sépare la somme en deux parties pour exploiter la condition sur 'entier ng.

1 0 1 ~ 1 0 1 " 13 13 1 0 no€
k=1 k=no+1 k=1 k=no+1 k=1

noté o

La quantité notée o est indépendante de n. On peut donc affirmer que o/n tend vers 0 quand lentier n tend
vers 4+o00. Il existe donc un entier n; > ng tel que

Vn = nq, <

SRS
ST

Pour tout entier n > nq, on obtient alors |m,, — £| < e. Plus précisément, on a prouvé ceci
Ve >0, 3ng €N, Vn>ng, |, —£] < e.

On a donc prouvé que la suite (my,),>1 converge vers £.

1.3.f. Prenons N dans N* et appliquons la majoration de la question précédente pour le choix z = 1 — 1/N. On

obtient
N 1
Sa-f(1-g)
k=0

On a vu en 3.a que uy tend vers 0 quand N tend vers +o0o. De plus, le théoreme de Cesaro permet d’affirmer
que % 22:1 |kay| tend vers 0 également. D’aprés le théoréme des gendarmes, on peut conclure que la suite de terme

général
al 1
> a1 (1-5)
k=0

1 N
< N; |kak\ + UN-

converge vers 0.

1.3.g. Par hypothese, on sait que f(z) tend vers A quand z tend vers 1 en restant dans ]0, 1[.
Pour tout entier N > 2, le nombre 1 — 1/N est dans ]0,1[ donc, par caractérisation séquentielle de la limite, on

peut affirmer que f(1 —1/N) tend vers A quand l'entier N tend vers +o0.
N
Le résultat de la question précédente permet de conclure que ) ay tend vers A quand l'entier N tend vers +oo.
k=0
Autrement dit, la série > aj est convergente (au sens usuel) et sa somme vaut A.
k>0

Probleme II (origine : X-ENS MP 2015) |

I1.1. Soit > 0. Soit N € N*. La fonction f : t +— e~ /* ¢t~ (N*1) est continue sur I'intervalle [1, +ool.
On observe que t2f(t) tend vers 0 quand t tend vers +oo (croissances comparées), ce qui donne f(t) = o(1/t?).
On sait que la fonction ¢ — 1/t2 est intégrable sur [1, +oo[. On en déduit que la fonction f est également intégrable
sur [1, 4o0].

Autre méthode. On peut négliger f(t) devant e=%/(2%),

I1.2. On peut avoir la tentation d’appliquer le théoreme de dérivation sous l'intégrale, mais on doit vite se rendre
compte que les expressions des dérivées successives sont atroces. La bonne méthode consiste a se débarrasser du x
dans 'intégrande.

La fonction t + t/z réalise une bijection de [1,4oo[ sur [1/x, +00[, qui est strictement croissante et de classe C!.
On peut donc effectuer le changement de variable u = t/x.
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Celui-ci donne du/u = dt/t puis
—u 1 —u +oo —u
F(x):/ e—du:/ e—du—l—/ ° du.
1z U 1)z U 1 U
—_———

La fonction ¢ : u — ¢~ */u est de classe C*> sur |0, +oo[. Elle admet pour primitive sur ]0, +o0o[ la fonction

D sn—>/—du

La fonction ® est alors également de classe C*°. L’identité
Ve >0, F(z)=FQ1)—-®(1/z)

justifie que F est de classe C* sur I'intervalle |0, +o0].

Remarque. Cette propriété ne sert a rien dans la suite du probleme. Cette question semble avoir été posée ici pour
faire perdre du temps aux candidats et aux candidates.

I1.3. Soit k € N*. Soit x > 0.

a
Fixons provisoirement a > 1 et effectuons une intégration par parties dans l'intégrale / e T dt.
1

On dérive la fonction ¢ — t=*, qui est de classe C!, en ¢ — —kt—F—1.
On primitive la fonction ¢t — e7%/% en t — —ze /%, qui est de classe C'. On obtient

/ e /T k qt = —pe~ ¥ TqF 4 pem /T — ij/ et/ k=1 ¢,
1 1

On fait tendre a vers 400, ce qui donne

+o0 +oo
/ e Tk qt = ge~ /T — kx/ e /T h—1 gy,
1 1

On multiplie ensuite par (—1)*~! (k — 1)!z*~!, ce qui donne

Ri—1(z) = rg—1(z) + Ri(2).
Soit maintenant N € N*. Un télescopage donne alors

N

N
2) =Y (@) =Y (Re-1(z) — Ri(x)) = Ro(z) — Rx(z) = F(2) — Rn(a),
k=1

k=1
c’est-a-dire F(z) = Sx(z) + Rn(2).

I1.4. Rappelons que pour tout z > 0, le quotient x*/k! tend vers 0 quand k tend vers +oo. On en déduit que le
quotient k!/z* tend vers +oo.

Ainsi, pour tout y > 0, le produit (k — 1)!y*~! tend vers +oc quand k tend vers +oco et il en va de méme pour
(k— 1) y*.

Plus généralement, pour tout y réel non nul, la valeur absolue de (—1)*~! (k — 1)!4* tend vers +oo donc la série
ayant ce terme général diverge grossierement.

Rappelons également que toute série entiere converge en 0, si bien que le domaine de convergence de la série entiere
étudiée est {0}.

Prenons x > 0. Une minoration directe donne
+oo 2 2
/ et/ = (NFD) gy > / o t/m = (NF) gy > / 0—2/7 9—(N+1) g4 — o—2/7 9—(N+1)
1 1 1
puis |[Rn ()] = NI (z/2)N x e=2/7 /2.

Comme expliqué précédemment, ce minorant tend vers +oco quand N tend vers +oo, donc la suite (Rx(2))n>1
n’est pas bornée.
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I1.5. Soit N € N*. Soit # > 0. Pour tout ¢ > 1, on observe la majoration t "N~ < 1, qui donne

+oo
|Rn ()| < N!xN/ e T At = NN x ze™ V% = |rx ()] .
1

On en tire la domination

=N x z.

‘RNH(l‘) N1 (T)
rn(z) rn(x)

Par le théoréme des gendarmes, le quotient Rx41(z)/rn () tend vers 0 quand « tend vers 0, ce qui s’écrit Ryy1(x) =

L0, (rv(@)).

I1.6. L’intégration par parties de la question I1.3 donne Ry (z) = rn(2z)4+Rn41(2). La relation de la question précédente
donne donc
Rn(z) =rn(z) + o (rn(z)),

z—0

ce qui signifie que Ry (z) est équivalent a rn(z) quand z tend vers 0.

IL.7. Soit  dans l'intervalle ]0,1/2[. Pour tout N € N*, on a déja vu la relation

rN+1()

=N x z.
N()

Ce quotient est majoré par 1 pour tout entier N < 1/x (ce qui va au moins jusqu’a 2) puis minoré par 1 pour tout
entier N > 1/x.

1
Notons n, = | —]. La suite (Jrn(2)])1<Ngn,+1 €st alors décroissante et la suite (Jrn(x)|)N>n,+1 €st croissante.
x

I1.8. Soit = dans l'intervalle ]0,1/N]. L’encadrement 0 < x < 1/N donne 1/z > N puis n, > N, si bien que la suite
finie (|75 (z)|)1<r<n est décroissante.
La séparation des indices pairs et impairs donne

2M 2M—1 M-—1
Sn(@) =Y rea(@) = Y re(@) = D (rai(@) + raia (@)
k=1 =0 =0

Pour chaque indice ¢ dans [0,M — 1], on trouve en outre
r2i(@) + r2i41(x) = [r2i(@)| — [r2i41(x)] 2 0,

donc Sx(z) > 0.

Le fait que N soit pair donne Ry (z) > 0 puis F(x) > Sn(z). En raffinant un peu les raisonnements ci-dessus, on
voit que Sx(z) est en fait strictement positif, ce qui permet d’écrire

 Ra(r) _ Ra() _ |ra(a)]
EN® = Fo) S 5@ S Sn@)

En remaniant le calcul ci-dessus, il vient

M-1 M-1
Sn(w) = e VT3 " ((20)! 2 = (20 + 1)) = e VT Y " (20) 12T (1 - (20 + 1)z).
i=0 i=0
En simplifiant par e~ */* on obtient la majoration demandée
NI gN+1
Ex(2) < 55

ST (1= (2i+ 1)x) (24)! x2i+1-
i=0
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I1.9. Dans cette question, on prend N = 4 et = 1/10, ce qui est cohérent avec 'hypothese 0 < = < 1/N et avec
I’hypothese que N soit pair.
Dans la fraction de la question précédente, le numérateur vaut

1 -5

et le dénominateur vaut

1
20+ 1 1 1 1 3 1 94 »
- ens = (1 =) xorx — 4 (12 ) x2Ax = = 581072,
;é% ( 10 ) T ( 10) Ot ( 10) * 2% 1000 ~ 10000 ~ °

1 24 x 107°
On en déduit la majoration E4 <10> < &W =3x 1073,

Probléeme III

ITI.1. La fonction « est continue sur ]0,1[. Elle admet les limites 0 et 1 respectivement en 0 et en 1. Elle est donc
prolongeable par continuité sur le segment [0, 1]. Ce prolongement est lui-méme bornée donc la fonction « est bornée.

I11.2. Définissons la fonction f : (z,t) — a(t)t*~! sur ]0, +o00[x]0, 1[.

Soit « > 0. La fonction ¢ — f(x,t) est continue sur |0, 1[. Le résultat de III.1 donne

1
vt 6]071[7 ‘f(xat” < ||aHOO X Tz

tl—=
L’hypotheése x > 0 donne 1 — 2 < 1. La fonction ¢ — 1/t'~% est donc intégrable sur ]0,1[. On en déduit que la
fonction ¢ — f(x,t) est intégrable sur |0, 1].
En particulier, le nombre F(x) est bien défini.

ITI1.3. Soit > 0. La majoration précédente donne

1
IF(z)] < Hauoo/ gt gp = lolloe.
0 X

Ce majorant montre que F(z) tend vers 0 quand x tend vers +oo.

111.4. Pour tout « > 0, la fonction ¢t — f(z,t) est continue et intégrable sur |0, 1.

t—1
Soit t €]0, 1[. La fonction z — f(x,t) s’écrit t — (D) e@=I®) Elle est donc de classe C* sur |0, +o00o|, de
n
dérivée of
— = (x,t) = (= 1)
v Tty =)

d
Pour tout = > 0, la fonction ¢ — a—f(ac,t) est continue sur ]0, 1].
x

Fixons a > 0. Pour tout > a et tout ¢ dans ]0, 1], on observe la domination

(r:f z—1 a—1
<
x(x,t)‘ =(1-t) <t

1
2fl—a'

La fonction ¢ — 1/t17% est indépendante du parametre x, continue et intégrable sur ]0, 1] (intégrale de référence).

D’apres le théoréme de dérivation sous I'intégrale, la fonction F est de classe C! sur [a, +oo[. C’est vrai pour tout
x > 0 donc la fonction F est de classe C! sur ]0, +0o|. Sa dérivée est donnée par

1 1

x+1

/ _ ! ai _ ! x x—1 _
Ve >0, F(x)= (x,t)dt = [ (" —¢t""")dt=
o Ox 0
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IT1.5. Il existe une constante ¢ € R telle que

Ve >0, F(z)=In(z+1)—In(z)+ec
1
Cette expression se rééerit F(z) = In <1 + > + c. En faisant tendre = vers +o00, on obtient ¢ = 0. Donc finalement
x

Ve >0, F(z)=In(z+1)—In(z).




