PC" — mathématiques — corrigé du devoir surveillé n° 6 — piste noire 1

PC* — mathématiques jeudi 13 février 2020
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’Sujet d’origine : X-ENS-ESPCI PC 2011

1.a. Cette premiére question comporte une erreur d’énoncé : la fonction a étudier est intégrable sur ]0, +oo[ et non
sur [0, +oo[ puisqu’elle n’est pas définie en 0 en général.
Soit s dans ]0, +oo[. La fonction f, : z + e~z est continue sur I'intervalle ]0, +oo[.

Quand x tend vers 0, on remarque que |fs(x)| est équivalent & x°71, c’est-a-dire 1/2' . L’exposant 1 — s est dans
lintervalle | — oo, 1 donc la fonction x — 1/217* est intégrable sur |0, 1]. Par le critere des équivalents, on en déduit
que la fonction fs est intégrable sur |0, 1].

Quand z tend vers +oo, on sait que z°1e™® tend vers 0. On en déduit que fs(z) est négligeable devant 1/22
quand z tend vers +oo. On sait que la fonction x +— 1/22 est intégrable sur [1,4+oo[. Par le critére de négligeabilité,
on en déduit que la fonction f; est intégrable sur [1,4o00].

Finalement, la fonction f; est intégrable sur Uintervalle |0, 400[ et ¢’est vrai pour tout s > 0.

1.b. Traité en classe : une intégration par parties donne I'(s + 1) = sI'(s) pour tout s > 0 et on trouve I'(1) = 1.
Par itération, on obtient I'(m) = (m — 1)! pour tout m dans N*.

1.c. Traité en classe dans le chapitre sur les intégrales dépendant d’un parametre.

2.a. L’énoncé de cette question est incohérent : dans la premiere partie, I'inégalité est a prouver dans le cas ou x
est fixé dans un intervalle qui dépend d’un entier m fixé; dans la deuxieme partie, on doit faire tendre m vers +oo en
gardant z fixé indépendamment de m.

Soit m dans N*. Soit « dans [0, m[. On écrit

m
(1 — ﬁ) = exp (mln (1 — £)) .
m m
La, on case une démonstration de I'inégalité
Vi>—1,  In(1+t)<t

et on remarque que —z/m est dans U'intervalle | — 1, +o00[, ce qui donne

(1) <on(n(Z) e

On remarque ensuite que dans le cas x = m, l'inégalité a prouver est 0 < e™™

, ce qui est vrai.

Pour la deuxiéme partie de la question, on fixe x dans [0, +oo[. Pour tout entier m > x, on peut alors écrire
T\m x
(1——) :exp(mln(l——)).
m m

1
Un développement limité donne alors In (1 — E) —— +o0 <) quand l’entier m tend vers +oo.
m m m

On en déduit que 'exposant m In (1 — %) tend vers —x. Par continuité de I’exponentielle, on obtient donc
€T m
lim (1 — —) =e "
m——+00 m

J’ajoute que cette étape ne sert en fait a rien car le passage a la limite dont on a besoin en 2.c est légerement
différent.
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2.b. Notons tout d’abord que pour tout m dans N* (et non dans N comme le laisse entendre ’énoncé) et tout s
dans ]0, +oo[, I'intégrale proposée est convergente. La fonction

€T m
T (1 - —) s
m
est continue sur ]0,m] et elle est équivalente en 0 & z + 2~ 1. On conclut comme en 1.a.

Notons I(m, s) :/ (1 _ ﬂ) 21 ds.
0 m

Commencons par effectuer le changement de variable t = x/m. C’est licite car la fonction x — x/m est une
bijection de classe C! strictement croissante de ]0,m] sur 0, 1]. On obtient

1
I(m, 5) = m* / (1= )™= dt.
0
Notons maintenant J(m, s) = fol(l —t)™t5~1 dt. Cette définition peut étre étendue au cas m = 0.

Soient m dans N* et s > 0. Prenons a > 0 et effectuons une intégration par parties : on dérive la fonction
t — (1 —t)™ et on primitive la fonction ¢t — ¢t~ en ¢ — °/s.

1 1 1 1
tS tS S
/ (1— )=t dt = {(1 - t)m] —/ (cm -ty 5 ar = —(1 - T/ (1— ™1 qr.
o $leee  Ja s s 8 Ja
On fait tendre « vers 0 et on obtient J(m, s) = (m/s)J(m —1,s41). En itérant la relation de récurrence, on trouve
m _ m-—1 m _ m-—1 1

J(m,s):?x 8+1J(m—27s+2):-~-: S X pore ><~-~><S+mi_1

J(0,s+m).

Un dernier calcul donne J(0,s +m) = fol tstm=1 d¢t = 1/(s + m) puis

m! . m!m?®
J(m,s) = puis I(m’s):s(s+1)--~(s—|—m)'

Cs(s+1)---(s+m)

2.c. Fixons s > 0. Pour tout m dans N*, on définit sur |0, +o00[ la fonction

(1- %)m 71 six €]0,m|
fmiax—
0 stz € [m,+ool.
La fonction f,, est continue par morceaux.
Pour tout z dans |0, +oo[, on prouve que f,(z) tend vers e~ z°~! quand m tend vers +oo. Il serait faux de dire

que c’est le calcul effectué en 2.a car on n’a pas considéré de fonction définie par morceaux a ce moment-la, mais il est
correct de dire que c’est le méme raisonnement, car pour un x donné, pour tout entier m > x, on a

fm(z) = (1 - £)m 5L

m

La fonction limite f : x — e~ 2°~1 est continue sur ]0, +o0].

Soit m dans N*. Pour tout = dans ]0,m], le calcul de 2.a donne
| fm(@)] < e™ 2"
De plus, cette inégalité est bien siir valable aussi pour tout « dans |m, +oo[. On obtient donc
YmeN, Vx>0, |[fm ()] < f(2).

11 est important de noter que le majorant est indépendant de m. De plus, la fonction f est intégrable sur |0, +o0],
ainsi qu’on I’a vu a la question 1.a.

Tout ceci permet d’appliquer le théoréeme de convergence dominée, qui donne
—+oo

“+o0
lim fm(z) do = /0 f(z) dz,

m——+00 0

c’est-a-dire o
m:m

I'(s)= 1 I = 1l .

()= Jm Im.s)= Wm y  Grm)
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Remarque. Le préambule de la deuxiéme partie est un vrai capharnaiim. La notation
VX = t(:cl, - 7.’1Jn) S ].:{n7

est du pur n’importe quoi. D’abord, faire suivre un quantificateur universel d’un signe égal n’a pas beaucoup de sens.
Ensuite, la transposée d’un n-uplet est une notion a priori mystérieuse. Cela dit, le préambule de I’énoncé annonce
qu’on identifie les n-uplets avec les matrices colonnes; j’en déduis que la transposée d’un n-uplet est censée étre une
matrice ligne! Mais alors la matrice ligne X est censée étre un élément de R™ (avec une notation en caractéres gras
d’un autre temps), c’est-a-dire que cette matrice ligne est censée étre une matrice colonne !

La suite de ce préambule fait apparaitre le produit XAX, pour lequel il est clair que X doit étre finalement une
matrice colonne. Pour finir ma liste de griefs, la condition

(X,AX) = XAX = Z a; jxiz; =0

1<i,j<n

est formulée de maniere bizarre sur le plan logique : seule 'inégalité est une condition ; les deux égalités initiales sont
des identités toujours vraies.

3. Notons (E;, Es) la base canonique de Mo 1(R), de sorte qu'on a
a = tElAEl et d= tEQAEQ.

Commengons par supposer que A est positive. Les formules ci-dessus prouvent que a et d sont positifs. Soit
maintenant ¢ quelconque dans R. Notons X la matrice colonne canoniquement associée a (1,t). On trouve

XAX = a + 2tb + t3d>.

Si d est non nul, on obtient la un polynoéme réel de degré 2 a valeurs positives. Il ne change pas de signe donc son
discriminant est négatif, ce qui s’écrit

4b? — 4ad > 0, c’est-a-dire dét(A) > 0.

Si d est nul, on obtient alors a 4+ 2tb > 0 pour tout ¢ réel, ce qui oblige b & étre nul. Dans ce cas, le déterminant
de A vaut 0.

Réciproquement, on fait les hypotheses
a>0, d>0, dét(A)=0.

On suppose que a est nul. La condition dét(A) > 0 s’écrit alors —b% > 0 donc b est nul aussi. Pour tout vecteur
colonne X, on obtient alors
XAX =d(29)* >0

si bien que la matrice A est positive. Le calcul est similaire si on suppose que d est nul.
On suppose donc maintenant que a et d sont strictement positifs. Prenons un vecteur colonne X quelconque.
XAX = a(z1)? + 2bx12y + d(z2)?.
Effectuons une mise sous forme canonique.

ad — b?
a

2
XAX =a <x1 + bx2> + (932)2.
a

L’hypothése dét(A) > 0 permet de conclure que cette expression est positive.

Remarque. J’ai fait ce que j’ai pu pour rédiger une méthode qui n’utilise pas le résultat de la question 4 alors que
ca simplifierait tout. C’est encore un aspect bizarre de la conception de cet énoncé.

4. Traité en classe.
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5. Soit X € M, 1(R). On trouve XBX = YAY en posant

)\1.’1,'1
Y = :
AnTn

Le nombre *XBX est donc positif pour tout vecteur colonne X. La matrice B est positive.

6. Soit X un vecteur colonne. On trouve

n n n n n
t)(AX: ZZIZ‘IJ‘<UZ‘,U]'> = <ZIZ‘U¢,ZI]‘U3‘> = Zziui 2 0.
i=1 j=1 i=1 j=1 i=1
La matrice A est positive.
7. Notons by, ..., b, les coefficients diagonaux de B. Les coefficients de AB sont alors donnés par

a“-bi sii :]

(AB)”:{ 0 sii#j.

Soit X un vecteur colonne. On trouve alors
n
t)((A * B)X = Z U,iﬂ‘bi (JZZ)Q
i=1
En notant (E4,...,E,) la base canonique de M,, 1(R), on trouve
Vi € [[1,7?,]], Qi = tElAEz > 0.

n
Ainsi, dans la somme Y a; ;b;(z;)?, tous les termes sont positifs. On en déduit que X(A x B)X est positif. C'est
i=1
vrai pour tout vecteur colonne donc la matrice A x B est positive.

8.a. D’apres le théoréme spectral, il existe une matrice P orthogonale telle que la matrice D = PAP soit diagonale.

Notons dy, .. .,d, ses coefficients diagonaux. Ce sont les valeurs propres de A donc ces nombres sont positifs.
On reprend la notation (Ey,...,E,) pour la base canonique de M, ;(R). On trouve alors
n
D=> 7 Z
k=1

en posant Zp = v/dpEg, puis

en posant Y = PZy.

8.b. Commengons par prouver que pour tout vecteur colonne Y de M,, 1(R), la matrice A = (Y - Y) est positive.
11 suffit pour cela de remarquer que cette matrice a pour coefficients les nombres de la forme a; jy;y; et d’appliquer le
résultat de la question 5.

Maintenant, appliquons le résultat de la question 8.a et introduisons des vecteurs colonnes Y4q,...,Y,, vérifiant
I’égalité

B:Zn:Yk~ Y.

k=1
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Remarquons ensuite que Papplication M +— A x M est linéaire (je le laisse en exercice). On obtient donc
n
AxB =Y Ax(Yy- Yy).
k=1

Prenons un vecteur colonne X. On trouve

1

car tous les termes de cette somme sont positifs.

La matrice A x B est donc positive.

9.a. On reprend la notation A = ( b) de la question 3.

a
b d

Soit r €0, +00[. La matrice A*" s’écrit (ZT Zr>

Les coefficients a” et d” sont positifs. De plus, on connait I'inégalité ad — b > 0, c’est-a-dire ad > b2. La fonction
t s t" est croissante donc (ad)” > b*" donc dét(A*") > 0.

Le critere de la question 3 prouve que la matrice A*" est positive. C’est vrai pour tout r > 0 donc la matrice A est
infiniment divisible.

9.b. Soit X € M3 1(R). On trouve
XAX = (21)? + 2(w2)* + (23)% + 22102 + 22923 = (21 + 22)? + (z2 + 23) > 0.
La matrice A est donc positive.
Soit r > 0. Les coefficients de A*" sont les mémes que ceux de A, sauf le 2 qui devient 2". Soit X un vecteur colonne
XAX = (21)% + 2(@2)? + (23)? + 272120 + 22023 = (21 + 22)2 + (22 + 23)% + (27 — 2)(22)°.

Sir > 1, cette somme est positive et on en déduit que A*" est positive.
Sir < 1, on choisit (z1,22,23) = (1,—1,1) et on obtient

XAX =2"-2<0

si bien que A*" n’est pas positive.

10. Soit r > 0. Les coefficients de la matrice B*" sont donnés par
(B™)iy = AiAj(ais)" = A (AT )i .

On sait que la matrice A*" est positive donc, d’apres le critére de la question 3, la matrice B*" est positive aussi.
C’est vrai pour tout 7 > 0 donc la matrice B est infiniment divisible.

11. On suppose que pour tout m dans N*, la matrice A*w est positive. Comme le signale le préambule de la
troisiéme partie, la propriété de la question 8.b permet d’en déduire que pour tout m dans N* et tout p dans N*, la
matrice A*# est positive. Autrement dit, pour tout nombre rationnel g strictement positif, la matrice A*? est positive.

Soit 7 > 0 quelconque. On sait qu’il existe une suite (g )ren de rationnels strictement positifs qui converge vers 7.
Prenons un vecteur colonne X.
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Pour tout k dans N, la matrice A*% est positive donc

n

Z zn:(ai,j)qkl‘i.ﬁj 2 0.

i=1 j=1

On fait tendre k vers +oo et on obtient

cest-a~dire XA*"X > 0.

C’est vrai pour tout X donc la matrice A*" est positive. C’est vrai pour tout r > 0 donc la matrice A est infiniment
divisible.

12.a. On trouve (u;, u;) = N Le résultat de la question 6 permet d’en déduit que la matrice C est positive.
i J

12.b. On effectue le changement de variable u = ta.

12.c. Classique. Méme la propriété admise. On notera qu’il etit été plus astucieux d’employer la notation (u,v),
plutét que (u,v), puisque ce produit scalaire dépend de r. C’est cependant négligeable en regard des autres bugs de
cet énoncé.

12.d. Soit » > 0. La matrice C*" a pour coefficients les nombres

Cr o 1 _ 1 /+OO e—t)\le—t)\jtT‘—l dt = <U U>
i) T(r) Jo v

en posant uy(t) = e~ //T'(r). La propriété de la question 6 prouve donc que la matrice C*" est positive.

C’est vrai pour tout r > 0 donc la matrice C est infiniment divisible.

13.a. D’apres la formule de la question 2.c, on peut affirmer que k;; est la limite quand m tend vers +oco de
Iexpression
(m) _ m!mAitAitl Ni+1)--(Ni+14+m) " Aj+1)--- (N —|—1—|—m)
BT NN LD (N A+ m) m!m*itl m!ImAit+l

Apres simplification de m! et des puissances de m, cette expression se réécrit

m—+1
k(m) ﬁ (A +p)(Aj +p).
m'

J Ait+Aj+p

1
Ai+Aj+p ’
en remplagant A par A + p/2. Le résultat de la question 10 (ol 'on remplace les Ay par Ag + p) permet d’en déduire

que la matrice
<()\i +p)(N +p))
Ai + )\j +p 1<4,j<n

13.b. Soit p € N*. La matrice ( ) est infiniment divisible d’apres les résultats de la question 12
1<i,5<n

est infiniment divisible.
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La, on apprécierait bien d’avoir eu une question intermédiaire qui ferait justifier que I’ensemble des matrices
infiniment divisibles est stable par le produit de Hadamard. C’est en fait une conséquence immédiate du résultat de
la question 8.b : si A et B sont infiniment divisibles, alors pour tout r > 0, les matrices A*" et B*" sont positives et il
suffit de remarquer I'égalité (A x B)*" = (A*") x (B*") pour conclure que cette matrice est positive.

m—+1

Ai A
On en déduit que la matrice de coefficients H w
=1

est infiniment divisible. Exploitons encore le
Ai + )\j +p

résultat de la question 10 en remplagant les A\ par 1/v/m.m!. On en déduit que la matrice de coeflicients ka) est
infiniment divisible.

Pour finir, il reste a effectuer un passage a la limite de la méme maniere qu’a la question 11. On prend r > 0 et X
dans M,, 1(R). Pour tout m dans N*, on connait I'inégalité

1<i,5<n
On fait tendre 'entier m vers +oo et on obtient
> (kig) @iy > 0.
1<i,j<n

C’est vrai pour toute colonne X donc ceci prouve que la matrice K*” est positive. C’est vrai pour tout » > 0 donc
la matrice K est infiniment divisible.

14. Prenons un vecteur colonne X tel que z1 + - - - + @, soit nul. On définit sur [0, 4+o0[ la fonction
1 T
fir— Z TiT; () .
1<i,j<n Aty

Pour tout 7 > 0, on observe I'égalité f(r) = XC*"X, ou C est la matrice de coefficients 1/(\; + \;). D’apres les
résultats de la question 12, la matrice C*” est positive donc f(r) est positif. On trouve en outre

n n n 2
f(O) = ZZQZZZ‘J = (Z J?Z) =0.

i=1 j=1

Pour tout r > 0, le taux d’accroissement f(r)/r est donc positif. En faisant tendre r vers 0, on en déduit que f’(0)
est positif. La fonction f’ est donnée par

1 "
Vr >0, fiir)= Z ziz;(—In(\; + Aj)) (M) :
1<i,5<n
L’inégalité f'(0) > 0 s’écrit donc
Z Tl 5 2 0.

1<i,j<n

C’est vrai pour tout vecteur colonne X de somme nulle donc la matrice A est conditionnellement positive.

15. On fait 'hypothese (ii). Soit X une colonne de somme nulle. Prenons € > 0. D’apres (ii), on peut lui associer
un A > 0 tel que la matrice B + €I,, + AJ soit positive.
On en déduit l'inégalité X (B + €l,, + AJ)X > 0. Calculons cette quantité

X(B+el, + M)X = XBX +¢[|X[[P+ A Y ziz;.

1<i,j<n
Comme on I'a vu a la question précédente, la double somme des x;x; est nulle. Il reste donc
XBX +¢||X||* > 0.

Ceci est vrai pour tout € > 0 donc on peut faire tendre ¢ vers 0 dans cette inégalité et obtenir XBX > 0.

C’est vrai pour toute colonne X de somme nulle donc la matrice B est conditionnellement positive. On a prouvé
que (ii) implique (i).
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16.a. On refait le raisonnement de la question 14, qui en est un cas particulier (encore un beau bug de conception).
On fixe une colonne X de somme nulle. On définit la fonction

fir— Z xixj(a; ;)"

1<i,j<n

La fonction f est & valeurs positives et elle s’annule en 0. On prouve que f/(0) est positif et cela s’écrit

Z TiTj ln(ai,j) 2 0.

1<i,5<n

C’est vrai pour toute colonne X de somme nulle donc la matrice (In(a; ;)1<i,j<n €st conditionnellement positive.

16.b. Prenons une colonne X de M,, 1 (R). Prenons r > 0.

Soit € > 0. On lui associe un A > 0 comme a la question 15. Notons ¢; ; les coefficients de la matrice B + €I, + AJ
(il serait plus adéquat de les noter ¢; j(¢) mais tant pis). Le développement en série entiére de 'exponentielle donne

+oo Tk
rCii __ k
> wpge i =) T > wiy(eiy)
1<i,5<n k=0 =~ \1<i,j<n

Pour tout k dans N, la matrice C** est positive (y compris pour & = 0 — je le laisse en exercice) donc tous les
termes dans la somme ci-dessus sont positifs. Remarquons maintenant 1’écriture

b § A

e = "V x @M% x e,

ot §; ; est le symbole de Kronecker. En simplifiant par la constante strictement positive e”?, il vient
E zixjerbi’fem‘;i’j 2 0.
1<i,j<n

Cette inégalité est valable pour tout € > 0 donc on peut faire tendre € vers 0, ce qui donne

g xixjerb"*j > 0.

1<i,j<n

La matrice (exp(rb; ;))i<i,j<n €St donc positive.

17.a. Pour tout couple (4, j) d’indices entre 1 et n, posons b; ; = —|z; — zj|2. Prouvons que la matrice B ainsi créée
est conditionnellement positive.

Prenons une colonne X de somme nulle. On trouve

t)(BX = — Z mlxj\zz — Zj|2 = — Z $i$j|2i|2 — Z ZL’i.’Ej|Zj‘2 + 2 Z .’EZZL']ZZZ

1<i,j<n 1<ijsn 1<i,j<n 1<i,gsn
Traitons chaque somme séparément
n n
2 2
E xix;|zi]° = E xi|zi]” | % E zj | =0.
1<i,5<n i=1 j=1

De méme, la somme Y. z;2;]2;|? est nulle. Il reste
1<iy<n

t)(BX =2 (zn: $i2i> X i:$jz =2
j=1

i=1

2
= 0.

n
E TiZi
i=1

C’est vrai pour toute colonne X de somme nulle donc la matrice B est conditionnellement positive. D’apres 16.b,
pour tout r > 0, matrice de coefficients exp(rb; ;) est positive. Autrement dit, la matrice de coefficients ebii est

. . L . . a2
infiniment divisible. (’est la matrice de coefficients e~z =%l
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17.b. Voila une question fort difficile. Ca m’a pris un certain temps pour repérer les astuces. Pour la premiere
partie de la question, rappelons cette propriété du cours : pour tout a > 0, la fonction u +— e~** est intégrable sur

Iintervalle ]0, 400, avec
+o0 1
/ e du=—.
0 a

Prenons ¢t > 0. Pour tout u > 0, la matrice (e’“'zi*zﬂk’“)l@,Kn est positive (on utilise le résultat de la question
précédente et celui de la question 10 avec A\x = e*“t/z).
Soit X un vecteur colonne. Pour tout u > 0, on obtient I'inégalité

2 |2
E -Timje_u‘zl it -t > ),
1<i,j<n
Par croissance de l'intégrale et par linéarité de I'intégrale, on en déduit I'inégalité
+o0 ) 1
§ : xixj/ eiu‘Ziizjl —ut dt 2 0 c’est-a-dire ;T PE— )
0 Z

X >
— — |z — z|2 +t
1<i,5<n 1<i,j<n

C’est vrai pour tout vecteur colonne X donc la matrice de coefficients est positive.

|2 — z|> + 1

|2 — 2] ¢

Pour la deuxiéme partie, utilisons ’astuce classique ——— =1 — —t——.
’ |2 — 2> + ¢ [zimzy Pt

Prenons une colonne X de somme nulle. Soit ¢ > 0.

—t 12|z — 2|2 _ 1
E xixj—QJ = —t 1/2 Tij + t1/2 il X IS
— |2 — 2|2 +¢ Z Z 2 — 22 + ¢
1<i,5<n 1<i,5<n 1<i,5<n

La deuxieéme somme est positive (on 1’a prouvé dans la premiere partie de cette question). La premiére somme est
nulle (c’est le carré de la somme des z). En intégrant, on obtient

+o0 ]2
Z TiTj 7/ t71/2M dt 2 0.
0 t+ |z — z?

1<i,5j<n

—+oo

2
Zi — 2
C’est vrai pour toute colonne X de somme nulle donc la matrice de coefficients — / 12 ]

72(?175 est
0 t+|ZZ_ZJ‘

conditionnellement positive.

Oh wait! C’est bien beau d’invoquer la linéarité et la croissance de l'intégrale, mais il faut justifier que les
intégrales considérées existent. Allons-y, mieux vaut tard que jamais.

Si z; = z;, 'intégrale considérée existe parce qu’on integre la fonction nulle.
Supposons maintenant que z; et z; sont distincts. Le nombre |z; — zj\Q est donc strictement positif. La fonction
fij it =t Y2/(t+ |z — zj|?) est alors définie et continue sur ]0, +o00[ (et positive).

Quand t tend vers 0, on trouve 1’équivalent

fig(t) ~ ———s X =7

1
On sait que 'intégrale / 72 est convergente (car 1/2 < 1). Le critére des équivalents permet d’en déduire que

la fonction f; ; est intégrable sur ]0, 1].

Quand t tend vers +o00, on trouve 1’équivalent
1
fiq () Z YR

t3/2
la fonction f; ; est intégrable sur [1, +oo.

+oo
On sait que l'intégrale / —— est convergente (car 3/2 > 1). Le critére des équivalents permet d’en déduire que
1

Cette fois, tout a été justifié.
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17.c. Calculons les intégrales de la question précédente. Notons

+oo L5 ]2
WJ):/‘ G | T}
0 t+ |z — 2]

Si z; = zj, on trouve bien sir I(4,j) = 0. On suppose maintenant que z; et zj sont distincts. On commence par
effectuer le changement de variable u = v/t, qui donne

+oo .2
H@ﬂzz/' _m=gml g,
0

u? + |z; — 25|
Il n’y a plus qu’a faire apparaitre la dérivée d’une arctangente.

1 y du 2| |X7T
9l — | x
map bl -l T2

= 7|z — 7.

—+o0
1,3) = 2 - 5] % [
0
On remarque que 'égalité I(i, j) = m|z; — z;| est encore valable si z; et z; sont égaux.
Ainsi, le résultat de la question 17.b est que la matrice de coefficients —|z; — z;| est infiniment divisible. Le résultat
de la question 16.b permet d’en déduire que la matrice de coefficients e~ 71# =%l est infiniment divisible.
Pour tout r > 0, la matrice de coefficients e~ "1 =2l est positive. Quand r décrit 10, +00[, le nombre 7r décrit le

méme intervalle donc pour tout s > 0, la matrice de coefficients e~51%1~%il est positive.

Finalement, on a prouvé que la matrice (e*‘zi*?i‘)lgi’jgn est infiniment divisible.




