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Révisions de PCSI : mécanique
Exercice fondamental prioritaire pour réviser la mécanique de PCSI :
e Retrouver I’équation du mouvement (6 + (g/1)sin @ = 0) d’un pendule simple & I’aide du principe fondamental
de la dynamique.
e Idem avec le théoreme de la puissance mécanique, idem avec le théoréeme du moment cinétique.
e Sans résoudre d’équation du mouvement, a quelle vitesse lancer une balle pour qu’elle atteigne au moins une
hauteur de 10 m?
e Retrouver I’équation du mouvement d’un pendule pesant (§ + (mga/I)sinf = 0) & Paide du théoréme du
moment cinétique scalaire pour un solide en rotation. Idem avec un théoreme énergétique. e Déterminer et
exploiter I’énergie potentielle effective lors d’un mouvement & force centrale. Démontrer les propriétés usuelles
dans le cas de la trajectoire circulaire.

Cela permettra de réviser les savoirs/savoir-faire fondamentaux :
* Connaitre expressions de U et @ en coordonnées cylindrique. Et notamment dans le cas particulier
d’un mouvement circulaire.
* Savoir projeter des vecteurs dans une base donnée, et passer de la base cartésienne a cylindrique.
* Calculer un produit vectoriel dans une base donnée.
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1 Utilisation des vecteurs

1.1 Produit scalaire de deux vecteurs
Considérons deux vecteurs @ de coordonnées (z1,y1,21) et w5 de coordonnées (x2,Y2, z2) dans une base carté-

sienne.

def : Le produit scalaire i .ub est une application qui prend en argument deux vecteurs (donc 6 nombres) et qui meéne
a un nombre réel (un seul nombre). On utilise principalement deux expressions du produit scalaire :
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I xI9

—

uruz =y |- | y2 | =122 + Y192 + 2122
Z1 Z9

uf-ub = | |.||ubl|- cos (af, uh)

prop : symeétrie : w.uh = ubag

prop : linéarité & droite : | 7.(a¥ + b)) = aW.V + bW. W | (idem & gauche).
prop : lien avec la norme : | |7 || = V. % = /22 + y2 + 22 | (analogie en 2D avec module d’un nombre complexe,

et théoreme de Pythagore).

prop : orthogonalité : ‘171)? =0«

17{ et 175 sont orthogonaux‘

1.2 Dérivation des vecteurs

On peut dériver les vecteurs par rapport au temps. Notamment, les formules de dérivation de produit s’appliquent :

d(al) dd  da
i T

d(it-wg) _ o dig | duf o
d Var Todt P

1.3 Projection dans une base

—
prop : Lien entre vecteur et projection. Par exemple dans la base cartésienne (z?x,tTy),zTZ)) pour le vecteur OM de

coordonnées (z,y, z) :

¥ = (ON.2) -+ (OVag) 7 + (OMt) 2 = . + 1 + == [

1.4 Le produit vectoriel

1.4.1 Définition du produit vectoriel

— —

def : Soit ¢ le produit vectoriel des vecteurs det b,noté @ =dA b.Cest un vecteur défini par :
- -

e Norme : | | 2| = WH.H b H.'sin (7. 0)]
%

e Direction : ¢ perpendiculaire au plan formé par (ﬁ, b )

%
e Sens : Le triedre (7, b ,?) est direct.
prop : Le caractére direct d’un triedre peut se vérifier par la régle de la main droite : le pouce, I'index et le majeur

écartés en un triedre indiquent respectivement le sens de 7, b et .
ex : Les bases cartésiennes, cylindriques et sphériques sont des triedres directs.

1.4.2 Propriétés du produit vectoriel

%
prop : Soient deux vecteurs d et b de normes respectives a et b, les informations du produit scalaire et du produit

vectoriel sont complémentaires :

= =

valeur de | @ - b valeur de || @ A b
@ et ? colinéaires ab 0
et b orthogonaux 0 ab
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e Orthogonalité : (7 A ?) d =0]et (7 A ?) ? =0
e Colinéarité : ‘V? AT =0 ‘
e Antisymétrie : Soient @ et ? deux vecteurs. Alors | @ A ? = —7 AT
e Bilinéarité :
(7+7)/\? = AAT+EAT
— —
An(b+7) = AAb+ANT
TAT) = WD AT =ANTATD)
e Dérivation : ATTENTION : ne pas changer 1’ordre de d et ? B
%
WIr) _aw 5 o 4V
at dt AT

Remarque importante : Le produit vectoriel est tres différent du produit scalaire : il renvoie un vecteur (et non
un scalaire pour le produit scalaire) ; il est antisymétrique ; et s’annule (au sens des vecteurs) pour un produit vectoriel
de deux vecteurs colinéaires.

%
Remarque internationale : Dans la littérature anglo-saxonne, le produit vectoriel n’est pas noté d A b mais plutét

%
@ x b . Les flaches sur les vecteurs permettent d’éviter toute confusion avec la multiplication de scalaires.

1.4.3 Opérations sur les vecteurs de base
| ex : Caleuler g Ay, Uy Ay, g AL, (g + ) AL, (u) + 02) AT

1.4.4 Expression analytique du produit vectoriel

. - , . , .
Soient deux vecteurs @ et b de coordonnées respectives dans une base orthonormée directe (x4, yq, 24) €t
_) ,
(zp, Yp, 2p). Alors le vecteur 7 =7dA b est de coordonnées :

N Te Lq, Tp YaZb — ZaYb
C=1Ye| =Y | AU | = | %aTb— Ta2p
Zc Za Zb TalYp — Yalh

2 Description d’une position

def : Dans un repere de centre O, le vecteur position d’un point M est OM. 1l peut aussi étre noté 7 A ne
pas confondre avec une coordonnée 7.

Le vecteur de base associé & une coordonnée i sera noté u, ou €,. Ne pas utiliser la notation T pour un vecteur
de base (sans dimension et de norme 1) car cette écriture laisserait suggérer que la norme de T serait peut-étre ...

2.1 Coordonnées cartésiennes

def : Coordonnées cartésiennes : trois longueurs (z, y, z) définies par la projection de O—]\Zf sur les différents
axes:

* T = O_]\_{@) e R.

xy = OM.uy € R.

* 2z = O—]\>4172> e R.

prop : Dans la base cartésienne (u_x) , zT; , 77;), le vecteur position est :

s
OM = x@T; + y.@ + zzT;
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2.2 Coordonnées cylindriques

def : Coordonnées cylindriques : deux longueurs et un angle (r,0, 2) :
x Distance r a I'axe central. r € RT positif.

* Angle 6 = (w3, w;). Indéfini si v = 0. 6 € [0,27[ (ou ] — 7, 7]).

* Distance z : altitude (comme en cartésien). z € R.

prop : Dans la base cylindrique (17; g, 17,;), le vecteur position est :

s
OM = ru, + zu,
rq : L’information de la coordonnée 6 est implicitement contenue dans le vecteur u,. qui dépend de 6 : w, = cos O, +
o
sin Ouy.

e Lien avec coordonnées cartésiennes :

x 7. cos 6 ro=+/x?+y?
y|=1]rsinf + tanf =y/x
z z z =z

| exo : Fxprimer les vecteurs de la base cylindrique en fonction de ceux de la base cartésienne. Et faire le contraire.

e Dérivation des vecteurs de la base cylindrique :

ATTENTION!! : Contrairement aux vecteurs de la base cartésienne, les vecteurs ur et up ne _s>ont pas toujours
. . . . . . U — du —
constants, leur norme vaut toujours 1, mais leur direction change si I’angle 6 varie : dtr # 0 et d—tg 0!
prop :
d77r> 9—> du—g 9—>
= U — = —0Uu
dt ’ dt ’

| IMPORTANT : Formule a connaitre, a savoir démontrer, & savoir interpréter.

2.3 Coordonnées sphériques
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g .

des

g .

def : Coordonnées sphériques : une longueur et deux angles (1,0, ¢) :

x Distance r au centre. r € R™.

* Angle 0 = (u, ;). Indéfini si r = 0. 0 € [0, 7.

* Angle ¢ entre . et OH o H est la projection de M sur le plan (Oxy). Indéfini si r = 0. ¢ € [0, 27].

ATTENTION : lorigine de I’angle 6 en coordonnée sphérique (axe (Oz)) n’est pas la méme que pour I’angle 6
coordonnées cylindriques (axe (Oz))!

prop : Dans la base sphérique (17; , 175, uTZ), le vecteur position est :

—
OM = ru;

L’information des coordonnées 6 et ¢ est implicitement contenue dans le vecteur u; qui dépend de ces angles.

Lien avec coordonnées cartésiennes :

7. 8in 6 cos ¢ ro=+22+y? 422
= | r.sinfsin ¢ > cosf :z/rzz/\/m

r.cosf tany =y/x

[N SO

| exo : Fxprimer les vecteurs de la base sphérique en fonction de ceux de la base cartésienne. Et faire le contraire.

3

Description d’un mouvement

3.1 Le déplacement élémentaire

-
def : Le déplacement élémentaire de M, noté dOM ou d?, est un vecteur correspondant a une variation
infinitésimale de chaque coordonnée du point M pendant une durée infinitésimale dt. En notant le point d’arrivée
M’

— —
dOM = d7 = OM’ — OM = MM’

3.1.1 Cartésienne

: dx /!
E dz| 47 7,
L dy
T
T T+ dx
M=|y| =M= |y+dy
z z+dz

Alors | dOM = dz.i) + dy.@, + dz.,

rq : Permet de paver I’espace en volumes élémentaires ‘ dV =dz.dy.dz ‘ Selon deux coordonnées (par exemple x et

Y), Igrmet aussi de paver une surface en surfaces élémentaires (dS = dz.dy). Cette maniére de découper 1’espace

en

petits morceaux est omniprésente en physique!
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3.1.2 Cylindrique

: / . . .
“'li T dﬂ
T r-+>dr
M=|[6] oM =|60+do
z Z-+>dz

Alors dO—1\>/I = dr.up, + rd0.up + dz.u,

——
ATTENTION : Méme si une des coordonnées est un angle, la projection de dOM sur g doit étre une longueur!!

3.1.3 Sphérique

e

,’/ de
T r+dr
M=|0|->M=]|0+4db
® ¢ +dp

Alors db—l\—>/l = dr.up + rdf.uj + rsin Hdcp.u_;
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3.2 Vecteur vitesse

—
7:dOM'

def : Dans un référentiel donné, la vitesse d’un point M est : T

—
prop : Lien direct avec déplacement élémentaire : |dOM = vt

prop : Le vecteur T est tangent a la trajectoire.

def : Un mouvement out la norme de la vitesse | 7|| est dit uniforme.
rq : Attention, norme constante ne veut pas forcément dire vecteur constant! Son orientation peut varier.

3.3 Vecteur accélération

def : Dans un référentiel donné, I'accélération d’un point M est :

—
+_dv _d°OM
dt de?

prop : Lien direct avec variation élémentaire de vitesse : dv = ddt

prop : Le vecteur d caractérise la courbure de la trajectoire :
e Sa direction dirige la concavité de la trajectoire.
e Plus la norme de @ est grande, plus la trajectoire est courbée.

3.4 Expressions dans les systémes de coordonnées

En coordonnées cartésiennes et cylindriques (donc pas en sphérique), connaitre les formules ET les démos selon les
deux méthodes : .

* Méthode 1 : En divisant le déplacement élémentaire dOM par dt pour .

* Méthode 2 : En dérivant le vecteur position OM par rapport au temps.

3.4.1 Cartésiennes

prop : Les vecteurs cinématiques en coordonnées cartésiennes sont :

V= dag gy +suy| et | d = dag iy +

3.4.2 Cylindrique

def : 0 est parfois noté w et appelé « vitesse angulaire » (méme si ce n’est pas homogene a une vitesse).

prop : Les vecteurs cinématiques en coordonnées cylindriques sont :

V=i g+ il et | d = (F—r6?)up + (270 + r0).ug + 3ul

3.5 Exemple du mouvement circulaire
3.5.1 Expressions des vecteurs cinématiques dans le cas général

Utiliser les formules en coordonnées cylindrique avec ici r = R = cte :

OM = Ru! (= Rcosbu, + Rsin@@)
7 = RO
a —R6%*u; + R
prop : ay = —R6? < 0 comme attendu d’apres la courbure.

d(g@) = % est bien la dérivée de la valeur de la vitesse.

prop : ar = RO =
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3.6 Expressions des vecteurs cinématiques dans le cas uniforme

def : Un mouvement est dit uniforme si ||¢]| = cte.

prop : Un mouvement circulaire uniforme vérifie donc [w =6 = cte|, et § = 0.

D’ou pour un choix judicieux d’origine des temps : 8 = wt.

prop : Pour un mouvement circulaire uniforme, l’accélération est radiale (accélération tangentielle nulle) et vaut

Lien avec une prop générale des vecteurs :

prop : | V]| =ctes V. @ =0

3.7 Mouvement plan et base de Frenet

Capacité exigible : Situer qualitativement la direction du vecteur vitesse et du vecteur accélération pour une trajectoire
plane. Ezxploiter les liens entre les composantes du vecteur accélération, la courbure de la trajectoire, la norme du
vecteur vitesse et sa variation temporelle.

Pour I'étude d’un mouvement plan dont on connait la trajectoire, il peut étre intéressant d’utiliser la base de
Frenet (Jean-Baptiste Frenet (1816-1900), mathématicien, astronome francgais).

def : En un point M d’une courbe, on appelle cercle osculateur le cercle qui épouse le mieux la courbe. Le rayon r
de ce cercle s’appelle rayon de courbure en M.
interprétation : Plus la trajectoire est courbée, plus le rayon de courbure est petit.

def : La base de Frenet est constituée de deux vecteur unitaires orthogonaux entre eux, notés ? et Nz Les
deux vecteurs sont liés au point M dont on décrit le mouvement.

* ? est tangent a la trajectoire au point M, et dirigé dans le sens du mouvement,

* IV est orthogonal a la trajectoire et dirigé vers le centre du cercle osculateur, donc vers 'intérieur de la concavité
de la courbe.

prop : Vecteurs vitesse et accélération dans la base de Frenet.
* Le vecteur vitesse est tangent a la trajectoire. En notant v la norme de v

T =0T

* Le vecteur accélération comporte deux composantes, avec le rayon de courbure 7 :

dv v?
7:E?+7ﬁ

rq : Il ne faut pas confondre la base de Frenet et la base polaire :
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— Le vecteur ? est toujours tangent a la trajectoire, ce qui n’est pas le cas de ’175, sauf pour un mouvement
circulaire.

— Le vecteur u, est dans la direction et le sens du vecteur position (i\ﬁ, ce qui n’est pas le cas du vecteur ﬁ qui
est toujours dirigé vers 'intérieur de la courbure.

schéma : Considérons la trajectoire elliptique de la Terre (point M) autour du Soleil (point O origine du repére
polaire). En une position quelconque, placer sur un schéma les vecteurs ? et ﬁ du repere de Frenet, ainsi que u et

up du repéere polaire.

exo : Capacité exigible : Déterminer le rayon de la trajectoire et le sens du parcours d’une particule chargée dans un
champ magnétique uniforme.

Soit une particule chargée de charge q injectée dans la zone ou régne le champ magnétique ﬁ avec un vecteur
vitesse initial 0§ perpendiculaire ¢ B . On se place dans le référentiel du laboratoire, galiléen a l’échelle de ’expérience.
Le poids et les forces de frottement sont négligés devant la force magnétique.

1. Rappeler les expressions du vecteur vitesse et du vecteur accélération en se placant dans la base de Frenet.

Démontrer que la vitesse est de norme constante pour en déduire ’expression de l’accélération.

2. Appliquer le PFD pour obtenir une équation vectorielle qui relie la morme du vecteur vitesse v, le rayon de
courbure R(t), les constantes m et q, et les vecteurs N, T',

3. En calculant la norme de ’équation précédente, déterminer le rayon de courbure de la trajectoire de la particule
chargée. Que peut-on dire de ce rayon de courbure ? En déduire la nature de la trajectoire.

4 Les lois de la mécaniques

4.1 Théoremes énergétiques

e Pour un mouvement unidimensionnel (rectiligne, circulaire ou elliptique), souvent plus pratique que le PFD.
e On distingue deux versions :

* Pour calculer des différences entre deux états donnés (sans s’intéresser aux états intermédiaires), utiliser la version
« énergie » avec des A. Ex : je lance un objet vers le haut a vitesse v dans le champ de pesanteur g, quelle est la
hauteur maximale h atteinte ?

* Pour calculer des évolution temporelle (il faut une équation différentielle), utiliser la version « puissance » avec
des dérivées.

4.1.1 Pour un point matériel

Soit un point matériel subissant une résultante des forces ?, dont une partie ?non cons €st non conservative,
dans un référentiel galiléen.
th : Théoréme de 1’énergie mécanique / de la puissance mécanique :

dE,

W =P (?non cons)

AEp = En(B) = En(4) =W (Fuoncons) et

th : Théoréme de I’énergie cinétique / de la puissance cinétique :

AE = E(B) - E(A) =W (F) et dEe _p (F)

4.1.2 Pour un solide en rotation autour d’un axe fixe

Les théoremes énergétiques s’appliquent de la méme maniere sauf qu’il faut prendre en compte les puissances des
moments/couples appliqués au solide.

prop : L’énergie cinétique d’un solide de moment d’inertie In en rotation
autour de A a pulsation w est :

1
E. = §IA.w2
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rq : Un solide en rotation a w # 0 posséde une énergie cinétique méme si sa vitesse moyenne est nulle!

prop : L’énergie potentielle de pesanteur dans 7 = —gtT; d’un solide de

masse m et centre d’inertie G est

prop : La puissance des forces d’un solide en rotation vérifie

ou Ma est la résultante des moments de forces subie par le solide.

rq : Par application du théoréme de l’énergie cinétique, montrer qu’on retombe sur I’équation du théoreme du moment

cinétique In6 = M.

4.1.3 Exo sur le choix de théoréme énergétique

exo : Un skieur de masse m glisse sans frotter sur une pente inclinée d’un angle o par rapport a Uhorizontale. Il est
initialement immobile en O puis glisse jusqu’en A a la distance d le long de la pente.

1. Sans calculer d’équation du mouvement, exprimer l’expression de la norme de la vitesse en A d l'aide du
théoréme adapté (deux choix possibles).

2. Déterminer l’équation du mouvement du skieur d l’aide du théoréme adapté.

Réponses : |v4 = /2gdsina| qui est bien shr nulle si a = 0, et , chute dans champ de pesanteur

apparent ¢’ = gsin a.

4.2 Théoreme du moment cinétique

Pour un mouvement circulaire ou elliptique, souvent plus pratique que le PFD.

4.2.1 Pour un point matériel

def : Soit un point matériel M de masse m et de vitesse o dans un référentiel
donné. Alors le moment cinétique L,(M) de M par rapport au point O est :

L.=O0MAT =0MAmT

%
def : Soit un point matériel M soumis a une force ? Le moment M O(?) de
la force ? par rapport a un point O est défini par :

M(F)=0MANTF

th : Dans un référentiel R galiléen, soient un point O fixe et un point matériel M

soumis a une résultante de forces F', le théoréme du moment cinétique est :
%
dL — —
o~ M, (F)=0MnF

rq : il est aussi appelé « Loi du moment cinétique ».

4.2.2 Pour un solide en rotation autour d’un axe fixe

def : moment d’inertie /o d’un solide par rapport & un axe A : | Ia = Z mirg .
i

Il exprime la répartition de masse autour de A.
On le note souvent I ou Ja.
Il est constant pour un solide (indéformable).

prop : Le moment cinétique La d’un solide de moment d’inertie In par rapport

aun axe A vaut : | La = Ia X w .

De manieére générale, la loi du moment cinétique appliquée a un solide est :

dL—>o_—>

ou Ha _
a0 °

- M
dt A
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Dans le cas important d’un solide de moment d’inertie /o en rotation autour d’un axe fixe : Lo = Ian X w, alors :
dLa/dt = Inw = IAB car Ia est constant.

IAG = Ma pour une rotation autour d’un axe fixe

4.3 La loi de la quantité de mouvement

On T'utilise pour un mouvement quelconque. Elle est aussi appelée principe fondamental de la dynamique
noté PFD, ou relation fondamentale de la dynamique, ou deuxiéme loi de Newton, ou loi de la quantité
de mouvement, ou théoréme du centre d’inertie.

Dans un référentiel galiléen, la quantité de mouvement d’un systeme matériel obéit a la loi d’évolution :

a7
E—?

ou ? est la somme des forces extérieures appliquées au systeme.

=)

mv |

def : Quantité de mouvement d’un systéme de masse m et de vitesse v du centre d’inertie :
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