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TDMF3 : Equations dynamiques locales - Correction

1 Ecoulements visqueux

1.1

1.

1.2
1.3

Ll

Ecoulement sur un plan incliné

* Ecoulement incompressible donc div(?) = 0. Comme ¥ est suivant g, dv/dz = 0. Donc v ne dépend pas
de z.

. —
* Ecoulement stationnaire donc 9 /9t = 0. Puis on calcule (¥ .grad) v = 0. Donc | DT /Dt = ofl
= —
0 = —grad

* L’équation de Navier-Stokes appliquée a I’écoulement dans le référentiel terrestre donne donc :
(g +nAT. Soit deux équations |0 = —dp/dz + pgsin a + nd*v /9% | et ‘O = —0p/0z + pg cosa‘

(p)+

. L’intégration de la deuxiéme relation donne p(x, z) = ug cos az+ f(x). D’apres la condition aux limites p(z, z =

0) = po. Donc f(z) = po. Alors ‘p(z) = ug cos az + po ‘

. Pour un fluide visqueux, |v(z = h) = 0| De plus, l'air exerce une force surfacique tangentielle négligeable sur

. . - . N
I’eau au niveau de la surface libre : cﬁ air—liquide = 0. Or, cette force est proportionnelle a dv/0z. Donc

%(z =0)=0|
2
. Comme ni p, ni v ne dépendent de z, la premiere relation provenant de Navier-Stokes donne i —% gsin a.
En intégrant : dv/dz = —%g sinaz + A. D’apres la condition aux limites en z = 0, A = 0. En inté-
grant de nouveau : v(z) = —%g sinaz2/2 + B. D’aprés la conditions aux limites v(z = h) = 0, on obtient

v(z) = %g sina(h? — 2%)/2

Le débit volumique est D, = fyy:OL Fhw(2)dydz = L%gﬁ% [250 (02 = 22)de = L%@h:&

_ sin o
La vitesse moyenne est < v >= %fzfohv(z)dz = % = ﬁgThQ
U

z=

[=02wp)

Ecoulement de Poiseuille plan
Ecoulement de Poiseuille cylindrique

Ecoulement incompressible donc dv, /0z = 0. Donc v ne dépend que de r.
Stationnaire donc 0 /0t = 0. Et on calcule que l'accélération convective est aussi nulle.

L’équation de Navier-Stokes suivant %, donne dp/or =0

L’équation de Navier-Stokes sur u, donne Op/0z = nAv, = n%% (r%’;). Comme p ne dépend que de z, le
membre de gauche ne dépend que de z. Comme v, ne dépend que de 7, le membre de droite ne dépend que
de r. Ainsi, une fonction de seulement z est égale a une fonction de seulement r, elle est donc constante.

‘dp/dz = C = cte| On a donc p(z) = Cz+C’ qui donne avec les conditions aux limites p(0) = p; et p(L) = pa :

p(z) = = 4|
Retour a I’équa diff sur v, :
1d dv
1a 2\ — ¢ 1
"77, dr (T dr ) (1)
d dv,
- — 2
ndr (T dr ) r (2)
dv,
r di« = COr¥2+C” (3)
dv,
nor = Crj2+C"r (4)
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D’apres lenonce dv./dr est bornée. Or C" /r n’est borné sur [0, R] que si C” = 0. Donc n%: = Cr/2. Puis
’UZ('I”) = W + C”/.

D’ N . . P2 —P 2
apres la CI v,(R) = 0, on obtient finalement |v,(r) = N7 (r? — R?)|.
n
R4
6. DV_//mﬁé (1= p2)mR7 |
8Ln
7. Analogie entre loi d’Ohm I = %.AV et ici : Dy = R%LAp avec | Ry, = 4Ln/R*|. Cf cours électromagnétisme :
_ L
R= onR2"
L’analogie est compléte concernant la longueur L : la résistance électrique et hydraulique sont toutes les deux
proportionnelles & L. On peut prolonger ’analogie en comparant Ry o n et R o« 1/0, la viscosité s’interpréte
comme une résistivité. En revanche, I'analogie ne fonctionne pas concernant le rayon. On a ici Ry o< 1/R* alors
que la résistance électrique R oc 1/R2.
8. AN.

1.4 Sans utiliser Navier-Stokes

1.
2.

3.

4.

Utiliser div (7) = 0.

Fp = mr(p(z) — p(z + 0)@,

dv,
?t = n—v 27r7“€172
dr

PFD avec accélération nulle, intégration, puis utilisation de la CI v,(r = a) = 0.

2 Ecoulements parfaits

2.1 Jet d’eau en sortie de robinet

1.

La masse volumique est constante en tout point de ’écoulement, 1’écoulement est donc incompressible. On a
donc conservation du débit volumique, de sorte que :

mD3vg = nD?(2)v(z)

o[

d’ou 'on déduit :

. Les conditions pour appliquer la relation de Bernoulli sont ici respectées (stationnaire, incompressible, parfait,

irrotationnel, homogene). En se plagant sur une ligne de courant a la périphérie de 1’écoulement entre deux
points de c6te 0 et z, on obtient :

2 2
Po v5 _ p(2) v*(z2)

— 404+ —=—=——=—gz+ —

Heau 2 Heau g 2

On a de plus p(2) = po + Hairgz ~ po & la périphérie de I’écoulement, d’ot :

v(z) = /v + g2

U(Z)DO < 292>1/4
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2.2 Clepsydre

1. Pour un écoulement incompressible, le débit volumique se conserve. Donc |dz/dt|S(z) = vos.
L’écoulement n’est pas stationnaire car la hauteur d’eau z(t) varie. Mais comme S(z) > s, elle varie tres
lentement, on consideére alors I’écoulement comme « quasi-stationnaire ». On applique alors la relation de
Bernoulli sur la ligne de courant entre Uinterface et O : (dz/dt)?/2 + gz = v} /2. Comme s < S : vo = \/2g%.

dz S
On injecte alors cette expression dans la conservation du débit : 7-°3 ( )\/Zgz qui peut s’intégrer par
z

séparation des variables.

2. On va intégrer entre deux instants tels que z(t1) = 21 et z(t2) = 22.

S(z)

\/Edz = —s54/2¢dt (5)

" S
avec S(z) = Sy <Z) : %z"_l/zdz = —s54/2¢gdt (6)
ZO ZO
S z2 1)
—2 24 = —sy/2g dt (7)
20 Jz1 i1
*Sin#—1/2:
Sy [ 2nt1/2 =
— = —s+/29T 8
@ \n+1/2 VA ®
21
Done | T — So (212 ey |
28sy/2g(n +1/2)° 71 2
*Sin=-1/2:
So
() = sy (9)
So
Donc |T = zgsmln(zl/@) !
3. Pour n = 1/2, la durée T est proportionnelle a la variation de niveau : | T’ S0 (21 — 2z2) | Ainsi
. = Vi Vi : = - .
’ prop sv2gnt1/2) 7 !

une clepsydre de profil S(z) o 1/z peut étre munie de graduations réguliéres pour y lire des durées.

2.3 Oscillations dans un tube en U

Cf exo de cours.

2.4 Cyclone et écoulement tourbillonnaire

— —
1. % Méthode 1 : par théoréme de Stokes § o .dl = Il r&(?)cﬁ =2 (3.dS. Cf exo de cours chapitre MF1.

* méthode 2 : par intégration directe : o) = rﬁ(?) = %d((;:)ui
‘fu(r <R)= Qr‘ v(r > R) = QR?/r (10)

2. L’équation de Navier-Stokes donne —uv?/r = —dp/dr.
*xSir > R:dp/dr = pQPR*/r3. Donc p(r) = —2uQ?R*/r?2 + A. Loin du tourbillon, p doit tendre vers py. Donc

p(r > R) = po — 2uQ*R*/r?|.
*x Sir < R :dp/dr = pQ?r. Donc p(r) = pQ?*r?/2 + B. Puis condition aux limites en R pour trouver
B=py— 5MQ2R2/2. Donc |p(r < R) = pg — 5#QQR2/2 + MQ2TQ/2 '

Globalement, on trouve p < pg. Ce tourbillon correspond & une dépression.
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