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X 2022 PC - Etude de I'étude de I'hélium superfluid métastable
Merci de signaler les erreurs éventuellesc@oche2020@gmail.com
Ce corrigé a été relu par Séverine Mensch

1 L’hélium liquide a basse température

Q1 On applique le premier principe entrett+dt au systéme fermé constitué de la masse
m d’hélium liquide. L’évolution étant isobare :

dH =R, dt
Cependant : dH = mg, ( T) dT
On en déduit : aT__ R,
dt  mg, T)

Au cours du refroidissemen€, diminue d’'abord, avant une augmentation brutaguélle
s’accompagne donc d’'une diminution marqué . Il s’en suit une deuxiéme étape, a partir

. L dT|
de 2,17K, au cours de laquelle la capacité thereniduminue brutalement et dor‘ﬁ‘

augmente significativement.

Capacité thermique de I'hélium liquide ~dT/dt en fonction de'la température
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On observe ainsin quasi-palier de températureau voisinage dd , .

Evdlytion de la température de I'hélium liquide
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Q2 Le diagramme d'état (p,T) dun corps pur est dtmst de trois domaines
(solide/liquide/vapeur, ci-dessous a gauche) destflontieres ont des pentes généralement
positives(I'eau est une exception, a droite, avec une adcoexistence solide/liquide qui
admet une pente négative, tout au moins au-desldamos certaine pression).

k.
-

[-'rr-.-mn {har)

SOLIMFICATION Poinl cririgus
0

solide
b EFACTION
liguide C LIGUIDE
VAPARISATION

0,006

L 4

@ il 108 Température (*C)

Dans le cas de I'hélium, il faut prendre en compteoint triple Hélium liquide 11 / Hélium
liquide | / Gaz et un point tripleSolide / Hélium liquide 11 / Hélium liquide |. En d’autres
termesjl N’y a pas de point triple solide/liquide/gaz

Pour un corps pur « normal », lors d’'un refroidmssat le long de la ligne de coexistence avec
la phase gazeuse, lorsque le point triple est fiana passe d’'un équilibiequide / gaza un
equilibre solide / gaz On s’attend a une discontinuité de masse volueide la phase
condensée lors de ce franchissement.

Dans le cas de I'hélium, on passe d’un équillidkeum liquide | / gaz & un équilibrénélium
liquide Il / gaz, sans que la phase solide n'apparaisse a I'éqgiitibec la phase gazeuse. Par
ailleurs, d’'aprés lagure 1-b, la transition entre les deux phases de I'héliigmidle se produit
sans discontinuité de masse volumique
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Q3 Le modele de Ecoulement parfaitconsiste a négliger tout phénomene diffusif :
- diffusion de quantité de mouvement : on néglayedcosité:

- I'écoulement est ainsi régi paétjuation d’Euler ;

- cette équation est complétée par des conditiardimites qui imposent
a lacomposante normale de la vitessde s’annuler sur une paroi fixe (mais la
composante tangentielle peut étre non nulle) ;

- autour d’un corps, un écoulement parfait anambre de Reynolds qui
tend vers l'infini ;

- diffusion d’énergie cinétique microscopique : péglige les échanges thermiques
diffusifs :

- I’évolution d’'une particule de fluide estliabatique ;
- comme tout phénomene diffusif est neégligé, I'éwoin est aussi
réversible, doncisentropique;;

Q4  Sous la températur,, d'aprés ldigure 1-b, la masse volumique de I'hélium liquide

est de l'ordre de : 0=14%gm°

3
En attribuant a chaque atome le voluaie: |a= {%}

1
27 2
Soit : a= Lkg_g ’ donc a=35.10"m
1,5.1Gkg m

Un atome d’hélium d’énergie cinétiquEC:3|<BT est non relativiste et a une quantité de

mouvement de norme :  p=,/2m_.E soit p=,6m,.kT

On déduit de laelation de de Brogliela longueur d’onde de de Broglie de I'atome d’hiliu

h
N=— soit A= h

p VOMye kg T

Si la température diminue, la longueur d’onde degBe de I'atome d’hélium augmente, ce qui
va dans le sens @fets quantiques plus prononcégau sens ou les fonctions d’'onde des
différents atomes «se superposent »). Avec lereritretenu, les effets quantiques se
manifestent a une température inférieure a :

2
Tczzh—
6a’m,. ks
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(72039
6(3,5.10°m) x( 7.107kg)x( 1,4.I6J K}

AN T. =

Soit : T.=7K

Cc

On retrouve umrdre de grandeur cohérent avec la températufg .

2 Etats métastables et cavitation
2.1 Métastabilité et cavitation

Q5 L’énergie surfacique de tension superficielle st I'aire de l'interface entre les deux

phases est celle d’'une sphére, dame ?, d’ou le second terme. Ce terme est positif car un
augmentation de I'aire de l'interface a un coltrgagque.

Energie en fonction du rayon
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On déduit de I'expression de I'énergie :

dAE ) d’AE _
T=4m (p_psat)+8nyr et ar2 —8nr(p—psat)+8ny
e . . . _ 2y
La dérivée premiére s’annule er= 0, mais aussi en : r,=
Pt = P
o d’AE
La dérivée seconde y vaut : (r=r)=-8my<0 (alors qu'elle vaut

dr?
8my >0 enr =0). Il s’agit donc bien d’un maximum em=r_.
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3 Psat — P
3 3
Soit : AE:4]1Q —rL+rL
I 3 2
Finalement : AE’ = 4—”yrc2 ou AE" = %2
3 3( P = P)

L’ etat métastablecorrespond & =0 (absence de bulle de gaz) et il faut apporteniains)
I'énergie AE™ pour franchir I'état (instable) =TI, a partir duquel il y a rupture de métastabilité.

Q6 Par analogie avec laoi d’Arrhenius, on peut proposer une probabilité de
franchissement de la barriére d’énergie potentidbec de cavitation, de la forme :

= Foexp[—iET j

B

Une distribution de Boltzmann des fluctuations d’énergidE permet de montrer que la

probabilité P(AE >A E) est effectivement proportionnelleeé(p(— ?(ET j .

B

Q7 A faible température, I'hélium liquide peut étréd pur (introduction de cette partie),
donc AE" est plus élevéce qui implique, d'apré®6, que I est plus faible. Cet effet est

. : . AE*
renforcé par 'augmentation d% lorsqueT diminue, dans le facteu&xp(— T j
B

Q8  Pour que la cavitation ait lieu entrett+dt (probabilité Z(t +dt) - Z(t)), elle doit se
produire pendant la durédt (probabilité M'Vdt), alors qu’elle n'a pas eu lieu entre Otet
(probabilitél—Z(t) ). Ces deux « événements » étant indépendants :

> (t+dt)-2(t) =(1-=(t)) rva

On en déduit : d_zz =rvdt
ST _ 1-3(t)
Cette équation s’integre en : =In =rvt
1-%(0)
On en déduit : Z(t) =1-exp(-TVt)
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Q9 La pression de cavitation est déduite de FV7r =In2

D'ou : roexp(—AE er =1In2
kB
Ainsi : AE* =-In In2 KT
rVvr

arr In2
Donc : —pr?=-In kT

3 /e [rov J °

1677 In2
Soit : 4 2 :—In( ]'kBT

3 (P Po) FoVz
Par conséquent : Pe = Psar ™ 167

3kBTIn(r°VTj
In2

Si la température diminue, cette pression peunsikem et deveninégative

A une température tendant vers 0, la pression geté tendrait vers . .
Pour maximise¢p6| avec [, <0, il faut choisir urpetit volume et une durée faible.

2.2  Pression négative

Q10 La pression exercée par un gaz parfait sur unei paut s’interpréter en termes de
transfert de quantité de mouvemeniau cours de chocs molécules / paroi. Dans le aiidre

modele trés simplifié, la vitesse d’une moléculparfient a{ -ug, ug,— Ug, ug- ug Tj}e
ces six valeurs étant équiprobables. On mota densité volumique de molécules e masse
En considérant que la normale a la paroi (oriedtégaz vers la paroi) eﬁ , la quantité de
mouvement cédée pendant la dudéepar les molécules a un élément de paroi d'dBeest :

nrhu dSg

—%ndSud(— mLTZe—( mﬁ}z) :El),

L . 1 —_1 — .
Ce transfert de quantité de mouvement est assoicié ﬁ)rceé nmu dSe= 3 nmu dexercée

sur la paroi.

On en déduit laression cinétique: P 25 nmuf toujours positive.
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Q11 A basse température, I'énergie d’agitation therraigst faible et elle peut étre dominée
(en valeur absolue) paehergie d’interaction attractive entre molécules.

Dans I'équation d’état dgaz de Van der Waalsla contribution des interactions attractives
2

apparait dans le terme de « pression interrrazlq :

NigT N

VEINTLY:

La pression (totale) devient donc négative a umpéature inférieure a :

a N
:__2(

T* V=N

Q12 En supposant la séve incompressible, la pressictioanée par lai de Pascal soit en
fonction de l'altitude; :

p(9=R-poz

Elle devient négative au-dela de : Z, =B AN |z =10m

P9

Il existe des arbres de plus grande hauteur eprgssion négative est donc envisageable.
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3 Etude expérimentale des états métastables de Iliugn
3.1 Mesure dep par interférométrie

Q13 On représente une évolution sinusoidale de moysmporelle Py, et d’amplitude

o p . L'état est métastable sur des demi-périodes peni@aquelles P< P,. La durée
caractéristique d’'un état métastable est donc :

i:5.1075
2f

Au cours de cette durée, I'onde sonore se propage s

ox== soit

2f

Si op> P, la pression devient négative dans I'hélium pendare fraction de (demi-
)période.

Q14 Daprés la relation de Clausius-Mossoti p—3m*e(n_1)(n+1)
apres la relation de auslus-iviossotl 0 —
P usid dim  n*+2

(n=1(n+1) _ g(2+¢)
MR+2  3+2%+&

(n-(n+y) 2,

Sin=1+¢ avec|g <<1:

Alordre 1 ene¢ :

n’+2 3
Ainsi : :%(n—l)
2m
. e . |_on
On en déduit, par différenciation Iogarlthmlque-:lg 1

Q15 Unrayon incident est divisé en deux rayons quiremtent des chemins différeresil
s’agit donc d’'urdiviseur d’amplitude.

Q16 En s’appuyant sur la figure ci-dessous : d = ACsin(l—zT—aJ

Cependant : AC =2etand,
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sing

On en déduit : d =2e—~cosd
cosg,
Cependant : cosf, =4/1- sirf g,
D’apres la deuxiéme loi de Snell-Descartes deffacton : sid =n, sirg,
YAy - 1 .
D'ou : cosd, = |+ sif g
n;
Ainsi : _Nsin6

w/nV sin 6?

En utilisant de nouveau la deuxiéme loi de Sneldagtes relative a la réfraction :

sm@

w/n -sin 6’

sm 20

,/nv sin® g,

Q17 Il s’agit d’établir 'expression de la difféerende marche dans le cas d’'une lame mince
en réflexion (figure ci-dessous).

Finalement :
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La différence de marche s’écrit :

Az =[°°ABO°°I] _[OOAHOOI]

= (Al +[ A +[ B +[ GoT)~([0 A+[ AH+[ He])

=[A8]+[BA-[ AH +([ G~ o)

La derniére parenthése est nulle par applicatioprohcipe du retour inverse de la lumiére et
du théoreme de Malus.

Il reste donc : d,, =n,(AB+ BC) - AH
Cependant : AB= BC=—° et AH =2etang sird
cosé,
Y
Ainsi : AH = 2r1,eM
cosé,
Dol : Oy = Zme% donc 0,, = 2n,ecosy,

r

On en déduit le déphasage introduit sur le chef)ipdr rapport au chemin (2) :

®,,(6)= —A'T”nvecosé?r

Soit : ®,,(6)= —47” . —sin’g | pour la premiéere lame.
A . 4T > .
De méme : ®,,(8) == If —sin’ 4 pour la deuxiéme lame.

En I'absence d’onde sonore, il n'y a donc pas gqihdgage entre les deux faisceaux lorsqu’ils
sont recombinés.

Q18 Siles deux lames ne sont pas paralleles :

dD——ne(\/rf -sin® 6, \/rF smH)

Soit, en supposant I'écart au parallélisme assblefa

JCD:—47”nV 2sing cog) 50

2\ —sin’ g

10
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D’ou : ob = —277%549
Q19 Ladifférence de phase s’écrit :
x,2) ZIT
3= j == on.dy
2/177 f\(xz) (VXZJ’VZ ) dy

—47”0( («/x2+y2,z).dy

3.2  Mesure de la fréquence Brillouin

Q20a Dans domaine de I'approximation conique du faisggaussien, ce dernier a une demi-

. A
ouverture angulaire : g, =
ﬂWmin
On en déduit : w - A
) min 7760
—6
AN W, =0 m soit W, =5.10°m
7m.10°rad

DansQ13, on a évalué la longueur caractéristique du doenaiétastable @x=10"m. On a

donc: —=20 ce qui permet d’'avoir une
w,

min

résolution spatiale du domaine d’hélium liquide aséable qui semble assez limitée (20
« pixels » ).

Q20b Lalongueur de Rayleighdu faisceau gaussien est :

soit L, =8.10"m

La région métastable est observée au voisinagéadudp waist du faisceau. L'étendue spatiale
de la région étudiée est environ 8 fois plus faiple la longueur de Rayleigh. Il est donc
raisonnable de considérer que I'on se trouve da®maine d’approximatioeylindrique du
faisceau.

Q21a Pour la lumiére dans I'hélium liquide, d’'indicetimue supposé suffisamment proche

del: EH=%

11
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Pour le son dans hélium liquide : ~ [|ag] =222

Q21b Laconservation de I'impulsion{photon incident + phonor> photon diffusé€} s’écrit :
nk +hg =hk (A
La conservation de I'énergiede {photon incident + phonot» photon diffusé} implique :

hay+hQy =ha,  (B)

Q21c On déduit de (1) : k,-k =q
D’ou : k +k -2kk=gq
’ ° L ww Q2
Soit, d’'apres)?1a: (ﬁj +(ﬂj -2 2cof=="8 (C)
C c ¢ V
Cependant (B) implique : W+ -2ww,=Q;
2 2 2
: ) “ ww, _ Qg
Donc : —~ |+ =] 2—===— D
( c J ( CJ ¢ ¢ )
2 2
On retranche membre & membre (D) de (C) : Z%(l— cod) =%—%
Cependant : w=w=w et v<<c
o . L(6) Q
Dol : 4—sit| = |==L
¢ (2) V2
Finalement : Q; = 200 sin(g
c 2
Pour un angle de diffusiofi="" : fg = 2f vz avec -1
2 c 2 c A
-1
Dou : f, =1, 4x 200MS soit fy =3.10Hz
10°m

12
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On a donc effectivement : fy << f :g =3.10"Hz

Q22 On reporte I’expressionEl(F,t):ioexp(i(QBt —6?)) dans ['équation de

propagation, d’ou : (—Qé -r '(—Qz) Qg +v2Q2)£l =0
2
On en déduit la relation de dispersion : Q° :#
v +il'Q,
2
Ainsi : Q= QlB-.Q
V2 (1+i ¥ Bj
et au premier ordre : Q =&(1—i r QBJ
v 2V
1 2
delaforme: Q=a-ib enidentifiant : a:& et b= Qs
Y 2

Q23 La pression strictive est négative et quadrateuéamplitude du champ : le fluide est
« attiré » vers les régions de pressions plusdsjlgui sont celles ou le champ électrostatique
est plus intense. L'effet de cette pression estdi@tontracter le milieu.

: : — 1 —(=
La force volumique a pour expression : |—grad p, :Esoye grad( Ez)

Q24 Etant donné I'expression du champ électrique :

—*

<EE >=%Re(:E15* ) soit <EE >=%:Em( JE. (3

—k

e 1 =
Ainsi : Pst :_Zfoyegm( Z) -—El,o( 3

Q25 En superposant les deux champs électriques :

<EE><E.E>+<E.E>+2< E.E>

. s 2T . 2m
La moyenne étant réalisée sur une durée — , mais telle que <<3 :

— *

<EE>=E (I, (3+5 8o 1 E( PR E( )2 E()axi (2 W

Le dernier terme peut s’écrire : ‘El,O(Z)H:EZVO( Z)‘COS(Q t- qz ¢l—¢2)

13
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Q26 D’aprés I'énoncé, on peut négliger les dérivédsnsedes deux premiers termes et du
produit E, ,(2) IEZO( 2. Il reste donc :

grad < BB~ Re{ B 4 £, ( ¥ et (@ ¢ dj))

Soit : @<EE>=‘iqRe( Eo(9.E,( yex{ (ot q)z))j,

On en déduit l&orce volumique de pression strictive :

1 1 —
Egoyegrad< EE>= - 0yelqRe(_I_:m( ).E (yexd (Q t oy ;)

Puis le terme de forgage :

(1 Y S . : —
dlv(zsoyegrad< EE>j:—E A |qRe(_L—;YO( 3.E (¥ dl(/EX[( iQ + o z'))

Soit : divf = —% oV Re(:Ei,O( 2 :Ezo( jex{ (Qt q)))

Q27 On reporte sa représentation complex;esoyeqzﬁivo( 2) :EZO( Jexp( (Q t q3) dans

I'équation de propagation, ainsi que la représamtatomplexep, +5£exp(i (Qt —qz)) de la
masse volumique, d’ou :

(oo (i) o= Jana B A3

On retrouve I'expression demandée en posant :

q
Q)=
,7(q ) QZ_(V2+II—IQ)q2
q2
En posant , =qT"' et Q,=qv : /7(q,Q)=Qz_ir 0-02
B B

14



Q28 On deduit de I'expression dg :

dlz 1 = dE*z,o_*_”* dlzz,o}

1 (= iwy, = o = Wy, =
=§£0C _Ez,oﬁ—;_El,o@"'Ez,o 4622/9 _El@ j

0

2 dcp, — 2

0

0
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—_—

1 — i l 1 —x
=260 “Epole B 2oy (Q) E o Byt E, jfg Eoyeohdl (0 )Ezo._El,oj

_ Ve W i (_EZ,O'_E.*LC”(q'Q):El,O':E*Z,O+jE2,GE’/(]* ( qQ):E 2,:E 1)3

L

& (g ¥ E
_ Oyea)2|(_E2 E.7(aQ)E.oE.ct E,oEr (9

Les champs électriques sont colinéaires, d’'ou :

di, _&gyew,

Par conséquent :
dz 16p,

2i (" (0,Q) -7

0) E..E.)

(ExoBue)(BuoEo)=[ELJ [ES}

(@Q)E[[ES

Ce qui est proportionnel & ia)z(—fz(q,Q)ﬂf (q,Q)) L1, =2w,Im(n(q.Q))14,

D’aprésQ27: Im (/7(q, Q)) =

Ou encore : Im(n(q,Q))

q°T.Q

rzQ

(@7 -02) +(r.)’

-1
I—l

Avec les approximations suggéréesm (77(q,Q)) =

Soit : Im(n(q,Q)) =

(@2-q2) +(r Q)
1

r2

1

)

M'Qg 4007 +(r,)*

M'Q

° AQZ+(FB

2

;

Il'y a donc un probléme de signe (I'un des signegd'équation (10) serait-il inexact ?)On

retrouve effectivement une expression

d, __

rB

(

2

|,

. w S N2 12
dz AQZ+(FBJ
2

précédents, on obtient ung, négatif !

15

mais avec les calculs
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(3]

Q29 Sil,(z) est quasiment uniforme :%:—Klz(z) aveckK =g, ——=+——1,
dz ) (r j
AQ°+| 2
2
1,(z) est donc de la forme : 1,(z) =1,(0) exp(-Kz2)

L'onde 2 se propageelon lesz décroissantset il s'agit donc ici d’'unemplification.

A la résonanceK est maximum et I'amplification est plus prononcée.

Hors résonance, on peut suppoKefaible, doncl, (z) guasiment uniforme.

On fait varier la pulsatiomy, jusqu’a obtenir I'amplification la plus marquée Uze(z) :

Q30 On veut obtenir : exp(9,,1,0) = 1+ 10°
Soit : 9.1,0=107
On en déduit : |, =10"W m?

Cette intensité est trés éleveée ! Il faut probalkelenutiliser unaser impulsionnelconcentrant
une énergie non négligeable sur une durée trés bitdéaut aussi utiliser une optique permettant
de focaliser fortement le faisceau.

Q31 La durée de I'impulsion laser doit étre inférieara durée de vie de I'état métastable,
soit : I, < oL 20ns
%

Plus la durée de I'impulsion est courte, glispectre est large

Ici, la résolution spectrale serait de l'ordre e&e: 50MHz, que l'on peut comparer a
T|

fy =300MHz. La résolution spectrale est d’autant plus limgée I'impulsion est courte.

Q32 On déduit de I'expression de la célérité : (g—p] =V’
0

Cependant : v=fy(p)A

On a ainsi : p(p)= psat+J‘:(p | fa(p')A%dp’

(ce qui suppose cependant d’observér=aCte).

16



