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1 Révisions de premiere année
Exercice 1 (CCP 2022)

1. Montrer :

1
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On a P(Z) C Z. Les coefficients de P sont-ils des entiers relatifs ?

XX-1)...(X—-(k—1
3. Pour tout k£ € N*, on pose Hy(X) = ( ). ( ))

k!
On pose Hyp(X) = 1.
Trouver une relation entre Hy(X + 1), Hi(X) et Hi_1(X).

4. Montrer que (Hy, ..., Hy) est une base de Ry[X].

5. Calculer Hi(n) en distinguant différents cas : k=0,0<n<k—1,n> k...
En déduire que pour tout k € N, H(Z) C Z.

6. Soit k € Net P € Ci[X].

Montrer que P(Z) C Z si, et seulement si, les coordonnées de P dans la base (H, . . .

sont entieres.
Exercice 2 (Centrale 2008)

Soit E = C(R,R).
Pour tout n € N, soit f,, : x — sin" z.
Quel est le rang de la famille (f;)1<i<n ? (n € N¥)

Exercice 3 (Centrale 2004)

Soit F' un sous espace vectoriel de C[X] de dimension finie.
1. Montrer qu’il existe une base de F' dont tous les polynémes ont méme degré.

2. Idem avec des degrés strictement croissants.

Exercice 4 (Mines 2018)
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1. Montrer que A est un sous-espace vectoriel de R, [X] et déterminer sa dimension.
2. Déterminer A N {(X —-1)F ke [[O;n]]} puis A N Vect ({(X —1)* ke [o; n]]})

3. Donner une base de A.
Exercice 5 (CCP 2016)

Soit n un entier > 2. Soit E l’ensemble des polynémes P € R,,[X] tels que P(0) = P'(0) = 0.
1. Montrer que E est un R espace vectoriel. Calculer la dimension de F.
2. Montrer que ¢ : P — P(X + 1) — 2P(X) + P(X — 1) est un isomorphisme de E sur
R, —2[X].
Exercice 6 (Mines 202/4)

Soit E = {P € R[X] tq P(0) = P'(0) = 0}.

coit o JF — RIX)
PP P(X +1) + P(X — 1) — 2P(X)

Montrer que ¢ est un isomorphisme de E sur R[X].
Exercice 7 (Mines 2015)

Soient E un espace vectoriel (de dimension quelconque) et f un endomorphisme de E.

1. Montrer :
ker(f) = ker(f?) <= Im (f) Nker(f) = {0}

2. Montrer :
Im () = Im (f2) <= Im (f) + ker(f) = B

Exercice 8 (Mines 2016)

Soit v = (v1,v2,v3) € C3 tel que vy + v + v3 = 1.

c? —C? L
Montrer que p est une projection.
x = (21,22, 23) — x — (x1 + T2 + 3)V

Donner son noyau et son image.
2 Produits et sommes d’espaces vectoriels

Exercice 9

Soient E un K espace vectoriel, u € L(F) et w € K*.
Montrer : Ker (u? — w?idg) = Ker (u — widg) @ Ker (u + widg)

Exercice 10 (Mines 2018)

Soit £ un espace vectoriel et u un endomorphisme de E tel que u? — u? + u — idg = 0.
Montrer que Ker (u — idg) @ Ker (u? + Idg) = E.

Exercice 11 (X 207)
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Soient £ un K espace vectoriel de dimension n et (eq,...,e,) une base de E.
Soient F' un K espace vectoriel de dimension p et (f1,..., f,) une base de F.
Quel est le rang de la famille ((e;, f;))1<i<n ?

1<j<p

Exercice 12 (Centrale 98)

Soient F et F' deux R-ev de dimensions finies non nulles.
Soit (Eq, ..., Ey,) une famille de sev de E.
Soit h € L(E, F).
On définit I'application ¢ par p(h) = (hg,,. .., hg,) ou, pour tout i € {1;...;n} kg, désigne
la restriction de h a FEj;.

1. Montrer que ¢ est une application linéaire de L(E, F') dans L(E1,F) x --- x L(E,, F).

2. Montrer : "

@ injective <= E = Z E;
i=1

3. Condition pour que ¢ soit surjective ?
Exercice 13 (Centrale 2023)

Soient E, F, G trois K-espaces vectoriels de dimensions finies.
Soient u € L(E,F), v € L(F,G) et w =wvou.
Montrer :
u injective
w isomorphisme de F sur G <= { v surjective
Im (u) ® Ker (v) = F
Le résultat subsiste-t-il en dimension infinie ?

Exercice 14 (Centrale 2023)

Soient E un espace vectoriel de dimension n et f € L(E).
On dit que f admet un pseudo-inverse si et seulement si il existe g € L(E) tel que fogo f = f,

gofeg=get fog=golf.
1. Que dire de f si f est inversible ? est la fonction nulle 7

2. (a) On suppose que f admet un pseudo-inverse.
Montrer que Ker (f) @ Im (f) = E.

(b) On suppose que Ker (f) & Im (f) = E.
Montrer que la restriction de f & Im (f) admet un pseudo-inverse.
En déduire que f admet un pseudo-inverse.
Conclure.

3. Montrer que f admet un pseudo-inverse si, et seulement si, f et f2 ont le méme rang.



