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1 Reévisions de premiéere année
Exercice 1 (CCP 2022)

1. Montrer :

1
wnez "t 4

X(X 41
9. SoitP:(2+).

On a P(Z) C Z. Les coefficients de P sont-ils des entiers relatifs ?
X(X-1)...(X—=(k—-1))

3. Pour tout k € N*, on pose Hy(X) = o

On pose Hy(X) = 1.
Trouver une relation entre Hy (X + 1), Hp(X) et Hx_1(X).

4. Montrer que (Hy, ..., Hy) est une base de R;[X].

5. Calculer Hy(n) en distinguant différents cas : k=0,0<n<k-—1,n>k...
En déduire que pour tout k € N, Hy(Z) C Z.

6. Soit k € N et P € Ci[X].

Montrer que P(Z) C Z si, et seulement si, les coordonnées de P dans la base (Hy, . ..

sont entieres.

Correction

sz@p—i—l) €Z.

1. Si n est pair alors il existe p € Z tel que n = 2p et 5

1
Si n est impair alors il existe p € Z tel que n =2p+1 et n(n;—) =(p+1)2p+1) €Z.
X(X+1 1 1
2. (2+) = §X2 + §X n’est pas a coeflicients dans Z.

3. Soit k € [2;+o0].
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k!

1 k—1 k—1
Hy(X +1) - H(X) = (H(X+1—l)—H(X—l)>

1=0
1

I=—1

=0

k—2 k—1
= 5 (H (X —1)— H(Xl))

=0

1 k—2
= (X+1—(X—lc+1))H (H(X—l))

k k—2
= (H(X—

=0
= Hp1(X)

H(X+1)—-Hi(X) =

4. Pour tout [ € N, H; est de degré [.
Les polynoémes Hy, ..

=0

1 k—2
) = it (H“‘ )

X+1-X=1=Hy(X)

., Hy, sont donc tous dans Ry [X].
Comme leurs degrés sont deux a deux distincts, la famille (Hp, . ..

, Hy,) est libre. Comme

elle a k + 1 = dim (R [X]) éléments, c’est une base de Ry[X].

5. ¥n € N Hy(n) =1
Vk € N* Vi € [0; k — 1] Hy(n) = 0

Vk € N* ¥n € [k; +oo] Hy(n) = <Z>

—m(—m—1)...(—m — (k—1))

Vk € N*Vn € Z* Hip(n) = x avec m = —n € N*
+k-1)(m+k—-2)...m m+k—1
_ _lk(m — _lk
(=1) o S

Comme dans tous les cas on trouve un entier relatif, Hy(Z) C Z.

. D’apres la question précédente, si les coordonnées de P dans la base (Hy, ..
entieres alors P(Z) C Z.
On montre la réciproque par récurrence sur k.
Soit P € Cy[X] tq P(Z) C Z.
P = CQHO = (0.
co = P(0) € Z donc P(0) est vraie.
On suppose P(k — 1) vraie.
k
Soit P = ZCZHZ € Ci[X] tel que P(Z) C Z.
1=0

., Hy) sont

K k-1
P(X+1)=P(X) =Y aH 1(X)=) cauH
I=1 1=0

P(X +1)— P(X) est également a valeurs dans Z donc d’apres 'hypothese de récurrence :
Vi e [1;k] ¢ € Z.
Enfin ¢ = P(0) € Z (VI > 1 Hy(l) = 0)

Exercice 2 (Centrale 2008)
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Soit E = C(R,R).
Pour tout n € N, soit f, : © — sin" x.
Quel est le rang de la famille (f;)1<i<n ? (n € N¥)

Correction
La réponse est n ie qu’il s’agit de montrer que la famille (f;)1<i<n est libre.
n

Soit (ay,...,a,) € R™ tq Zaifi =0
n . =1
Ve e R Zai(sin ())'=0
i=1
Or lorsque z décrit R, sin (z) décrit [—1; 1] donc :
n
Vte[-1;1] D at' =0
i=1
n .
Le polynome Z a; X" a une infinité de racines donc c’est le polynéme nul.
i=1
Donc tous ses coefficients sont nuls ie :
Vie [1;n]a;=0
La famille est bien libre.

Pour aller plus loin :
Pour tout n € N, soit g, : x — sin (nz).
Quel est le rang de la famille (g;)1<i<p ?

On va montrer que cette famille aussi est libre.

n
Soit (a1,...,a,) € R™ tq Zakgk =0

k=1
n eik:p _ efika: 1 n ) n .
veeR0 = Y a = (Y ae™ Y e
k=1 L b \k=1 k=1
efinz n (& n . B
- S (St - S
k=1 k=1
e_mx 2n n—1
— 5 Z A, ezkm . Z A ezkm
Lo \k=nt1 k=0
efinz )
= P (e”)
21
2n n—1
avec P = Z ap_nX¥ — Z an_p X" € C[X]
k=n+1 k=0
Tous les complexes de module 1 sont racines de P donc P a une infinité de racines.
On en déduit que P est le polyndéme nul. Ses coefficients sont donc tous nulset a; =--- = a, = 0.
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Autre méthode

2 n n 2
Vie k0 = /0 sin (it) <Z g sin (kt)) =Y a /0 sin (It) sin (kt) dt

k=1 k=1

n 21
_ ;Zak/o (cos (I — k)t) — cos (1 + k)t)) dt

k=1
2 n . 2m n : 2w
ay 1 sin ((I — k:)t)] 1 [sm ((I+ k:)t)}
- [ a5 -2 sin ({4 b)E)
2/0 2126"“ [~k g 2,;‘”“ Ik o
k#l
= Tay

Pour tout n € N, soit hy, : & + sin (n + x).

Quel est le rang de la famille (h;)1<i<n ?

Vn € N* Vo € R sin (n + z) = sin (n) cos (z) + cos (n) sin ()

Les fonctions h; sont toutes combinaisons linéaires de sin et de cos donc le rang cherché est
inférieur ou égal a 2.

Sin =1, alors by n’étant pas la fonction nulle, le rang cherché est 1.

Sin > 2, les fonctions hi et hy étant linéairement indépendantes, le rang cherché est 2.

Il reste a montrer que (hy, hg) est libre. Si ce n’était pas le cas, on aurait :

INER tq Ve €R sin(z+2) = Asin(z+ 1)

x = —1 donnerait alors : sin (1) = 0, ce qui est absurde.

Exercice 3 (Centrale 2004)

Soit F' un sous espace vectoriel de C[X| de dimension finie.
1. Montrer qu’il existe une base de F' dont tous les polynémes ont méme degré.
2. Idem avec des degrés strictement croissants.

Correction

1. Soit (Py,..., P,) une base de F.
On peut toujours ranger ces polynémes par degré croissant de sorte que :
d(Pl) <...< d(PZ) < d<Pi+1) =... = d(Pn>
(Pl + Pn, ey P, + Pn, PiJrl, R Pn) convient.

2. Cela peut se faire par récurrence sur la dimension de F.
On note donc n la dimension de F'.
Sin <1,il n’y a rien a dire.
Supposons n = 2.
Soit (P, Py) avec d(Py) < d(P3) une base de F'.
Si d(P1) < d(P»), c’est bon.

Si d(P1) =d(P), on pose Q1 = P, —

(Q1, ) convient.

Supposons enfin la propriété vraie au rang n — 1.

Soit (Pi, ..., P,) une base de F.

On peut toujours ranger ces polynémes par degré croissant de sorte que :
d(Pl) <o < d(Pz) < d(Pi—i-l) =...= d(Pn)

dom(Py)

dom(Py)" *
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dom(Pj)

—F—=F,.
dom(Py)

Pour j compris entre i + 1 et n — 1, on pose Q; = Pj —

Pour j <14, on pose Q; = P;.

Ona:

Vj € [Lin— 1] d(Q;) < d(Py)

La famille (Q1,...,Qn—1) est libre car (Q1,...,Qn—1, P) est une base de F.

On applique ensuite ’hypothese de récurrence a Vect(Q1,...,Qn—1).

Il existe (R, ..., R,—1) base de Vect(Q1,...,Qn-1) tq d(R1) < -+ < d(Rp—1)-

F = Vect(Q1,...,Qn-1) ® KP, donc (Ri,...,R,_1,P,) est une base de F telle que
d(Rl) <--- < d(Rnfl) < d(Pn)

Exercice 4 (Mines 2018)

Soit A = {P € R,[X] | zn: P®(1) = 0}
k=0

1. Montrer que A est un sous-espace vectoriel de R, [X] et déterminer sa dimension.
2. Déterminer A N {(X —1)¥ ke [o; n]]} puis A N Vect ({(X —1)* ke [o; n]]})

3. Donner une base de A.

Correction
R,[X] =R
. n
1. Soit ¢ P ZP(k)(l)
k=0

© est une application linéaire.
Elle est surjective : p(c) = c.
Par la formule du rang, A = Ker (¢) est un sev de dimension n de R, [X].

k!
d — (X -1DFlsil<k
0sil>k
Donc :
k—1 n
k k! k—1>0 |
vk e [0n] ¢ (X - 1)F) = R > o

=0 ’ I=k+1

= k!

Donc AN {(X —1)%, k € [0;n]} =0

Remarque importante :

Tout vecteur de A est combinaison linéaire des polynémes (X — 1)¥ mais ces polynomes
ne forment pas pour autant une famille génératrice de A.

Vect ({(X ~1F ke [[0,n]]}> = R, [X] donc A N Vect ({(X ~DF ke [[O,nﬂ}) =A

3. Vk e [1;n] (X —1)F — k! € A.
((X — 1)k~ k!)ke[[l I est une famille libre, car échelonnée en degré, de n = dim (A)
n
vecteurs de A, c’en est donc une base.

Exercice 5 (CCP 2016)
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Soit n un entier > 2. Soit E I'ensemble des polynémes P € R, [X] tels que P(0) = P'(0) = 0.
1. Montrer que F est un R espace vectoriel. Calculer la dimension de E.
2. Montrer que ¢ : P — P(X +1) —2P(X) + P(X — 1) est un isomorphisme de E sur
R,,—2[X].
Correction
n
1. Soit P =" ap X" € R, [X].
k=0
P(0) = ag et P'(0) = ay donc :
PeFE<=ay=a1=0
Donc : E = Vect(X?2,..., X").
E est donc un R-ev de dimension n — 1.

2. La linéarité de ¢ est claire :

Y\ p) EREV(P,Q) € E
P(AP+pQ) = (AP +pQ)(X +1) = 2(AP + pQ)(X) + (AP + pQ)(X — 1)

= AP(X 4+ 1)+ pQ(X 4+ 1) = 2AP(X) — 2uQ(X) + AP(X — 1) + uQ(X)
= ANPX+1)—-2PX)+P(X—-1)+p(@QX+1)—2Q(X)+Q(X —-1))
= 2p(P) + pp(Q)

Si P € Ker () alors la suite (uy,) = (P(n)) vérifie :

Vn € N* upy1 — 2up + tp—1 =0

Il s’agit d’une relation de récurrence linéaire a 2 pas.

L’équation caractéristique est 72 — 2r + 1 = 0 qui admet une racine double : 1.

On a donc :

3(a,b) € R? tq Vn € N P(n) = an +b

N est infini donc P(X) =aX + b

P € E donc P(0) = P'(0) = 0, ce qui donne a =b = 0.

¢ est donc injective.

¢ est un isomorphisme de E sur ¢(E) qui est donc dimension n — 1.

k k

VE>20(XF) = Y <I;> X —2XxF 4y <I;> (—1)Fx!
=0 =0

k—2

= XF-oXF 4 XF kXM kX Y <I;> (14 (-1)FhHx!

=0
= k k—I l
- (l><1+<—1> )X

=0

Donc ¢(F) = Vect ((@(Xk))ggkgn) C R,—2[X] de dimension n — 1.
Donc ¢(F) = R,,—2[X] et ¢ est un isomorphisme de E sur R,_o[X].

Exercice 6 (Mines 2024)

Soit E = {P € R[X] tq P(0) = P'(0) = 0}.

Soit o d B RIX]
VP P(X +1) + P(X —1) - 2P(X)
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Montrer que ¢ est un isomorphisme de E sur R[X].

Correction
La linéarité de ¢ est claire :

Y\ p) eR2Y(P,Q) € E
P(AP +pQ) = (AP +pQ)(X +1) = 2(AP + pQ)(X) + (AP + p@Q)(X — 1)
= AP(X + 1)+ pQ(X +1) = 2XAP(X) — 2uQ(X) + AP(X — 1) + uQ(X)
= MP(X+1)-2P(X)+P(X—-1)+p(@X+1)—-2Q(X)+Q(X —1))
= Ap(P) + pe(Q)

Si P € Ker () alors la suite (u,) = (P(n)) vérifie :

Vn € N* upy1 — 2up + Up—1 =0

Il s’agit d’une relation de récurrence linéaire a 2 pas.

L’équation caractéristique est 2 — 2r + 1 = 0 qui admet une racine double : 1.
On a donc :

3(a,b) € R? tqVn € N P(n) =an+b

N est infini donc P(X) =aX +b

P € E donc P(0) = P'(0) =0, ce qui donne a = b = 0.

o est donc injective.

k

VE > 2 o(XF) = Z (?) Xl _oxk 4 zk: (?) (1)1 x!
=0

=0

k—2
= XFP—2xP 4 XF 4 pXPT XY (?) (14 (=) Hx!
=0

k—2 k
= 3 <l>(1 + (-1 hHx!
=0
k—3 k
= k(k—1)XF24+y (z) (1+ (-D)*Hx!
=0

Or (X*)k>2 est une base de E donc ¢(E) = Vect ((@(Xk))k22> avec o(X*) de degré k — 2.
Donc ¢(F) = R[X] (cf familles échelonnées en degré)

Exercice 7 (Mines 2015)

Soient E un espace vectoriel (de dimension quelconque) et f un endomorphisme de E.
1. Montrer :
ker(f) = ker(f2) <= Im (f) N ker(f) = {0}
2. Montrer :
Im (f) = Im (f2) <= I (f) + ker(f) = E
Correction

1. e On suppose ker(f) = ker(f?).
Soit x € Im (f) N ker(f).
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Jye Etqr = f(y)
x € ker(f) donc f2(y) = f(z) = 0.
Donc y € ker(f?) = ker(f)
Donc z = f(y) =0
e On suppose Im (f) Nker(f) = {0}.
ker(f) C ker(f?) est toujours vrai.
Soit & € ker(f?).
f(x) € Im (f) Nker(f) = {0} donc f(xz) =0 et = € ker(f).
D’ou ker(f2) C ker(f) puis ker(f) = ker(f?).

2. e On suppose Im (f) = Im (f2).
Soit x € E.
f(z) € Im (f) = Im (f?) donc il existe y € E tel que f(z) = f2(y) = f(f(v)).
z— f(y) € ker(f) et x = — f(y) + f(y) € ker(f) +Im ().
e On suppose Im (f) + ker(f) = E.
Im (f2) C Im (f) est toujours vrai.
Soit x € Im (f).
Jy € Etqe= f(y)
(21, 22) € ker(f) x Im (f) tq y = 21 + 22.
= f(y) = f(z) € m (f?).

Exercice 8 (Mines 2016)

Soit v = (v, va,v3) € C? tel que vy + vg +v3 = 1.
C?—C? oo
Montrer que p est une projection.
x = (21,22, 23) — & — (X1 + T2 + x3)V
Donner son noyau et son image.

Correction
On commence par vérifier la linéarité de p.

, {C3 — C3
Soit ¢

x = (x1,22,23) — o1 + 22 + T3

© est linéaire.
Si on remplace C par R c’est facile car ¢(x) =< (1,1,1), 2 >
Les produits scalaires complexes ne sont pas au programime.
Soient z et y € C3 et \, u € C2.

Six = (x1,72,23) et y = (y1,y2,y3) alors Az + py = (Azx1 + py1, Axe + pyo, Axs + pys3) et

oA +py) = Az + pyr 4+ Aze + py2 + Ars + pys
= Moy 422 +23) + p(y1 + 32 +y3) = Ap(x) + pe(y)

On en déduit :
pAz+py) = I+ py — oz + py)v

= Az +py — (Ap() + pp(y))v
Mz —p(x)v) + puly — e(y)v) = Ap(x) + up(y)

Ensuite, on remarque que p(v) =v —v = 0.
On en déduit :
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Vo € C3 p?(x) = p(x — (z1 + 22 + 23)v) = p()
p est bien une projection.

Si p(z) = 0 alors = (21 + 22 + x3)v € Co.
De plus p(v) = 0 donc ker(p) = Cv

Soit H = {x = (1,79, 23) € C3 tq 71 + 79 + 23 = 0}.
H est un sev de dimension 2 de C3.

Ve € H p(x) ==z

Donc H C Im (p).

On conclut avec la formule du rang : H = Im (p).

2 Produits et sommes d’espaces vectoriels
Exercice 9

Soient E un K espace vectoriel, u € L(F) et w € K*.
Montrer : Ker (u? — w?idg) = Ker (u — widg) @ Ker (u + widg)

Correction

Attention :

Contrairement au cas des supplémentaires, montrer :

Vr € Ker (u? — w?idg) 3!(y, z) € Ker (u — widg) x Ker (u +widg) tq @ =y + 2

ne suffit pas. Cela ne suffit méme pas a montrer que la somme est directe car on pourrait avoir
Ker (u? — w?idg) strictement contenu dans Ker (u — widg) + Ker (u + widg).

Soit x € Ker (u — widg).

u(r) = wr donc u?(x) = u(u(z)) = u(wr) = wu(r) = w?z (on en reparlera en cours)

Donc Ker (u — widg) C Ker (u? — w?idg)

Soit x € Ker (u 4+ widg).

u(r) = —wzx donc u?(x) = u(u(r)) = u(—wz) = —wu(r) = w?z (on en reparlera en cours)
Donc Ker (u + widg) C Ker (u? — w?idp)

Ker (u? — w?idg) est un sev de E contenant Ker (v — widg) et Ker (u + widg) donc Ker (u? —
w?idg) contient le plus petit sev de E contenant Ker (u — widg) et Ker (u + widg) & savoir
Ker (u —widg) + Ker (u + widg).

En clair : Ker (u — widg) + Ker (u + widg) C Ker (u? — w?idg).

Soit x € Ker (u? — w?idg).

On suppose qu’il existe (y, z) € Ker (u — widg) x Ker (u +widg) tq x =y + 2
u(z) = u(y) + u(z) = wy — wz

u(z) + wr = wy — wz +wy + wz = 2wy

Done y — M@+

2w
u(r) —wr =wy —wz —wy — —wz = —2wz
Done » — @) +wz

2w
On a donc prouvé 'unicité de y et de z si ils existent.

Soit x € Ker (u? — w?idg).
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u(x) + wx

—u(z) + wz
2w ‘

On pose y = et z =
w
y + z = x (facile)
2

u?(z) + wu(x) _ Wzt wu(z)

u(y) = = wy donc y € Ker (u — widg).

u(z) =
w 2w

Donc z € Ker (u — widg) + Ker (u + widg).

On a donc prouvé Ker (u? — w?idg) C Ker (u — widg) + Ker (u 4+ widg).

Par double inclusion, on a donc : Ker (u? — w?idg) = Ker (u — widg) + Ker (u + widg).

D’apres la phase d’analyse ci-dessus, on peut alors dire :

Ker (u? — w?idg) = Ker (u — widg) @ Ker (u + widg)

2w 2w
—u?(z) + wul(z)  —w?z +wu(x)

= —wz donc z € Ker (u —widg).

Exercice 10 (Mines 2018)

Soit F un espace vectoriel et u un endomorphisme de E tel que u3 — u? + v — idg = 0.
Montrer que Ker (u — idg) ® Ker (u? + Idg) = E.

Correction

FE n’est pas supposé de dimension finie.

Soit x € F.

On suppose = = y + z avec y € Ker (u — idg) et z € Ker (u? + Idg).
u(x) = u(y) +u(z) =y +u(z)

u?(z) = u(y) + u?(z) =y — 2.

Donc y = % (z 4+ u*()).

Puisz=xz—y= i(x—uQ(m))

D’ou 'unicité.

Réciproquement, soit = € F.

1
On pose y = 5 (z+ui(z) et z=a0—y= 3 (z — u?(z)).
On montre ensuite que y € Ker (u — idg).

A ce stade de ’année, je privilégie une solution élémentaire ie sans polynéme d’endomorphisme,
notion qui sera vue plus tard.

(u—id)(y) = uly) —y = 3 (u(@) + v(z) — 2 —u2(2)) = L (u —u? +u—id) (x) = 0

(u? +id)(2) = u?(2) + 2 = = (u?(z) — ut(z) + 2 — u?(2)) = % (z — u'(z))

ud —u?2 +u—id =0 donc u3 = u?

N | =

— u +id et en composant par u :

ut=ud —u? 4 u
Donc : ] 1
(u? +id)(z) = 3 (z —ud(z) + v’(x) — u(z)) = —5 (u? —u?+u—id) (z) =0
D’ou l'existence.
Exercice 11 (X 207)
Soient £ un K espace vectoriel de dimension n et (eq,...,e,) une base de E.
Soient F' un K espace vectoriel de dimension p et (f1,..., fp) une base de F.
Quel est le rang de la famille ((e;, f;))i1<i<n ?

1<ji<p

10



TD algebre linéaire 2024-2025 Chapitre 1, correction

Correction

Que faire quand on ne sait pas quoi faire? Comment intuiter le résultat ?
On étudie un cas particulier avec des petites valeurs de n et de p.

On prend n = 2 et p = 3 (le cas n = p pouvant a piori étre particulier).
On prend E = K2, e; = (1,0) et eg = (0,1).

On prend F = K3, f; = (1,0,0), fo = (0,1,0) et f3 = (0,0, 1).

E x F =K? x K? est identifi¢ a K°.

11 s’agit de déterminer le rang de la famille (eq,...,€g) avec :

€1 = (61, f1) = (1, 0, 1, 0, 0)

€2 = (elan) = (170707 170)

€3 = (elaf3) = (17030707 1)

€4 = (627f1) = (07 1, 17070)

€5 — (62,f2) = (0, 1,0, 1,0)

€6 — (627f3> = (07 1,0,0, 1)
111000
000111

La matrice dans la base canonique de K° de cette familleest |1 0 0 1 0 0
01 0010
001001

On va calculer son rang avec la méthode du pivot.

On va pivoter sur les colonnes afin d’obtenir une base de Vect | ((e;, fj))1<i<n |-
1<j<p
Le rang cherché est donc celui de la famille (€1, €2 — €1, €3 — €1, €4, €5, €6) Ou encore

((e1, f1), (0, fa — f1),(0, f3 — f1), (€2, f1), (€2, f2), (€2, f3)) dont la matrice dans la base canonique

est :
1 0 0 0 0 O
0 O 0 1 1 1
1 -1 -1 1 0 O
0 1 0 0 10
0 0 1 0 01

C’est aussi celui de la famille ((e1, f1), (e2, f1), (e2, f2), (e2, f3), (0, fa — f1), (0, f3 — f1)) dont la

matrice dans la base canonique est :
10 00 0 O

0111 0 O
1100 -1 -1
0010 1 O
0001 0 1

C’est aussi celui de la famille

((617f1)7 (627f1)’ (627f2) - (627f1) = (07f2 - f1)7 (627f3) - (627f1) = (07f3 - f2)7 (07f2 - f1)7 (07f3 - fl))

dont la matrice dans la base canonique est :
0 0 0 0 O

0O 0 0 0
-1 -1 -1 -1
1 0 1 0
00 0o 1 0 1
Apres suppression des doublons; c’est le rang de la famille

((e1, f1), (e2, f1), (e2, fa) — (e2, f1) = (0, fa — f1), (e2, f3) — (e2, f1) = (0, f3 — f1)) dont la matrice

dans la base canonique est :

O = O =
O =

11
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10 0 O
01 0 O
11 -1 -1
00 1 O
00 0 1

Finalement, c’est le rang de la famille ((ey, f1), (e2, f1), (0, fo — f1), (0, f3 — f1) — (0, fo — f1) = (0, f3 — f2))
dont la matrice dans la base canonique est :

10 0 O
01 0 O
11 -1 0
00 1 -1
00 0 1

Le rang est donc 4 et on a une base de Vect (((ei, fj))1§i§n>-
1<j<p

Dans le cas général, on intuite comme base de Vect | ((e;, fj))1<i<n
1<j<p

((617f1)7 (627f1)) ) (envfl)a (OJfQ - fl)? (O,fg - f2)7 SRR (vap - fp—l))

Ces vecteurs sont bien dans Vect | ((e;, fj))1<i<n

1<5<p
(0, fj — fi-1) = (e1, f3) — (e1, fi-1)-

Tout vecteur (e;, f;) est combinaison linéaire des vecteurs de la nouvelle famille :

J
Vi€ [2in] (e f;) = D (0, fr — fr—1) + (e, f1)
k=2
Enfin, la nouvelle famille est libre :

n p
S0it (A1, ..oy Ay 1y -5 p) B Y Nileq, f1) 4+ Y (0, f5 — fi—1) = (0,0)
i=1 =2

La premiere composante donne : Z Aie; =0

=1
(eq,. ,en) est libre car c’est une base de E donc les \; sont nuls et il reste :

p
Z f]l

p—1

Donc O:Z,Ujfj Zﬂj j—1 _ZMJ Z,Uj—l-lfy Mpfp"‘z:(ﬂj _Mj+1)fj
j=2 j=1

La famille (f1,..., fp) est libre donc Ly = 0 et [j = ftj+1 pour tout j compris entre 1 et p — 1.

Les pj sont donc tous nuls.

Donc la famille ((e1, f1), (e2, f1), .- -, (en, f1), (0, fo — f1), (0, f3 — f2),..., (0, fp — fp—1)) est libre.

C’est donc une base de Vect | ((ej, fj))1<i<n | et le rang cherché est n 4+ p — 1.
1<5<p
D’autres méthodes sont possibles :
e Premiere méthode
B = ((e1,0),...,(en,0),(0, f1),...,(0, fp)) est une base de E' x F.

La matrice de la famille ((e;, f;))1<i<n dans B est :

1<j<p
o (A A A,
I, I, ... I,

12
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ou A; est la matrice a n lignes et p colonnes dont tous les coefficients sont nuls sauf ceux
de la i-éme ligne qui sont égaux a 1. L’écriture par blocs est naturelle mais n’aura pas
encore été vue.

Le rang de M est égal a celui de M; = Ay A=Ay o A -4
I, 0 .. 0
Donc la rang de M vaut p+ le rang de <A2 E A o Ay 6 A1>
-1 ... -1
0 0
Ai— A = 1 1 a ses p colonnes identiques.
0 0
-1 -1
Donc la rang de M vaut p+ lerangde | 1 0
0 1

Finalement le rang cherché vaut p +n — 1.
e Deuxéme méthode
C=((e1, f1),---,(e1, fp), (e2, f1), ..., (en, f1)) est une base de Vect (((ei,fj))1§¢§n>
1<j<p
En effet pour 7,5 > 2 :

(eis f5) = (e1, f5) + (e, f1) — (ex, f1)

donc C est génératrice de Vect | ((e;, fj))1§i§n>
1<ji<p
Montrons que C est libre.
Soient A1,..., Ap, p2, ..., py des scalaires tels que
Ar(er, f1) + -+ Aplen, fp) + p2(ea, f1) + - + pnlen, f1) = (0,0).
On en déduit :
(Arer + -+ Aper + poea + -+ pipen, A fi 4+ F A fp +pafi + -+ pnf1) = (0,0)
On en déduit :
(Al‘i‘"“")\p)@l+,U/262+"’+,Ufnenzo

et

)\1f1+"'+)\pfp+(ﬂ2+"’+,u/n)f1 =0

Avec la premiére, on obtient : po = -+ = p, = 0.

On reporte dans la deuxieme : A\ fi + -+ Apfp = 0.
Omn en déduit A\ =--- =X, =0

Exercice 12 (Centrale 98)

Soient F et F' deux R-ev de dimensions finies non nulles.
Soit (E1, ..., Ey) une famille de sev de E.
Soit h € L(E, F).
On définit I'application ¢ par p(h) = (hg,,- .., hg,) ou, pour tout i € {1;...;n} kg, désigne
la restriction de h a Fj;.
1. Montrer que ¢ est une application linéaire de L(E, F') dans L(E1, F) x --- X L(E,, F).

2. Montrer :

13
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n
@ injective <= E = Z E;
i=1
3. Condition pour que ¢ soit surjective ?
Correction

1. Il est notoire que la restriction d’'une application linéaire de F¥ dans F' a un sev de F
est encore linéaire.Par conséquent, ¢ est bien définie de L(E, F') dans L(Eq, F) x -+ x
L(E,, F).

Soient (A1, A2) € R? et (hy,h2) € L(E, F)2.
<p()\1h1 + )\2h2) = (((Alhl + )‘2h2)|E17 .. )
= (Alhl\El + >\2h2\E1 yee )
— )\1 (hllE1"") —i—)\g (h2|E1"")
Arp(h1) + Aop(h2)

@ est donc linéaire.
2. Soit h € L(E, F).

heKer(p) <= @)= Mg, - hg,)=(0,...,0)
< Vie[l;n] hg =0
< Vie[l;n] E; C Ker(h)

Mais Ker (h) est un sous-espace vectoriel de E et Ey+- - -+ E,, est le plus petit sous-espace

vectoriel de E contenant tous les F; donc :

Ker(p) ={h€ L(E,F) tq E1 +---+ E, C Ker (h)}

On en déduit immédiatement que si E = Ej+- - -+ E, alors Ker () = {h € L(E,F) tq E C Ker (h)} =
{0} de sorte que ¢ est injective.

Il reste & montrer que si ¢ est injective alors £ = E1 + --- + E,,.

On démontre plutdt la contrapposée :

n
Z E; # E = ¢ non injective
i=1
n
Pour cela on suppose que ZEZ est strictement contenu dans E et on construit h # 0

=1
qui appartient a Ker ¢ ie h # 0 telle que pour tout i € [1;n], i, = 0 ou encore h # 0
telle que h‘ S BT 0.

n
Soit S un supplémentaire de Z E;. S # {0}.
i=1 .
Soit p la projection sur S parallelement a Z E;.
i=1
S # {0} donc p # 0.
Pour tout i € [1;n], pjp, = 0.

Probléme : p va de E dans F alors qu’on veut p de E dans S.
E—S

Il faudrait donc introduire la corestriction p
z — p(z)

Il existe a € L(S, F) telle que a # 0.

14
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Pour le montrer, on se donne Bg une base de S et Br une base de F'.
On définit alors a par Matpg 5, (a) = (1)1<i<dim (F)-
1<j<dim (8)
On définit alors h = a o p (h o p en toute rigueur).
Si zg € S avec a(zg) # 0 alors h(xzg) # 0.
(attention : a peut s’annuler méme si a(e;) # 0 pour tout 7)
h convient.

Remarque
Une autre méthode est possible.
n
Si on note S un supplémentaire de ZEl alors Ker (¢) est naturellement isomorphe a

i=1
L(S, F) donc :

dim (Ker (¢)) = dim(S) x dim (F)

_ (am (B)  dim ( ) E)) x dim (F)
i=1

La dimension de F' étant non nulle :

¢ injective <= Ker (¢) = {0}
<= dim (Ker(¢)) =0

[M]=

= (dim(E)—dim( El>> X dim (F) =0

1

n
<— ZEi:Ecar ZEZ'CE
i=1 i=1

<.
I

[M]=

<= dim(F) = dim (

3. On va montrer :

n
 surjective <= Z E; est directe
i=1
- —
On démontre plutét la contrapposée.
n

Pour cela on suppose que Z E; n’est pas directe.
i=1
Il existe donc une décomposition 0 = 1 + - - - + x,, non triviale.

On peut supposer x1 # 0 sans perte de généralité.

Il existe a € L(E1, F) telle que a(x1) # 0 :

(z1) est libre. On la compléte en By = (x1,...) base de E; et on définit a par sa
matrice dans les bases By et Br (plusieurs choix sont possibles).

15
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Supposons que ¢ soit surjective et notons h un antécédent de (a,0,...,0) par ¢.

h(0) =

[an}

= a(x1) #0

D’ott une contradiction.
Donc ¢ n’est pas surjective.
° —
On ne suppose pas que F1 @ -+ @ E, = F donc il faut introduire un supplémentaire
Sde B1@---@ Ey.
Soit (hl,...,hn) S E(El,F) X oo X L(EH,F)
E—=F
Soit A N Z”: hi(:) oux=x+-+x,+xs est Punique décomposition de z.
=1

i—
h est bien définie. C’est une application de E dans F'.
On montre ensuite que h est linéaire.
Soient x et y dans F et A\ et p dans R.
Sizx=x1+- -+ 1z, +xg est la décomposition de z et y = y1 + - - - + yn, + yg celle de
y alors (Ax1 + pyr) + - + (Azn + pyn) + (Azs + pys) est celle de Az + py.
D'ou :
n n
Az +py) = Y hi(Aas + pyi) =Y Mi(w) + ph(ys)

=1 =1
n n

= A hi(wi) +p > hi(y)
i=1 i=1
= Ah(z) + ph(y)

En écrivant z; =0+ ---+0+x; + 0+ --- + 0, on montre facilement que h|Ei = h; ie
o(h) = (h1,...,hp).
 est donc surjective.

Remarque

16
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On peut aussi utiliser des arguments de dimension :
@ surjective <= Im(p) =L(E, F) X - x L(Ep, F)

= 18(p) = ) dim (L(E;, F))
i=1

<— dim(L(E, F)) — dim (Ker (¢)) = z:l: (dim (E;) x dim (F))

< dim(F) (dim (E) — (dim (E) — dim (i E,) )) = dim (F) Z dim (E;)
i=1 i=1
<~ dim <§n: El> = zn:dim (El)
i=1 i=1

n
= Z E; est directe
i=1

Exercice 13 (Centrale 2023)

Soient F, F, G trois K-espaces vectoriels de dimensions finies.
Soient u € L(E,F),v € L(F,G) et w=1vou.
Montrer :
u injective
w isomorphisme de E sur G <= { v surjective
Im (u) ® Ker (v) = F
Le résultat subsiste-t-il en dimension infinie ?

Correction

On suppose w isomorphisme de F sur G.

Soit « € Ker (u).

w(z) = v(u(r)) =v(0) = 0 donc = € Ker (w).

Mais w est injective donc x = 0.

Ker (u) = {0} donc u est injective.

Soit y € G.

w est surjective donc il existe € E tel que w(z) = y.

On a alors u(x) € F et v(u(x)) = y.

v est donc surjective.

On montre que Im (u) ® Ker (v) = F par analyse-synthese.

Soit z € F.

On suppose qu'il existe y € Im (u) et z € Ker (v) tels que x =y + 2.
y € Im (u) donc il existe y; € E tel que y = u(y1).

v(x) = v(u(yr) + 2) = w(y)

On en déduit y; = wl(v(z)) puis y = u(y1) = w(w (v(z))) et z =2 —y = 2 — u(w(v(x))).
D’oti 'unicité en cas d’existence.

Réciproquement, on pose y = u(w™1(v(z))) et z = 2 — u(w™(v(x))).
y est bien défini (w~! I'est) ainsi donc que z.

On a clairement y € Im (u) et y + z = .

v(2) = v(z) — v(u(w Hv(x)))) = v(z) —w(w (v(z))) = v(z) — v(zr) = 0 donc z € Ker (w).
D’ou l'existence.

17
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On remarquera qu’on ne s’est pas servi de I’hypotheése de dimension finie.

u injective
Réciproquement, on suppose < v surjective
Im (u) ® Ker (v) = F
Soit z € Ker (w).
v(u(z)) = w(z) = 0 donc u(x) € Ker (v).
Mais u(z) € Im (u) donc u(z) = 0.
Or u est injective donc = = 0.
On a donc montré que w est injective.
On montre ensuite que w est surjective.
Soit z € G.
v est surjective donc il existe y € F' tel que z = v(y).
Im (u) ® Ker (v) = F donc il existe x € F et y; € Ker (v) tels que y = u(x) + y1.
z =v(y) = w(x) donc w est surjective.
On remarque ici aussi qu’on ne s’est pas servi de I’hypothese de dimension finie.

Exercice 14 (Centrale 2023)

Soient E un espace vectoriel de dimension n et f € L(E).
On dit que f admet un pseudo-inverse si et seulement si il existe g € L(E) tel que fogo f = f,
gofog=getfog=gof.

1. Que dire de f si f est inversible 7 est la fonction nulle ?

2. (a) On suppose que f admet un pseudo-inverse.
Montrer que Ker (f) & Im (f) = E.

(b) On suppose que Ker (f) & Im (f) = E.
Montrer que la restriction de f a Im (f) admet un pseudo-inverse.
En déduire que f admet un pseudo-inverse.
Conclure.

3. Montrer que f admet un pseudo-inverse si, et seulement si, f et f2 ont le méme rang.
Correction

1. e On suppose que f est inversible.

Si f admet un pseudo-inverse g alors f o (go f) = f oidg avec f inversible donc

gof=idgetg=f1

Réciproquement, si on pose g = f~' alors :

fogof=foftof=Ff

gofog=ftofoft=f""

gof=/fog=idg

Donc f admet un pseudo-inverse.

e On suppose que f est la fonction nulle.

Si f admet un pseudo-inverse g alors g=go fog=0car f =0

Réciproquement, on vérifie facilement que g = 0 est un pseudo-inverse de f = 0.
2.(a) Soit z € E.

f(@) = (fogo f)() = f((go f)(a)).

Donc = — (g o f)(z) € Ker (f).

Mais g o f = fog donc z = f(g(z)) + (x = (g 0 f)(z)) € Im (f) + Ker (f).
Donc E =Im (f) + Ker (f).

18
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La formule de Grassman donne alors :

dim (E) = dim (Im (f)) 4+ dim (Ker (f)) — dim (Im (f) N Ker (f))

La formule du rang permet d’en déduire : dim (Im (f) N Ker (f)) ie Im (f) NKer (f) =
{0}.

Ker (f) et Im (f) sont bien supplémentaires.

(b) Im (f) étant stable par f, f induit un endomorphisme de Im (f), qu’on notera h, et
la question de 'existence d’un pseudo inverse de cet endomorphisme a bien un sens.
Ker (h) = Ker (f) NIm (f) = {0} donc h est injective.

Comme h est un endomorphisme d’un espace de dimension finie, i est bijective.
D’apres la premiére question, h admet un et un seul pseudo-inverse : h 1.

Soit p la projection sur Im (f) parallelement a Ker (f).
On va montrer que h™! o p est un pseudo-inverse de f.

Vo eIm(f) (fogo f)x) = f(h ' (p(f(2))))

hil(f(l'))) car f(z) € Im (f) = Im (p)
Y (h(z))) car z € Im (f)

Vr € Ker (f) (fogo f)(x) =

veelm(f) (go fog)(x) = g(f(h™"(p(x))))
= g(f(h!(2))) car € Im (f) = Im (p)
= g(h(h™}(2))) car h™}(z) € Im (f)
= g(z)
Vo € Ker (f) (go fog)(x) = g(f(h"(p(x))))
= g(f(h"%0))) car z € Ker (f) = Ker (p)

g
0

gx) = h7'(p(x))
h~1(0) car x € Ker (f) = Ker (p)
0

Comme Im (f) et Ker (f) sont supplémentaires, on en déduit go fog=g.

Ve € Im(f) (fog)(z) = ( p(x)))
l(x ) car z € Im (f) = Im (p)

)
“Hz)) car hY(x) € Im (f)

I
/—\
/—\
A
D‘

(g0 f)(x)

“H(f(2)) car f(z) € Im (f) = Im (p)
“Yh(x)) car z € Im (f)

I
8 > > > 8
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vz € Ker (f) (9o f)(x)) = g(f(z)) =g(0) =0
(fog)(z) F(h™ (p(2)))
f(R71(0)) car z € Ker (f) = Ker (p)
-0

Comme Im (f) et Ker (f) sont supplémentaires, on en déduit go f = fog.
f admet bien un pseudo-inverse.

On déduit de cette question et de la précédente :

f admet un pseudo-inverse <= Im (f) @ Ker (f) = E.

3. On suppose que f admet un pseudo-inverse.
Soit = € Im (f).
Il existe y € E tel que z = f(y).
D’apres la question précédente, il existe y; € Im (f) et yx € Ker (f) tels que y = y7 +yx -
x = fy) = flyr)
yr € Im (f) donc il existe z € E tel que y; = f(z).
v = f(yr) = P(2) € I (12)
D’ou Im (f) C Im (f2).
Mais on a toujours Im (f2) C Im (f) donc Im (f2) = Im (f).
En passant aux dimensions, on a rg(f) = rg(f?)

On suppose rg(f) = rg(f?).
Comme Im (f?) C Im (f), on en déduit Im (f) = Im (f?).

Soit x € E.

f(x) € Im (f) = Im (f2) donc il existe y € E tel que f(z) = f2(y).

x=z— f(y)+ f(y) avec x — f(y) € Ker (f) et f(y) € Im (f) donc E = Im (f) + Ker (f).
La formule de Grassman donne alors :

dim (E) = dim (Im (f)) + dim (Ker (f)) — dim (Im (f) N Ker (f))

La formule du rang permet d’en déduire : dim (Im (f) N Ker (f)) ie Im (f)NKer (f) = {0}.
Ker(f) et Im(f) son supplémentaires et d’apreés la question précédente, f admet un
pseudo-inverse.
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