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1 Subdivisions d’un segment

1.1 Définition

Soit (a,b) € R? avec a < b.
On appelle subdivision du segment [a,b] toute suite finie de réels (a;)o<i<n tq
mw=a<a < < ap1<a,=0h
{a;,0 < i < n} s’appelle ’ensemble des points de la subdivision.

1.2 Comparaison des subdivisions

Soient (a,b) € R? avec a < b et o, ¢’ deux subdivisions de [a, b].
On dit que ¢’ est plus fine que o si et seulement si ’ensemble des points de o est inclus dans
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I’ensemble des points de ¢’. On note o C o”.
On définit ainsi une relation d’ordre partiel sur 'ensemble des subdivisions de [a, b].

La subdivision (b, b1, ba, b, by, bs) est plus fine que la subdivision (ag, a1, az, as).

1.3 Réunion de deux subdivisions

Soient (a,b) € R? avec a < b, 0 = (a;)o<i<n €t 0/ = (bj)o<j<p deux subdivisions de [a, b].
On appelle réunion de o et de ¢’ et on note o U ¢’ la subdivision de [a,b] dont I’ensemble des
points est {a;,0 <i <n}U{b;,0<j <p}.

o U o’ est plus fine que o et que o’.
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a=ay, =by =c, ¢, =b; ¢y =a; =b, c3=by ¢4 =ay b=a3 =b, =c;
1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1

2 Définitions

2.1 Fonctions continues par morceaux sur un segment

Soient (a,b) € R? avec a < b et f : [a,b] — K.
On dit que f est continue par morceaux sur [a,b] si et seulement si il existe une subdivision
(ai)o<i<n de [a,b] tq la restriction de f a chacun des intervalles |a;, a;+1] (0 < 7 < n — 1) soit
prolongeable en une fonction continue sur [a;, a;y1].
Une telle subdivision de [a, b] est alors dite subordonnée & f.
Toute subdivision de [a, b] plus fine qu’une subdivision subordonnée & f est encore subordonnée

af.
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2.0 Fonction continue par mroceaux sur un segment
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(ag, a1, az,as, aq,as) es subordonnée a f, elle n’est pas minimale.

Remarque

Soient (a,b) € R? avec a < b et f : [a,b] — K.

Il résulte immédiatement de la définition :

f est continue par morceaux sur [a,b] <= il existe une subdivision (a;)o<i<n de [a,b] et pour
tout i € [0;n — 1] une fonction f; : [a;; ai+1] — K continue telles que :

Vi € [0;n — 1] Vz €]as; aip] f(z) = fi(x)

Les subdivisions de [a; b] apparaissant ici sont évidemment les mémes que dans la définition ie :
les subdivisions subordonnées a f.

2.2 Fonctions continues par morceaux sur un intervalle quelconque

Soient I un intervalle non trivial de R et f: I — K.
On dit que f est continue par morceaux sur [ si et seulement si sa restriction a tout segment
(non trivial) inclus dans [ est continue par morceaux.
Dans le cas ou [ est un segment les deux définitions sont compatibles.
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La fonction f dessinée est continue par morceaux sur R .

1
J’ai dessiné une subdivision de [2; 4} subordonnée a f.

Exemples
e La fonction partie entiére est continue par morceaux sur R.
10;1] = R
e La fonction f {1J est continue par morceaux sur |0; 1].
T=T | —
x
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Soit n € N*.
|l
Pourz e |——;—| :
n+1n
0< <xr< —
711 n
n<—<n+1
x
{1
“l=n
T
f(z) =nx

f est continue par morceaux sur |0; 1].
La subdivision subordonnée minimale de [a;b] C]0; 1] est :

< e < <b

=a<
@ =d |1/b] + 1 dans tous les cas

|1/a] si 1/a¢N
[1/a]—1si 1/a€N

e Soient (€2, P) un espace probabilisé fini et X une variable aléatoire réelle.

R—R

La fonction Fx est continue par morceaux sur R.
x— P(X <x)

X(Q)={z1;...;2n} avec x1 < z3 < -+ < Tp.

Vo <z Fx(x)=P(X <z)=P) =0
Ve > x, Fx(z) =P(X <z)=P(Q)=1
Soit x € [z1; xp .

Mk elin—1]zp <z < Tp

PX<z) = P(X=x2)U(X=x2)U---U(X =1xy))
k k
= ZP(X =) = Zf(ml) ou f est la loi de X
i=1 i=1
= Fx(k)
1.2
____________________________ | I
1.0 r =
IP(X:%)
0.8 I
—
|
0.6 :
1
P(X =x,)
|
0.4} |
1
|
[ [
0.2+ I
:P(X:II)
|
00—
-0.2 .
-2 0 2 4 6 8
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2.3 Utilisation de limites aux points de subdivision

Soient (a,b) € R* avec a < bet f : [a,b] — K.
f est continue par morceaux sur [a,b] <= il existe o0 = (a;)o<i<pune subdivision du segment
[a, b] telle que :
—Vi€{0,...,n—1} fia, a5t continue
-Vie{0,...,n—1} Am f(z) existe dans K

Tr>a;
—Vie{l,...,n} xlggl f(z) existe dans K
r<a;
Remarque
On a alors :

lim f(z) = f(a)

r—a
r>a

lim f(z) = f(b)

f continue sur [a;b] <= < .3

x<b
Vie{l,...,n—1} lim f(z) = gch_)ng f(z) = f(a;)
r>a; Z<(l7,

3 Propriétés
3.1 Espace vectoriel des fonctions continues par morceaux sur un segment

Proposition
Soit (a,b) € R? avec a < b.
L’ensemble M9 ([a,b], K) des applications de [a, b] dans K continues par morceaux sur [a, b] est
un K ev.

Démonstration
On va démontrer que ./\/lo([a b],K) est un sev de F([a, b],K).
e M°([a,b],K C F([a,b],K) : clalr
a; b] —
z—0
(En fait C°([a, b],K) C MO([ b],K))
e Soient (f,g) € ./\/lo([a b, K)2 et (A, u) € K2
Soit o1 une subdivision de [a; b] subordonnée a f.
Soit oy une subdivision de [a;b] subordonnée a g.
o = 01 Uoy est plus fine que o et que o2, donc elle est subordonnée a la fois & f et a g.
Si on note 0 = (a;)o<i<n, on a donc :
— Vie{0;...;n—1} 3f; € C%[as; ain1], K) tq Vo €]ai; aia| f(x) = fi(x)
— Vi € {0;...;n— 1} 3g; € C%[ai; aix1],K) tq Vo €]a;; airi1] g(z) = gi(x)
On a alors :
— Vie {0; oy — 1} Afi+ g € CO([ai;aHl],K)
— Vi€ {0;...;n —1}Vr €lag; aip1[ (A + pg)(z) = AMf(x) + pg(z) = Ai(x) + pgi(x) =
(Mfi + pgi)(z)
Donc A f + g est continue par morceaux sur [a; b], o étant une subdivision subordonnée
alf+pg.

e La fonction nulle ({ ) est dans MY([a, b], K).



Analyse 1 2024 - 2025

3.2 Remarques

e On démontre alors facilement que si I est un intervalle non trivial de R, M%(I,K) (en-
semble des applications I — K continue par morceaux) est un sev de F(I,K) donc un K
ev.

e On démontre de maniere similaire que le produit de deux fonctions continues par mor-
ceaux est une fonction continue par morceaux.

e Une composée de fonctions continues par morceaux n’est pas forcément continue par
morceaux.
Exemple
-1;1] =R
1
Soit f { x +— xsin () six#0
x
0—0
f est clairement continue sur [—1; 0] et sur |0;1].

o € [<11)\ {0} 17@)] <ol fsin ()| < Jal 0

Donc : f(z) — 0
z—0
#£0
Donc f est continue en 0.

Finalement, f est continue sur [—1;1].

[-1;1] - R

— 1sizel0;1

Soit g v st @ €]0; 1
0—0

x— —1lsize[-1;0]
g est continue par morceaux sur [—1;1].
vz € [-1;1] f(z) € [-1;1]
Donc h = go f est bien définie.
h n’est pas continue par morceaux (ni a fortiori continue sur [—1;1]) : elle a une infinité

de points de discontinuité (les —, n € Z* et 0) sur le segment [—1;1].
nm

10:1] — R

e La fonction f LIJ est continue par morceaux sur ]0;1].
T x| —
x

De plus f est prolongeable par continuité en 0.

Pourtant son prolongement n’est pas une fonction continue par morceaux sur [0; 1].
En effet :

li(r)n f=1:

1 1 1
Vz €]0; 1] {J <-< {
x x T
Va:e]O;l]:ch <l<z

VxE]O;l]l—ac<xB?J <1

f par continuité en 0 en posant f(0) = 1.

L]

On peut donc prolonge
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La fonction obtenue est continue en 0 mais elle n’est pas continue par morceaux (ni a
fortiori continue sur [0;1]) : elle a une infinité de points de discontinuité sur [0;1].

3.3 Proposition

Soit (a,b) € R? avec a < b.
Soit f : [a;b] — C continue par morceaux sur [a; b].
Alors f est bornée :
M e Ry tq Vz € [a;0] |f(z)] <M
Toutefois a la différence d’une fonction continue, f n’atteint pas forcément ses bornes: sup |f(z)|
x€[a;b)

est bien défini mais pas max_|f(z)|.
z€[a;b]

—0.2 ‘ s s !
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Démonstration

Soit o = (a;)o<i<n une subdivision de [a;b] subordonnée a f.

Pour tout i € [0;n — 1], fl4,:a,,,[ €St prolongeable en une fonction f; continue sur [a;; a;41].
fi est continue sur le segment [a;; a;41] donc elle y est bornée :

Vi € [0;n — 1] IM; € RY tq Vo € [a;;ai41] |fi(x)] < M;

Soit M = max (Mo, ..., Muy—1,|f(a0)|,---,|f(an)]) € Ry.

Va € [a; 0] [f(z)] < M.

4 Intégrale sur un segment d’une fonction continue par mor-
ceaux
4.1 Remarque liminaire

Je cite le programme a propos de l'intégrale sur un segment des fonctions continues par
Morceaux :



Analyse 1 2024 - 2025

Breve extension des propriétés étudiées en premiere année. Aucune construction
n’est exigible.

4.2 Définition

Soient (a,b) € R? avec a < b et f : [a,b] — K continue par morceaux.
Soit (a;)o<i<n une subdivision de [a, b] subordonnée a f.
Pour tout i € {0;...;n — 1} il existe une fonction f; : [a;; a;+1] — K continue telles que :
W@E]lai; aip1| f(z) = fi(z).
fi(t) dt est bien définie : c’est l'intégrale sur un segment d’une fonction continue sur un

a;
segment, notion introduite dans le cours de premiere année.

On prend comme définition de l'intégrale de f sur [a;b] :

@it1

/[a;b]f - nzé/a fi(t) dt

4.3 Remarque

Pour étre valable la définition précédente doit étre indépendante du choix de la subdivision
subordonnée & f 1.
C’est bien le cas et cela se démontre ainsi :
e Avec la relation de Chasles 2, on montre que la somme ne change pas lorsqu’on ajoute un
point a une subdivision.
e On en déduit par récurrence que la somme ne change pas lorsqu’on ajoute un nombre
fini de points a une subdivision.
Dit autrement cela signifie que pour deux subdivisions dont I'une est plus fine que 'autre,
la somme est la méme.
e On en déduit que la somme est la méme pour deux subdivisions quelconques en passant
par 'intermédiaire de la réunion qui est plus fine que les deux premieres.

4.4 Exemple

fro 2o
(1/4;1] x

1 1/3 1/2 1
/ T {J dx = / 3z dx + 2x dx + rdx
[1/4:1] 1

z /4 1/3 1/2
3 /1 1 1 1 1 1
- 2(9_16)+4_9+2+8
_ 21 72 — 32+ 144 — 36
T oxoxi6—288 288
169
~ 288

1. prendre la subdivision minimale suffirait si on ne devait considérer qu’une seule fonction mais lorsque doit
en envisager plusieurs cela pose de gros probleme. Cf la linéarité de l'intégrale.
2. pour l'intégrale des fonctions continues, ce qui a été vu en premiére année

10
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4.5 Partie réelle et partie imaginaire de l’intégrale d’une fonction a valeurs
complexes

Soient (a,b) € R? avec a < b et f : [a,b] — C continue par morceaux.

) [a;0] e = </[a;b] f)
’ /[a;b] Smp=sm </[a;b] f)

/ 7=/ 7
[asb] [asb]

(La fonction f étant, bien siir, continue par morceaux)

4.6 Linéarité de l’intégrale

Soit (a,b) € R? avec a < b.

e V(f.g) € MO([CL; b]’K)2 /[a~b] fro= /[a'b] U /[a'b] /

oneMO([a;b],K)V)\eK/ M=x[ f
[asb) [asb]

MO(ja; 1], K) — K
[ f[a;b] f

En d’autres termes 'application { est linéaire.

Démonstration

Soient f et g € M°([a;b],K).

Il existe 0 = (a;)o<i<n une subdivision de [a; b] subordonnée a la fois & f et & g (cf A.3.1).
Pour tout i € [0;n — 1], flas:a;4,[ €St prolongeable en une fonction f; continue sur [ai; aiy1].
Pour tout i € [0;n — 1], gj4,;a,,,[ €St prolongeable en une fonction g; continue sur [a;; a;41].

On a alors :

Vi € [0;n — 1] Vo €laizaina| (f + 9)(@) = f(z) + 9(z) = fi(z) + gi(x) = (fi + 9:)(x) avec
fi+ gi € C° ([as; ais1])

Donc :
Ai+1
f+g = / + gz )) de
[a;0] i—
n— llz+1
= Z ( t)dt + / dt) linéarité de I'intégrale des fonctions continues
=0
n—1 @iyl
= / t)dt + Z /
=0
= f+ / g
[a;0] [a;0]
Idem pour/ (Af).
[as0]

4.7 Positivité de l’intégrale

Soient (a,b) € R? avec a < b et f : [a,b] — R continue par morceaux. On suppose :
Vz € [a;b] f(z) >0

11
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Alors : / f=0
[asb]

Démonstration

Soit o = (a;)o<i<n une subdivision de [a;b] subordonnée a f.

Pour tout i € [0;n — 1], fla,:a,.,[ €St Prolongeable en une fonction f; continue sur [a;; a;41].
f étant positive par continuité les f; le sont aussi.

fu? =S ([ sz 0) =0

Remarque
Contrairement aux fonctions continues, si f est continue par morceaux, positive et d’intégrale
nulle alors f n’est pas forcément la fonction nulle.
[a;0] = R
Par exemple, soit f<a+— 1
r—0siz#a

f =0 bien que f soit positive non nulle.
[a;0]

On a en fait :
Soient (a,b) € R? avec a < b et f : [a,b] — R continue par morceaux positive.

f=0 <= f est nulle en tout point ou elle est continue
[a;0]

< {z € [a;b] tq f(z) # 0} est fini

4.8 Croissance de l’intégrale

Soient (a,b) € R? avec a < bet f et g: [a;b] — R continues par morceaux.
On suppose :
Va € [a; 0] f(2) < g(z)

Alors : / <
[a;0] [a;0]

4.9 Inégalité de la moyenne

e Définition
Soient (a,b) € R? avec a < b et f : [a;b] — K continue par morceaux.

Le nombre f s’appelle valeur moyenne de f sur [a;b].

b—a Jiap)
e Théoréme
Soient (a,b) € R? avec a < b et f : [a;b] — K continue par morceaux.

o [a; 0] = R .
Alors I'application |f| est continue par morceaux et on a :
z = [f(2)]
‘/ 7= (b—a)sup|f]
[a;0] [a b] [a;b]

(Une fonction continue par morceaux sur un segment est bornée sur ce segment mais elle
n’atteint pas forcément ses bornes)

|f] <sup|f]

Lotl=7
[a;b] [a;0]

On peut réécrire ces inégalités sous la forme : ‘
[a;b]

12
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ie : la valeur absolue de la valeur moyenne de f est plus petite que la valeur moyenne de
| f| elle méme plus petite que sup |f|.
[a;b]
Démonstration
On montre d’abord que |f| est continue par morceaux.
Il existe 0 = (a;)o<i<n une subdivision de [a;b] telle que :

iVie{0;...5n—1} fie, a0, €St continue
ii Vi€ {0;...;n—1} lim f(z) existe dans K
T>a;
iii Vi e {1;...;n} mh_r}rgﬁ f(z) existe dans K
x<a;
o JK=R .
L’application étant continue, on a :
y =yl
iVie{0;...;n—1} ‘f|\]ai,ai+1[ est continue
ii Vie{0;...;n—1} lim |f(z)| existe dans R
T>a;
iii Vi e {1;...;n} xh_r))gl |f(x)| existe dans R
x<a;

Donc |f| est bien continue par morceaux.

Vo € [a; 0] |f(z)| < Sull)3|f|

donc, d’apres 4.8 :
S 1< [ suplfl=0—a)supl]

;0] [a;b] [a;b]

/[a;b] /= /[a;b] 7l

Avec les notations habituelles :

’/[a;b] f’ N

Passons a

IA
ML

IA
S
:
=
—
=
o,
~
I

/W)] £l

car |f;| € C%([a;; aiz1]) et :
Vi € [0;n — 1] Yz €lag aia[|f (@)1 fi] ()

b
4.10 Notation/ f(z)dx

a

Dans ce paragraphe on ne suppose plus a < b.

e 4.10.1 Définition

Soient I un intervalle non trivial de R et f : I — K continue par morceaux.
Soient a et b deux éléments de 1.

13
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b
On définit /

a

b
f(z)dz, qu'on peut aussi noter / f, par :
a

flz)dz = fsia<bd
[a;b]

/
/abf(x)da: = Osia=bie /aaf(x)da::O
/

flz)de = -— fsia>b
[bsa]

On a donc : , .
V(a,b) € I? / flz)de = — /b f(z)de

e Linéarité
Soient I un intervalle non trivial de R et a et b deux éléments de I.

V(79 e MUK [T @ = [+ = [ des [ g

a

i Vf e MO(ILK) YA € K /ab(/\f)(:c)da::/ab)\f(x)dx:)\/abf(:c)dx

MOI,K) - K
fe [P f(x)de

e Les résultats sur la positivité et la croissance ainsi que l'inégalité de la moyenne ne

En d’autres termes 'application { est linéaire.

b
s’appliquent qu’aux intégrales / f(x)dz avec a < b.
a

4.11 Relation de Chasles

Soient I un intervalle non trivial de R et f : I — K continue par morceaux.
Soient a, b et ¢ trois éléments de 1.
Alors :

/abf(a;)d:c—/:f(x)da:—i-/cbf(:c)da;

4.12 Changement de variable

Soient I un intervalle non trivial de R et f : I — K continue par morceaux.
Soient (o, 8) € R? avec a < B et ¢ : [a; 8] = R tq p([o; B]) C I.
On suppose ¢ de classe C' sur [a; ] strictement monotone : cela revient & supposer que ¢ est
une bijection de classe C! de [a; 3] sur [p(a);p(B)] lorsque ¢ est croissante, sur [p(B); o()]
lorsque ¢ est décroissante.
[a; 8] = K

, est continue par morceaux sur [«; 3] et on a :
u = flp(u) @' (u)

Alors la fonction {

[ swar= [ et @ aa
o(

) «a

Démonstration
¢ est continue (car de classe C!), strictement monotone sur [a; 3] donc ¢ réalise une bijection

de [a; ] sur le segment J = [min (p(a), p(f)), max (p(a), ¢(5))]-

14
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f est continue par morceaux sur I donc sur J.

Soit o = (a;)o<i<n une subdivision de J subordonnée a f.

Pour tout i € {0;...;n}, on pose a; = ¢~ !(a;) si ¢ est strictement croissante ou a; = ¢! (a,_;)
si @ est strictement décroissante.

o’ = (ai)o<i<n est alors une subdivision de [«; f].

Pour tout 7 € {0;...;n — 1} il existe une fonction f; : [a;; a;+1] — K continue telles que :

Vi E]ai; aH_l[ f(t) = fl(t)

Pour tout ¢ € {0;...;n— 1}, on pose g; = fi o p ¢’ si ¢ est croissante, f,_1_; 0@ ¢ si ¢ est
décroissante.

Pour tout ¢ € {0;...;n — 1}, g; est une fonction continue sur [o;; «;41] vérifiant :

Vi€ {0;...;n — 1} Vo €lag i | f(e(z)) ' (x) = gi(x)
Donc f o ¢ ¢’ est bien continue par morceaux et :
Dans le cas ol ¢ est croissante :

B
/ flo(x)) ¢/ (x)dx = gi(x) dx avec la définition vue en A.4.2
« i=0 v ¥
n—1 aiq1 .
= 3 [ fele) @) da
i=0 "
nl ro(aiv)

= Z fi(t) dt avec la formule vue en Sup pour les fonctions continues

15
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et dans le cas ot ¢ est décroissante :

B
/a fp(@)) @' (x) da

16

Qi1
gi(z)dz
i=0 v i
n—1 i1 .
> n-1-i(p(x)) ¢'(z) dz
i=0 v i
n=leo(ait)
Z / n—l—z(t) dt
i=0 ‘P(O‘i
n-1 An—i—1
Z / n—l—z(t) dt
i=0 v In—i
n—1 aj
fit)dt (j=n—1-1)
j=0 7 3i+1
n—1 ajt1
-3 / j(t)dt
j=0"%
an p(a)
" rwyde = - / (1) dt
ag ©(B)



