ANALYSE 1
TD
2024-2025
Chapitre 1
Correction

941

1 Intégrale sur un segment

Exercice 1 (CCP 2023)

10;1[— R
Trouver une primitive de la fonction f 1 9

T —In(1—2%)

x

Correction
Vz €]0;1[1 - 22 >0
Donc la fonction f est bien définie et elle est continue sur |0; 1].
Elle possede bien des primitives.

/f(a:)dx = _xlln(l—acz)—/_l 2 dz

11— a2
_ln(lf:cz) 5 dz

T 1—x2

1 1 a b

1—22 (1-2)(1+2) _1—x+1+x

On multiplie par 1 — x et on évalueen 1: a =

po | =N

On multiplie par 1 + x et on évalue en -1 : b =

foase = Zm-- (] 2] )

T (e - (- ) ()

-1 1—z
= —In(l-—2%)+1
x n $)+n(1+x)

Remarque
. -1 9 1—=x
Soit F': x+— —In(l —z°) +In :
x

1+=x
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En restant au plus proche de la définition :

= —(1+h+o(h)n(2h—h?) +In(h) —In (2 - h)
—(14+h+o(h)(In(h)+In(2—h))+1In(h) —In(2) + o(1)
—(14+h+o(h))(In(h) +1n(2) +0(1)) +In(h) —In(2) + o(1)
—In(h) —In(2) 4+ o(1) +1In(h) —In(2) + o(1)
= —2In(2)+0(1)
Donc F(x) —7 —21n (2).
<l )
Donc / @dt: F(z) - F (1) —— —2In(2) - F (1)
vzt = :
1 _ 42 1 )
En d’autres termes, / M dt converge et / M dt =—2In(2) - F (1)
1/2 t 1/2 t 2
_ 2 2
EnO:wa—:xdoncF(az)*—%O.
x x z—0
121 ) x>0 )
Donc/ n(t)d—F< ) F($)—>F<)
- o\
1/2 1 (1 — ¢2 1/2 2
En d’autres termes, / M dt converge et / M dt = F 1)
0 t2 0 12 2

Lln (1 —¢2)

Tn (1 —¢2 1 1
L)dt converge et / Tdt = —2In (2) —F (2> + F (2> —
0

Finalement, /
0 t2

—21n (2)

Exercice 2 (CCP 2022)

A, - /1 sin (nt) &t
o 1+nt

1. Justifier Iexistence de A,,.

2. Déterminer lim A,,.
n—-+400

Correction
1. A, est I'intégrale sur un segment d’une fonction continue sur ce segment.

2. On peut utiliser le théoréme de convergence dominée ou :

Vne N* A, < /1 d —[1ln(1+nt)]1
"=/ l1+nt |n

0
In(1+n) 0
- n n——+o0o
Exercice 3 (Centrale 2022)
1 1 1
1. Pour tout n € N*, on pose u, = — + + .
n n+1l 2n

Montrer que la suite (uy,)nen+ converge et calculer sa limite.
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" 1
2. Pour tout n € N*, on pose v, = arctan | —— .
o pose = ) ctan ()

Montrer que la suite (v,)nen+ converge.

3. Soit f :[0;1] — R continue vérifiant une hypothése de monotonie dont le candidat ne se
souvient pas.

1
P tout n € N*
our tout n , OIl pose wy = kz:of (n T k)

Montrer que la suite (wy,),en+ converge.

Correction

1 1 |
L VneNu, == dz = [In (1 +z)]; = In (2)
”k:o1+§ notoo Jo 14w
n

2. La fonction arctan est C2 sur R et

1
Vz € R arctan’ =
x arctan’(z) T 22
2z
"
arctan (.’I}) = —m
Ve e R1+ 22 -2z = (1 —|z])?
Donc :
Ve e R2|z| <
v o] < 1+ 22

On en déduit :
Vz € R |arctan” (z)] <1
et par 'inégalité de Taylor- Lagrange
Vo € R |arctan (x) — z| <Z 5 < 22
Donc :

1 1

1
Vn € N* Vk € [0; t — <
n [0; ] ’arcan(n+k) n+k‘_(n+k‘)2
On en déduit avec I'inégalité triangulaire :

Y (acta ( 1 > 1 >‘
rctan
= + k n+k

Zarctan( 1 ) 1 ‘
+ k n+k

n

=0
n 1

< 1

- Ign—i—kz (n+1) n?

Vn € N* |v, —u,| =

IN

Ed

Donc v,, — u,, —— 0.
n—-+4o0o

On en déduit v, — In (2)
n——+00

3. Il faut ajouter ’hypothese f(0) = 0 sinon (W,,) diverge vers l'infini avec le signe de f(0).
La monotonie de f ne suffit pas :
Si on prend f(t ) \/f alors :
n+1

>
Z W \/ﬁ n—-+00

Vn e Nw, =

+00.
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Exercice 4 (Mines 2023)

Soient a et b € R avec a < b et f: R — R continue et T-périodique.
b
Calculer lim / f(nz)dx.
n—+o00 Jq

Correction

/bf(n:v) der = " dt

ft)—

n

a(/nzaJrka(t) dt + /nl;kT f(t) dt) avec k = {nb ;naJ

T b
(k / F(8)dt + £t) dt)
0 na+kT

kT 1 /b
- f/ £l dt+ — F(6) dt
nJo n Jna+kT

S

Sle 3

x—1<|z| <zdonc [z] ~psioo .
k b—

On en déduit — —— ¢

n n—too T

b b

1 1
- fdt| < —/ 1) dt
L0 L[
1 na+kT+T
< [ ROl drear |1 2 0 et b a kAT T
n Jna+kT
1 T
< — t)| dt
< oy Ol

Donc lim bf(nx)dx—b_a/Tf(t)dt
0

n—+oo J, T

a+T T
L’examinateur a demandé de prouver : / f(t)dt = / f(t)de
a 0

vaeR/aMf(t)dt - /aof(t)dt+/0Tf(t)dt+/Ta+Tf(t)dt
/aof(t)dt—ir/OTf(t)dt—ir/Oaf(erT)dx

changement de variable t = a + x

- /aof(t)dt+/0Tf(t)dt+/0af(ﬂ:)dx
_ /OTf(t)dt

Exercice 5 (Mines 2022)

Déterminer les fonctions f de R dans R continues telles que :
xT

Vz eRf(a:)Jr/ O —t)dt =1+
0

Correction
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Soit f une fonction solution.

Vz € R f(z) = 1+x—m/xf(t)dt+/xtf(t)dt

Sous cette forme, f est enofait de classg C! et on peut dériver.

On a donc f(0) =1 et Va €R f/(z) = 1 /Oxf(t) dt —zf(z) +af(x) =1 /Oxf(t) dt

Sous cette forme, f’ est de classe C! ie f est de classe C2 et on peut dériver.
f(0)=1et:

vz €R f'(z) = —f(x)

f est solution de y” +y = 0 donc :

J(A,B) € R? tq Vz € R f(x) = Acos (x) + Bsin (z)

f(0) =1 donne A = 1.

f/(0) =1 donne B = 1.

Donc :

Vz € [0;1] f(x) = cos (z) + sin (z)

Réciproquement :
Vo € R cos(z) + sin (x) + / (x —t)(cos (t) +sin (t))dt
0

= cos(z)+sin (z) + [(z —t)(sin (t) — cos (t))]; + /Om(sin (t) — cos(t))dt

= cos(z)+sin(z) + x + [— cos (t) — sin (¢)];
= cos(x)+sin(z) + x — cos (z) —sin (x) + 1
= x+1

2 Fonctions intégrables et intégrales impropres

2.1 Etudes d’intégrabilité
2.2 Détermination de la nature d’intégrales

Exercice 6

“+o00
Quelle est la nature de / arctan (z) In <2 + a:) dz ?
0 T 14z

Correction

t 2
arctan () In < ™ w) est continue sur RY .
1+

En 0, arctan (z) ~ x donc f est prolongeable en une fonction continue sur Ry en posant
f(0) =In(2).
arctan (z)

En + t — — donc ———— ~
n o0, arctan (ﬂf) 9 onc 9

1+
1n<2+x> = In —ln(1+2)—ln(l+1>
14z 1 T T

La fonction f : x —
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Donc en oo, f(x) ~ 2% La fonction x — % est intégrable en +o0o donc f l'est aussi.

On en déduit que f est intégrable sur R .

oo arct 2
Donc / arctan (z) In < T ix) dx converge absolument donc converge.
0 x x

Exercice 7

Soit v > 0.
+oo

Quelle est la nature de / In(1+27%)dt?
0

Correction
f est continue sur R .

a>0donc ™ —— Oet f(z) vjoo 7%= —
T——+00

On en déduit :
f intégrable en +00 <= a > 1
a >0 donc z™¢ o +oo et f(z) ~p In(x™%) = —aln (x).
xT—r

La fonction In étant intégrable en 0, f est intégrable en 0 (quelque soit «).
Finalement :
f intégrable sur R} <= a >1
ie :

+oo
/ In (1 +27%) converge absolument <= a > 1

0
Ce qui n’est pas ce qui est demandé : on veut savoir si 'intégrale converge ou diverge pas si elle
converge absolument ou pas.
Néanmoins, on remarque que la fonction f est positive donc la convergence et la convergence
absolue se confondent si bien que :

+o00
/ In (1+27%) converge <= a > 1
0

Exercice 8

+oo
Quelle est la nature de / 8T (Inz)?dx?
1 x
Correction
[1; +o00[— R

Soit f CoS I
T =

(Inx)?
f est continue sur [1; +o0[.

On procede a une intégration par parties.
(In x)? Inz (2 —1Inx)

u(x) = — u'(z) = ———5—F

V'(z) =cosx w(x) =sinz

u et v sont de classe C! sur [1;+ool.

u(x)v(x) P 0

L’intégration par parties est justifiée.

* cosx R
/ (Inz)? dz est de méme nature que
1 x 1 x

2
> i p—— 0 donc
Inz (2—Inzx) sinz ( 1 > Inz (2—Inzx) sinz
=o et r —
3/2

X

T lnz (2—Inz) sinz
2

X

Mais 23/2 Inz (2—1Inz) sinz —sinz(lnz)
is ~

est intégrable sur [1; +o0].

2 x2

6



TD analyse 1 2024-2025 Chapitre 1, correction

T lnz (2—Inz) sinx

On en déduit que / dz converge absolument donc converge et finale-

1 x?
ment :

o0 cosx
/ (Inz)? dz converge
1 x

Exercice 9
oo (x4 1)* — 2

Quelle est la nature de / > dz?
0 x

Correction

R — R
Soit f (+1)* —z°

T

x
f est continue sur R* .
e Casa=0

Ve e Ry f(x) =0

+oo
/ f(x) dx converge.
e Cas a > 0

1
o / x + d
()~
f étant positive sur ]0; 1] (car a > 0), on a :

1)e — p@
/ M dz converge <= f est intégrable sur |0;1]
0 x
1
<= =+ — est intégrable sur ]0; 1]
x

~— b1
/+°° :U—i—l d

( ) rb—a+l
f étant posmve sur [1;4o00[ (car @ > 0), on a :
1) —
/ M dz converge <= f est intégrable sur [1;+o0|
1 x

= T # est intégrable sur [1; +o0o[
& b—a+1>1
< b>a

Lorsque a > 0, on a donc :

+oo 1)¢ — @
/ de converge <= a <b<1
0 b
e Cas a <0
a

1
F(@) ~o == €t f(2) ~yoo ey
En raisonnant comme dans le cas précédent, lorsque a < 0 :

1) — g0
/ deconverge —a<b<l+4+a
0 x

7
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Finalement :

a=0

ou
/+OO (x4 1) — 20
0

v dx converge <= ({0<a<b<1
x

ou

a<b<l4+aeta<O

Exercice 10

1
1 Sin (ac + )
Quelle est la nature de / —~ T qx9

0 x
Correction
10;1] = R
. 1
Soit f sin <3: + >
N WY

T
f est continue sur |0; 1].

1
On fait le changement de variable C' strictement décroissant = = —.

1 . 1

1 sin (x + 1:) 100 SID (y + >

/ ——— dx est de méme nature que / S N dy
0 x 1 Yy

1
sin (y + ) .
1 1
Y/ — Y o () + Y sin (-
Y 1 1 1
En 400 : %Y sin () =0 <2> donc y — Y in <) est intégrable sur [1;+o0].
Y Y Y Y Y
T2 cosy

1
sin (> dy converge absolument donc converge.

1 Y Y
: . ] . 1
Y cos (1) e [ <1+O (2)) ) (3)
Yy Yy Yy Yy Y Yy

On a vu en cours mais il faut savoir le redémontrer que /
1

On en déduit que

100 gin

dy converge.

1
Par ailleurs si g(y) = O <3) au voisinage de +oo alors g est intégrable sur [1;+ool.
Yy

0 gi 1

Donc / 1Y cos () dy converge.
1 ) Y

Finalement :

dz converge

G
psin | x + —
N T/
h—s

Exercice 11 (Centrale 2016)

Soient a et o € R} .

Soit f : R — R continue et a-périodique.

+oo \ — f(t
Pour A € R, on définit I()\) = / tf() dt.

On veut déterminer A tel que I(\) converge.

1. Montrer qu'’il existe au plus une valeur de A tel que I(\) converge.



TD analyse 1 2024-2025 Chapitre 1, correction

(A= f(1))dt.
Montrer que si G\ est bornée alors I(\) converge.
Conclure.

xT
a

2.(;A237F%u/

Correction
Remarquons qu’on introduit a > 0 pour que 'intégrale soit uniquement impropre a droite.
+oo N\ —
1. Si I(\) et I(u) convergent alors en faisant la différence / Tﬂdt converge. Cela

a
entraine A\ = .

2. On procéde a une intégration par parties :

u(t) = % W (t) = —t%
V'(t) = A= f(t), v=G)\

u et v sont C! sur [a; +o0o[ et u(t)v(t) P 0 (en utilisant G\ bornée).
—+o0

Toujours avec G bornée, u'v est intégrable sur [a; +o0].
G(t 1
En effet u/(t)v(t) = —75(2) =0 (t2) en +00.

“+o0o
On en déduit que / o' (t)v(t) dt converge absolument donc converge.

a
D’apres le cours sur les intégrations par parties, I(\) converge.

1 «
On prend A\ = — / f(t)dt la valeur moyenne de f sur une période.
@ Jo

Soit = > a.
r—a

Soit n la partie entiere de de sorte que x = a+na+y avec 0 < y < a.

Gla) = /:)\dt— /;Wﬂ F(b) dt

n—1 gt (k+1a a+na+
= )\(a:—a)—Z/ f(t)dt—/ yf(t)dt

k=0 atka a+no
o a+noa+y
— Az —a) —n/ f(t)dt—/ () dt
0 a+na
a+no+y
= )\(:r—a—na)—/ f(t)dt
a+no
On en déduit :
a+noa+y
G@)] < [Al(z—a—na)+ . [f(@)] dt
a+(n+1)a
< Mo+ [f(@)] dt
a+no
<

«

A +/ |f(t)| dt par périodicité
0

G est bornée sur [a; +o00].

2.3 Calculs d’intégrales

Exercice 12
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Montrer que /

+o0 1
(1 — xarctan (
0

)) dz converge et la calculer.
x

Correction
RY — R
Soit f 1
xr +— 1 — xarctan ()
T

f est continue sur R* .
f(x) ———O—> 1 donc f est prolongeable en une fonction continue sur R.
%

En+;o:f($):1_x< +O<:cl3)> :O(xl?>

Donc f est intégrable sur Ry ou RY.
On réalise une intégration par parties :

1 1
u(xr) =1 — xarctan (> u'x) = — arctan < > +
T

V(z)=1 v(z)==x

u et v sont de classe C! sur R%.

u(z)v(z) — 0 et u(x)v(x) ——— 0 donc 'intégration par parties est justifiée.
z—0 T—+00

+oo +o0 2
/ <1 — gz arctan <1>> dex = / T arctan <1> -t dx
0 z 0 x 1+ 22
/+°° <1) 2+1-1
= xrarctan (| —
0 T T
E

x
1+ 22

+o0 1
= / (x arctan ()
0 T
—+oc0
= —/ (1—xarctan< )> dx +
0 x 2

D’ou le résultat.

Exercice 13

w/2

Montrer que / cosz In (tan x) do converge et la calculer..
0

Correction

0;7/2|— R
Soit f 10;/2]
x +— coszln (tan x)
f est continue sur |0; 7/2[.
f(z) = coszIn (sinx)—cosz In (cosz) —— 0 donc f est prolongeable en une fonction continue

z—7/2

sur |0; 7/2].
En 0 : tanz ~ x et ce sont des infiniment petits donc f(x) ~ Inz. Comme In est intégrable sur
10; w/2], on en déduit que f est intégrable sur |0;7/2] ou ]0; 7/2].
On réalise une intégration par parties : .

!/
wz) =In(tanz) w'lz) = cos2ztanz  coszsinw
V() =cosx w(x) =sinz
u et v sont de classe C* sur ]0; w/2].
u(z)v(z) ~o xInz donc u(z)v(z) — 0 mais en 7/2 il y a un probleme.

10
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On peut néanmoins légitimement écrire, pour X €]0; /2| :

X X 1
/ coszln (tanx)dr = sinXln(tanX)—/ dz
0 0 COST
X cosx
= sinXln(tanX)—/ ——dz
o cos?zx
in X In (tan X) /X |
= sinXln (tan X) — —_—
i & o 1—sin?z v
sin X dt
= sinXln(tanX)—/ —
0 1—1¢2
1 1 in X
= sinXln(tanX)—21n<1j_Lz;2X>

1 1
= sin X In(sin X) —sin X In (cos X') — 51n(1 +sin X)) + iln(l — sin X)
sin X In (sin X) —— 0
X—m/2

1 In2
—SIn(14sinX) — 22
o (14 sinX) > ==

(0] h==--X,X=—-—-h
n pose > , >

2 2

sin X In(cos X) = coshln(sinh)= (1 — % + 0(h2)> In (h <1 - % + 0(h2)>>

— (1 - h; + 0(h2)> <1nh—|— In (1 - }22 +o(h2)>>

= Inh+o(1)

—_

2
%111(1 —sinX) = -In(l-cosh)= %ln (Z (1 +0<1>>)

N

= 5(2lnh—ln2+o(1))

In 2
= lnh—%—l—o(l)

X
On déduit : / coszIn (tanx) dv ——— —1In2 et finalement :
0 X—m/2

w/2
/ coszln (tanz)dz = —1In2
0

Exercice 14

+oo

Montrer que / e VT dx converge et la calculer.
0

Correction

R+ — R
Soit
' f {1: — e_ﬁ

f est continue sur R;.
22 f(x) —— 0 donc f est intégrable sur R
r—r+00

11
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On fait le changement de variable C! strictement croissant x = y?.
+oo +oo
/ e_ﬁd$:2/ ye Ydy
0 0

On réalise une intégration par parties :

u(y) =y u'(y) =1

V(y)=e? v(y)=—e?

u et v sont de classe C! sur R.

u(y)v(y) m 0 et il n’y a pas de probléme en 0 donc I'intégration par parties est justifiée.

+oo +oo
/ e VPidr = 2/ e Ydy=2
0 0

Exercice 15 (Centrale 2018)

T gint
1. Justifier la convergence de I = / % t
0
/2 gin ((2n + 1)t)
sin ()
Montrer que la suite (I,)nen est constante.

2. Pour tout n € N, on pose I,, = / dt.
0

3. A Taide de la suite (I;)nen, calculer la valeur de I.

Correction

. +oo gint S
1. L’existence de / ~ dt a été justifiée en cours.
0

/2 & 2 1)¢
2. On justifie rapidement ’existence de I,, = / w dt :

sin (¢

sin ((2n + 1)t) " v

sin (¢)

sin ((2n + 1)t) (2n+ 1)t
sin(t) 0 ¢

T
la fonction ¢ — est clairement continue sur ]0; 2} et elle est prolongeable

=2n+ 1.

par continuité en 0 car :

/2 sin ((2n + 3)t) — sin ((2n + 1))

0 sin (t)
/2 9 i 9 92 /2
= / sin (1) C(.)S ((2n +2)1) dt = 2/ cos ((2n + 2)t) dt
0 sin (¢) 0
. w/2
5 [5111((271—1—2)15)} _0
2n —+ 2 0

On en déduit : .

YneNI,=1)= 3
(2n+1)w/2 &j

3. [ = lim St g

n—-+oo Jo t
On fait le changement de variable t = (2n + 1)z :
/2 gin ((2n + 1))

= lim dz.
n—+oo Jq xr
Mais :
/2 a2 2 1 7'1'/2 ] 2 1 7'1'/2 ]'
/ Sm<<n+>w>dx_ﬂz/ Sm((nwdx_fn:/ sin ((2n + 1)) (—
0 T 2 0 X 0

12

1

x>> dr

x  sin(
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1 1
Soit f:x— — — — .
x  sin(x)

)

: - _.3
En 0: f(x) = S (a;) ro 2 /6 = —2 donc f est prolongeable en une fonction
xsin (x) x? 6

f est clairement C! sur }0;

continue sur {0; g} . On note toujours f ce prolongement et on a donc f(0) = 0.

1 cos(x)

V:BE]O;;T} fll@) = C 2?7 sin? (x)

_ Sl][121(96) (COS (z) (sinm(:c)>2>

On fait un DL du numérateur en O :

sin (z)\ 2 72 22 2
cos() — (D) = - T o) - (1 . 0($2)>

T 2 6
2 2
= 1—%—1—0(;32)— (1—2—1—0@2))
2
= —% + o(x?)
S . 1
On en déduit facilement que f'(z) — —=.
z—0 6

x>0
D’apres le théoréme de la dérivée f est C' sur le segment [0; 72r]
On peut alors faire une IPP :

™/2 sin ((2n x T /2
/0 ((2$+1))dx—2 = /0 sin ((2n + 1)z) f(x) dx

w/2 1

B [_ cos ((2n + 1)x)

/2
= om 1 /0 cos ((2n + 1)z) f'(x) dx

@)

__f(o) 1 /2 /
_ 2n+1+2n+1/0 cos ((2n + 1)z) f'(z) da

x/
: <|f<o>| = [l dsc)

<
- 2n+1

dr — =
x $2

/”/2 sin ((2n + 1)x) T
0

On/%n déduit :
/ sin ((2n 4+ 1)) w7 0.
0

T 2 n—+oo

On conclut facilement : I = 5

Exercice 16 (Centrale 2005)

+o0 gin3 ¢

2 dt dont la valeur sera notée I.

1. Existence de /
0

13
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2. Calcul de I avec Maple .
Maple donne I = % In3

+00 o 3t
3. J(e):/ ST gt

+2

T sint T sin 3¢

Trouver a et b tels que J(€) = a/ TR dt + b/ o
€

€

dt

3 [3¢sint
Montrer que J(e) = Z/ % dt
En déduire 1. ‘

Correction
. sin® ¢ . .
1. La fonction ¢ — - est continue sur R? .
3

EnO: f(t) ~ 2= t donc f est prolongeable en une fonction continue sur R.

1
De plus en +o00, f(t) = O <t2) donc f est intégrable sur R, .

+oo gind ¢
On en déduit que
0 t?

dt converge absolument donc converge.

3. Il s’agit de linéariser sin®¢.

i —ix 3
= (2) =g (M =BT e o)
= (2isin(80) — Gisin (1) = — sin (30) + 3 sin (1)
= g; (2isin (32 isin (z)) = — 7 sin (3z) + 7 sin (2
a= 7 etb=— conviennent.
+00 gin 3t

dt et

On fait le changement de variable C! strictement croissant = = 3t dans /

e t2

3 [3€sint
on obtient J(€) = Z/ e dt
Pour la conclusion, il 6y a plusieurs justifications possibles.
On peut, par exemple, utiliser la formule de Taylor avec reste intégral pour prouver :

t
VteR|sint—t]§§§t2
t t
VteR sin(t) = t+/(t—x)sin(2)(x)dac:t—/(t—x)sin(t)d:v
0 0
Vi € Ry [sin(t) —t] =

/Ot(t — z)sin (t) dz

t
/ (t — x) |sin (t)| dz car les bornes sont dans le bon sens et t —z > 0
0

t B
< /O(t—x)da:— [—2]0—2

1. Maple est le logiciel de calcul symbolique en vigueur dans les classes préparatoires aux grandes écoles
d’ingénieurs avant I'introduction de Python

IN
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Comme la fonction sin est impaire, on en déduit :
2

t
vVt € R |sint—t|§§§t2

On a alors :
3 [3€sint 3 31 3| f3€sin(t) —t
J(e) —In3| = |- ——dt — - —dt| = - ——dt
|7(€) ~ In3] ‘4/6 2 4/6 t 4/6 2 ’
3 (3¢ |sin (¢) — ¢ 3 [3e
< - ———dt < = dt
- 4/6 t2 — 4 /.
3e
< -
- 2
Donc J(e) 62%(? In (3).
Mais J(e¢) — I donc I =1n(3).
e—0
e>0
Exercice 17 (Mines 2018)
+00 i
1. Nature de/ Smt(t)dt?
0
+00 gin (¢
2. On pose pour tout = € R, f(x) = / smt( ) dt.
x

Montrer que f est C! sur R et donner sa dérivée.

+o0o
3. Calculer/ f(t)de.
0

Correction
: +oosint P
1. L’existence de / — dt a été justifiée en cours.
0
in (¢)

.
2. 1l faut prolonger t — par continuité en 0. On note g ce prolongement.

. 00 gin (t) R .
g est continue sur R et / ———= dt converge donc d’apres la relation de Chasles, f(z)
0
est défini pour tout z € R et :
0 +o0o x 400
WeRﬂ@:/g®&+/ g@&:—/g@&+/ g(t) dt.
0 0 0
Sous cette forme,zon peut invoquer le théoréeme fondamental du calcul différentiel-intégral.

fest Clsur Ret :
Ve e R f'(z) = —g(x).

Vo >0 f(z) = - S0

T
3

Ve >0 / fyde = [tf@)l — / tf'(t)dt il n’y a rien A justifier : f est C! sur R
0 0

= xf(x)-l-/oxsintdt::c/;oo sin (¢)
= x({—cots(t)) :OO—/;OO cos {1 dt) + 1 —cos (z)

t2
Justification de I'IPP
W' (t) = sin (¢), u(t) = — cos (t)

dt+1 — cos ()

15
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o) =5, V() =

u et v sont C! sur [z; +oo[ (z > 0) et u(t)v(t) P 0
—+00

o0 cos (t)

V:U>O/0xf(t)dt = cos(:z:)—a:/ dt+1 —cos(x)

sin (¢ Foo +00 gin (

On justiﬁe I'IPP comme ci- dessus

_ sm 9y /+°° sin (
] 1+Sm(x)—20< 1)
T T
En effet :
+00 gin (¢ +00 |qj t
V:(:>O/ Smg()dt’ < / sin @] g
400 +—2 +oo
< / t3dt = [1
z -2 .
< 1
- 22

Finalement, en faisant tendre x vers +o0 :

+o0
/ F(t)dt =1
0
Exercice 18 (X 2016)

1
Soit f € C(R4+,R), telle que f(z) = Ot <$2) et a > 0.

Prouver que g : z — f (\/ 4a + CL‘2) eth:ax— f (:E + a) sont intégrables sur |0, 400 et que
x

—+00 —+00
[Tom )
0 0

Correction
e ¢ est continue sur R,.

On pose u(x) = vVda + 22 ~4 o T.

1 1
o) = F(u(a)) = Osoe (7753 ) = O (7))
g est intégrable sur R.

e h est continue sur Ri.
f(z) —— 0 donc h(z) — 0.
r—>+00 x—0

On peut prolonger h par continuité en 0.
a
On pose v(z) =2+ — ~yoo @.

B(x) = F(0(2)) = O ((;)) 01 (53),

h est intégrable sur R .

16
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e Passons a I’égalité.
On cherche un changement de variable x = ¢(t) tel que Vda + 2z =t + %.

2
\/4a+x2:t+% = 4a+x2:752+2a—f—%2

2 2
2 _ 42 _ a
T N

On fait donc le changement de variable C! : 2 = p(t) =t — %.

Vi>0¢'(t)=1 + 5 > 0 : le changement de variable est bien strictement monotone.
De plus, ¢(v/a) = 0 et limgo = 400 donc :
oo

/()Jroog(x)dx = /()Jroof(\/W)dx:/\;oof( <t+j>0>2) (1+a) dt

a t2
_ /\/J:Of<t+ )dt+/+oo <t+ )agt
_ /;;Of< >dt+/ < ) —dy) yzgcl\\
= /0+Oof< >dt /0 h(z) dx

2.4 Comportement asymptotique des fonctions intégrables

Exercice 19 (X 2005, 2007)

Une fonction intégrable sur R tend-elle vers zéro a I'infini 7
Montrer que si f est C', intégrable sur R et de dérivée bornée, alors f tend vers zéro.

Correction
Une fonction intégrable sur R ne tend pas forcément vers zéro a U'infini. Il y a des exemples dans
le cours.
Soit f de classe C!, intégrable sur R et de dérivée bornée.
x
Soit F': x »—>/ f(t)dt.
0
F est de classe C? et F'(x) —— [ € R.

r—r+00
On utilise la formule de Taylor avec reste intégral.

Pour tout x € R et tout h > 0 : h
xT

F(z+h) = F(x) +hF' (x) +/ (x+h—t)F"(t)dt
X

fla) = FEEDZEE) 2 0 a

17
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On note M; = sup | f'(z)| € R.

z€R
sl < FEEZE@OL Ly )
- |F(z 4+ h) — F(z)| LMy [(Hh_t)zr%
h h 2 )
< ]F(:U+h)—F(x)\+M1h
h 2

Soit € > 0.

Jrg € Ry tq Ve >z |F(z) =1 <e

Ve > axgVh € Ry |F(z+h) — F(z)] < 2¢

2¢  Mih

Vo > xo Vh € Ry | f(2)] <f+Tl

(2, My 2

dh \ h 2 h?2 2

On prend h = 2, /]\4L (M; > 0 quitte a Paugmenter).
1

Vo > xo |f(2)] < 24/ My (/e
On a bien Emf =0.

On raisonne de méme en —oo ou on utilise z — f(—z).
Exercice 20 (Mines 2022)
1
Soit f: [0;1[— R de classe C! telle que / f'(t)* dt converge et lim;— f = 0.
0

/() — 0.

V1—x =1

<l

Montrer que

Correction
Puisque f est C! sur [0;1] :

Y
Viz,y) € 051E f) — @) = [ S0
Si on suppose x < y, on a par Cauchy-Schwarz :

oo (o) ([ ) - 55 ([ o)

On falt tendre y vers 1 )
1/2
sl svi=z( [ ropa)

/f dt——%Odonc\/J%m—;?O.

<l

2.5 Propriétés des fonctions intégrables

Exercice 21 (Mines 2016)

Soit f :]0; 1[— R continue, intégrable et monotone sur |0; 1].
Montrer :
1k 1
S r(y) o |
n 1 n n——+o0o 0

18
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Correction
Quitte a changer f en —f, on peut supposer f croissante.

Vi € [1; n—l]]/ . tdt</(:i)/nf<z) f( ) /kilj:l)/nf(t)dt

Il n’y a pas de probleme pour k=1 ou k =n —1 a cause de I'intégralité de f.
On somme :

/Oll/n ydt < — Zf( )g 1inf(t)dt

et il n’y a plus qu’a falre tendre n vers +oo.

2.6 Deux exercices plus difficiles

Exercice 22 (X 2020)

Soit f : R — R continue et T-périodique (7" > 0).
Soient a et b € R tels que 0 < a < b.

On pose I = /+OO M dz.

x
1. Convergence de I.
2. Calcul de 1.

Correction
En fait, les deux questions doivent étre traitées simultanément.

La fonction x M
801entcetd€RtelsqueO<c<d

/f(bx)—f(am)dx _ /fbx /fax

_ bd & / f(t it

be t

t
_ /acf(t) . ad f(t dt+/bd f gt ad f( )dt
b t

C ac ac

t
_ / S 4 (710
ad t

est continue sur R*

t ac
Soit € > 0.
36 >0 tq vVt € [0;0] |f(t) — f(0)| < € (continuité de f en 0)
Donc :
) be b b
Vce] b[ f() f(0)1n<a>’ < eln<a>
Donc :

N f( ) dt — F(0)n (Z)

ac
Dans l'intégrale de départ, on voit qu ajouter a f une constante ne change rien.
On peut donc supposer que la valeur moyenne de f sur une période est nulle 2.

2. Une rédaction soignée commencerait par ce point, mais on ne le découvre qu’en faisant ’exercice
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Soit F' la primitive de f nulle en 0. F' est T-périodique :

SR+ T) ~ F(1) = J(+T) ~ (1) =0

T
et F(0+T) — F(0) :/0 F(t)dt = 0

Par conséquent F' est bornée.
bd f(¢ F(t)1" b Bt
O g - {U] +/ t(Q)dt
ad ad

ad t
_ F(bd)  Flad) [t F(t)
N bd ad +/ad t2 d

F(t)

La fonction t —
t2

bd f(¢
& dt —— 0 pour une fonction de valeur moyenne nulle.
ad t d—+o00

étant intégrable sur [1; 4+oo] (facile a justifier) :

b
On a donc pour une fonction de moyenne nulle I = —f(0) In ()
a

[ (; /OT F(t)dt — f(o>> In (2)

Exercice 23 (Centrale 2019)

Dans le cas général :

Soit F' définie sur ]0; 1] par :
Vo €]0;1] F(x) = /x sin (1) dt
Soit f définie sur [(()); 1] par :
Vo €]0;1] f(z) = z(x + 1) + F(x)
et
f(0)=0
1. Définition et dérivabilité de f.
2. Déterminer f’([0;1]).
Correction
1. Soit z €]0;1].

1
La fonction ¢ — sin (t) est continue sur ]0; z].

1
sin ()’ <1
t

et la fonction ¢ +— 1 est intégrable sur |0; z].

vt €]0; 2

On en déduit que la fonction ¢ — sin t> est intégrable sur |0; z].

F est donc définie sur 0; 1].
La relation de Chasles permet d’écrire :

Vo €]0;1] F(z) = /01 sin (1) dt + /f sin <1> dt

Sous cette forme, on peut appliquer le théoréme fondamental du calcul différentiel-
intégral. F' est donc C! sur ]0; 1] avec :

1
Vz €]0;1] F'(z) = sin ()
x
f est donc bien définie sur [0;1].
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f est clairement C! sur ]0;1] et :
1
Vz €]0;1] f'(z) = 1+ 2z + sin ()
x
f'(xz) n’a pas de limite en 0. Cela n’empéche pas f d’étre dérivable en 0 mais elle ne sera
pas C! sur [0;1].
En 0 le taux d’accroissement est :

_ +00 o
M +1+1/sm< )dt—x+1+1 Smgu) u
0 t 1)z U
o0 gin ( ~ cos (X +00 cos (u 1 .
VX >0 / = X(2 ) _ Q/X u:(” )du =040 (X2> (classique)
On en déduit :
f(z) — £(0)

x+1+ O( )—0>1

T—

f est de?rlvable en 0 et f’ (0) =1.
2. f([0;1]) = {0} u f/(Jo; 1]) = {1} U f'(J0; 1))

/" est continue sur |0; 1] donc f/(]0;1]) est un intervalle.
, l
Vz €]0;1] f'(z) = 1+ 22 + sin >1-1=0

1
!
De plus f <—7r/2 onn
n’est pas atteinte.
Comme [’([0;1]) = {1} U f/(]0;1]), 0 est la borne inférieure de f'([0;1]) et elle n’est pas
atteinte. L'image du segment [0; 1] par f’ n’est pas un segment.
/(1) =3+sin(1 ) ~ 3,84

Vme] =2 {f’(:c)<1+f’(1)—2+1:f’(1)
M20792

/' est continue sur le segment [a; 1] donc il existe xy dans ce segment tel que :
Vo e 1] f(z) < fzo)

On a donc :

Vo € [0:1) () < f'(xo)

xo > 0 donc si zg < 1 alors f”(xg) = 0.

Donc x5 % cos (z5') = 2

Mais 252 cos (25') < 252 < a2 =~ 1,18 donc on aboutit & une contradiction.
Par conséquent zo = 1 et f/([0;1]) =]0, f'(1)].

> - 0 donc la borne inférieure de f'(]0;7]) est 0 et elle

On note a =
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