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Dans ce chapitre K= R ou C, et E est un K-espace vectoriel de dimension quelconque.

1 Normes sur un K ev

1.1 Définition

Soit E un K ev.

On appelle norme sur F toute application NV de E dans R, telle que :

e VA€ KVz e EN(Ax) = |\ N(x)

eVxcE N(z)=0<=2z=0

e V(z,y) € E? N(x +1y) < N(x) + N(y) (inégalité triangulaire)
On appelle K espace vectoriel normé (en abrégé K evn) tout couple (E, N) ou E est un K ev et
N une norme sur FE.
N est souvent notée ||.|| et N(z) est noté ||x||.

1.2 Exemples

e Si I est un espace préhilbertien réel, la norme euclidienne est une norme sur E.
Cas particuliers
R™ — Ry

— Il A\
(T1,y...,@p) — sz
=1

°([a; b], R) — R,

— ||.l|5 ou IV 1/2
-1l 2 Fis </ f2>
asb]

pour n = 1 il s’agit de la valeur absolue |.|)

Remarque
C" - R4
-1l (= o) (z": R |2> 1/2 (pour n = 1 il s’agit du module |.|) est une norme.
1, y ~n 7
i=1
Démonstration
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— On a bien :
Vz e C" ||z]|, >0

VA e CVzeR" | Xzlly = [[(Az1,..., Az0)lly

n 1/2 n 1/2
= (Z\)\Zi!2> = (sz Zz‘\2>

=1 =1

n 1/2 n 1/2
(WQZ\%’\Q) = |\l (Z !Zi!2>

=1 =1

= Al
— On a trivialement ||Ocr ||, = 0 mais il n’est pas indispensable de I’écrire car des qu’on
a:
VA e KVz e E N(Az) = |\ N(x)
ona:

N(0p) = N(0x 0g) = |0g| N(0g) = Og

Soit z = (21,...,2n) € C" tel que ||z]|, = 0.

z”: (\ZZ\Q > O) = 0 donc :

i=1
Vi e [1;n] |z =0
Donc : Vi€ [1;n] z;=0ie 2=0
— Soient u = (uy,...,uy) € C" et v = (v1,...,v,) € C".
Pour tout ¢ compris entre 1 et n soient :
— a; la partie réelle de u;
— b; la partie imaginaire de u;
— ¢; la partie réelle de v;
— d; la partie imaginaire de v;

n 1/2
lutolly = H(U1+v1,---,un+vn)H2=(Z\uwvi!?)

=1

n 1/2
= < ((ai+ci)2+(bi+di)2)>

= Ny((a1 +c1,b1 +di,a2 + co,ba +da, ..., by +dy))
= Ny ((a1,b1,...)+ (c1,d1,...))

olt Ny est la norme euclidienne canonique sur R?"”
< Na((a1,bi,...)) + No((c1,d1,...))

= lully + o]l
R™ — R4
e | (L1, ..., Tn) — Zn: 24| est une norme.
Démonstration =
— On a bien :

Ve € R" |jz|; >0
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VAERVz €R™ |Azll; = [(A\zy,...,Az)|;
= > Pl =D A |
=1 =1

ALY lzil = AL [l2lly
=1

— Soit z = (x1,...,2,) € R" tel que ||z]|; = 0.

n
Z(|xz| >0) =0 donc :
i=1
Vi e [1;n] |z =0
Donc : Vi € [1;n] 2; =0ie z =0
— Soient x = (1,...,2,) ER" et y = (y1,...,yn) € R™.

n
lz+yl, = @i+ znt+ya)lly =D o + yil

=1

n n
(el + lal) = Y lil + D vl = lllly + llylly
i=1 =1

IN

n
1=

1

On montre de méme que :
C" - Ry

n
-1l (21,0 2n) Z |i]
i=1

C%([a;b],R) —>I§+

[a;b]
CO([a;b],C) - Ry
[asb]
sont des normes.
R™ —» R4
|l ( o) > max |a] est une norme.
T1,..., Ty max |
Démonstration
— On a bien :

Vo e R" [jz| >0
VAERVz € R" [Azfl. = [(Azy,..., Azn)

= fggg;\kxi\ = fggg;(lkl |z3])

loo

= - >
|A| lrél%xnﬂxl\) car |A| >0
= Azl
Il est indispensable de préciser car |[A| >0 :

ip < ) = i ).
Sip <0, alors max (ulzi|) = p min (|ail)

3
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— Soit x = (21,...,2,) € R™
|7l =0 < %?;;“xz" ERL)=0

< Vie[l;n] |z =0
— Vie[lin]z; =0
— z=0

— Soient x = (z1,...,2,) ER" et y = (y1,...,yn) € R™.

Vie [Lin] |zi+uyl < il + |yl
< |lz||o + ¥l indépendant de i

[z +ulle = l@1+y,. oz +yn)ll

= lrg%xn(\fﬂi + yil)

IN

12]lo0 + l¥llo

On montre de méme que les applications suivantes sont des normes :

I {Cn B

(21, 2n) — 1211‘&3)% |zi]

C°(ja; b, R) — R
RS max | /()

z€[asb
Plus généralement si X est un ensemble non vide et si on note B(X,R) le R-ev des

B(X,R) —» Ry
fe Sup | ()]
Si X =N, B(X,N) est le R-espace vectoriel des suites réelles bornées.
C%([a;b],C) — Ry
— M {f ~ s |f(@)

z€la;b
Plus généralement si X est un ensemble non vide et si on note B(X,C) le C-ev des

B(X, (C) — R+
[ sup |f(z)|
zeX

(bien définie : cf le cours de SUP).

applications bornées de X dans R, ||| { est une norme.

applications bornées de X dans C, ||| { est une norme.

1.3 Distance associée

Soit (E, ||.||) un evn.

On appelle distance associée a ||.|| 'application :
{E x E— Ry

(d(z,y) s’appelle distance de x & y)

On a alors :
1. V(z,y) € E?* d(x,y) = 0 <= x =y (en particulier d(z,r) = 0)

2. V(z,y) € B d(x,y) = d(y, )
d(x,y) se lit donc également "distance entre x et y”.
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3. V(z,y,2) € E®d(z,y) < d(x,z) + d(z,y) (inégalité triangulaire)

Démonstration

1. trivial
2. Y(z,y) € B2 d(y,z) = |z —yl = |-y — )| = lly — z|| = d(=,y)
3.
V(z,y,2) € E*d(z,y) = [lz—yll=llz—z+z—1y
< lz ==zl +1z -yl
< d(x,z)+d(z,9)

1.4 Boules et spheres
1.4.1 Définitions

Soient (£, |.||) un evn et d la distance associée.
Soient g € E et r € Ry.
e On appelle sphere de centre z( et de rayon r et on note S(xg,r) 'ensemble :

S(zo,7) ={z € E tqd(zo,z) =r} ={x € E tq ||z — x| =r}
e On appelle boule ouverte de centre xy et de rayon r et on note B(zg,r) ’ensemble :
B(xzg,7) ={x € E tqd(xo,x) <r}={z € Etq ||z — x| <7}
e On appelle boule fermée de centre x et de rayon r et on note Bf(xo,r) 'ensemble :
Bt(zo,7) ={z € Etqd(zo,z) <1} ={x € E tq ||z — x| <1}
B(0g, 1) s’appelle boule unité ouverte.

B¢(0g,1) s’appelle boule unité fermée.

1.4.2 Propriétés

e Pour tout g € E, B(z0,0) = 0 et S(xo,0) = Bf(xo,0) = {xo}.
e Pour tout xp € Fettousry et rp € Ry tqry <rpona:
B(xo, 7'1) - Bf({L‘(),’ﬁ) C B(.%'(), 7’2)
les inclusions étant strictes (sauf dans le cas E = {0}).
e Pour tout xp € Fettout r€ Ry, ona:

S($0,T) = x0+ S(OEvr) ie {II,'() + Y,y € S(OEvr)}
= 9+ rS0g,1)ie {zo+ry,y € S(0g,1)}

e Pour tout zp € £ et tout r € R}, on a :

B(xzg,r) = xzo+B0g,r)ie {zo+y,y € B(0g,r)}
= xz9+rB(0g,1)ie {xo+ry,y € B(0g,1)}

e Pour tout g € F et tout r € Ry, on a:

By(zo,7) = o+ Bf(0g,r)ie {xo +y,y € Bf(0p,7)}
= xo+rBs(0g,1) ie {0 +ry,y € Bf(0g,1)}
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1.5 Exemples

e Dans R muni de la valeur absolue :

S(xo,r) ={xog—1;20 + 7} sir >0, {xg} sir=0.

B(xg,r) =]zg — r;z0 + 7|
By (zo,7) = [xo — 520 + 7]

e Dans R? :

Boule unité pour |[.||,

0.5

Boule unité pour |||,
Vs

0.5

.5

e Dans R? :
— Pour la norme ||.||, :

Boule unité pour ||.||,

1.0

0.5

-0.5
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1,54

— Pour la norme .||, :

— Pour la norme ||.||; :
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e Dans C°([0; 1], R), on ne peut pas représenter les boules (I’espace est de dimension infinie)
mais pour ||.||,,, on peut faire un dessin.

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

~—

Les éléments de Bf(fo,r) sont les fonctions g telles que la courbe d’équation y = g(x
soit toute entiere contenue dans la partie du plan limitée par y = fo(z) +7r, y = fo(z) —
et z € [0;1].

<

2 Parties convexes

2.1 Définition

Soit E un K-espace vectoriel et C une partie de E.
C est dite convexe lorsque, pour tous z et y de C, le segment [x;y] est tout entier contenu dans
C,ie.:
C convexe <= Y(z,y) € C2Vte [0;1] (1 -t)z+tyecC

e Un exemple de partie convexe du plan
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Partie convexe

e Un exemple de partie non convexe du plan

partie non convexe

2.2 Exemples
e Soit I/ un K-espace vectoriel.

Tout sous-espace vectoriel de E est une partie convexe de F.

e Exemple mentionné dans le programme
Soit (£, ||.]|) un evn.
Les boules (ouvertes ou fermées) de E sont des parties convexes de E.

Démonstration
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Soient x et y € B(xg, ).

Vee[0;1] [I-t)z+ty—ao = [L—t)z+ty—(1—t+1)xol
= (A =1) (z = zo)ll + It (y — zo)
< 1=t lle = ol + [¢] ly — ol
< (=) [lz = zoll + ¢ [ly — xoll

|z — zo|| <7 et ||y —xo| <. Deplus t ou 1 —t est strictement positif donc
l—t)z+ty—zo|| < (L —t)r+tr=r
Idem (en plus facile) pour les boules fermées.

3 Parties, suites et fonctions bornées

3.1 Parties bornées

Soit (E,||.]|) un evn.
Soit A une partie de E.
On dit que A est bornée si et seulement si il existe M € Ry tq pour tout x € A ||z|| < M.

Les spheres et les boules (ouvertes ou fermées) sont des exemples de parties bornées de E.
Démonstration

Soit = € S(zo, ).

Jell = lla = w0 + woll < llz — zoll + lz0ll = 7+ aoll = M

Idem pour les boules.

3.2 Fonctions bornées

Soit (£, ||.]|) un evn.
Soit X un ensemble non vide.
Une application f : X — E est dite bornée si et seulement si f(X) est une partie bornée de FE.

On a donc :
f:X — Ebornée <= 3IM e Ry tqVz e X ||f(z)|| <M

Exemple
On prend E = R? muni de la norme euclidienne usuelle.

Soit R? — R?
oi
(0, ¢) — (Rsinf cos ¢, Rsinfsin ¢, R cos 0)

f est bornée car f(R?) est la sphére (euclidienne) de centre O et de rayon R.

3.3 Suites bornées

C’est le cas particulier oun X = N ou plus généralement X = [ng; +oo[ dans la définition
précédente :

Soit (£, ||.||) un evn.
Soit (up)n>n, une suite a valeurs dans E.

(Un)n>no bornée <= IM € Ry tq Vn > ng ||un|| < M

10
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Exemple
On prend E = C%([0;1], R) muni de la norme |.| .
0;1 R
Pour tout n € N, soit f, 1031} =
x > sin (nx)

La suite (fn)nen est bornée.
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