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1 Sous-espaces stables en dimension quelconque

1.1 Définition

Soient £ un K ev et u € L(F).
Un sev F de E est dit stable par u si et seulement si w(F') C F
ie Vo € F u(x) € F (On dit aussi que u stabilise F').
On peut alors définir un endomorphisme ug de F' par :
{F —F
up
up s’appelle '’endomorphisme de F' induit par u.
Il ne faut pas le confondre avec la restriction de u a F :
F—FE
)z u(z)
Ceci dit la confusion est souvent faite dans les sujets de concours.

1.2 Exemples

Soient E un K-ev et u € L(E).
{0}, E, keru et Imu sont stables par u.
En effet u({0}) = {0} et w(F) =Imu C E.
11 est possible que {0} et E soient les seuls sous-espaces stables : il suffit de considérer la rotation

. ™ . . . , , s .
vectorielle d’angle — dans un plan vectoriel euclidien orienté (géométriquement clair : aucune
2

droite n’est stable)

u(keru) = {0} C keru

IL’endomorphisme de ker v induit par u est I’endomorphisme nul.
Imu C E donc u(Imwu) C u(E) =Imu

Remarque :

u(Imu) = u(u(E)) = v?(E) = Im u?
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1.3 Propriétés

Ces propriétés ne sont pas mentionnées dans le programme.
e Intersection de sous-espaces stables

Soient E un K ev, u € L(FE) et (F;);c; une famille de sev de E stables par u.

Alors ﬂ F; est stable par wu.

i€l
Démonstration
Vipe I (| FiC F,
el
Donc :
Vip € I u ﬂFZ) c u(F,) C F,
el
Douwu|(F|C(F
icl iel

e Somme de sous-espaces stables

Soient £ un K ev, u € L(E) et (F;)ics une famille finie non vide de sev de E stables par

u.
Alors Z F; est stable par u.

icl
Démonstration
Soit x € Z F;.
i€l
Il existe une famille (z;);c; d’éléments de E telle que :
ix= Z Ti
i€l
iiVielz, €F
On a alors :
i€l el
Vi € I u(x;) € F; car F; est stable par .
D’ou u(z) € X:FZ
i€l

1.4 Sous-espaces stables et commutation

Soient E un K ev et u et v deux endomorphismes de E.
On suppose que u et v commutent ie uwov = v o u.
Alors Imu et Ker u sont stables par v.

Démonstration

Soit = € Ker (u).

u(v(z)) = v(u(z)) = v(0) =0
Donc v(z) € Ker (u).

Donc Ker (u) est stable par v.

Soit y € Im (u).
dr € E tq y = u(x).
v(y) = v(u(@)) = u(v(z)) € Im (u)
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Donc Im (u) est stable par v.

Remarque
Le programme ne mentionne que la stabilité du noyau.

1.5 Droites stables

Soient E un K ev non nul et v € L(E).
Soit z un vecteur non nul de E.
La droite Kz est stable par u <= u(x) est colinéaire a x
Démonstration
°« —
z € Kz donc u(z) € u(Kz) C Kz et il existe A € K tel que u(z) = Az
o —
u(x) est colinéaire a = avec z non nul donc :
IN e K tq u(z) = Az
Soit y € Kz.
JueKtqy=px
u(y) = u(pz) = pu(z) = p. Az = (pA)z € Kz
Kz est bien stable par .

2 Définitions des éléments propres

2.1 Vecteurs propres

Soient £ un K ev (non nul) et u € L(E).
Soit xz € F.
On dit que z est un vecteur propre pour u si et seulement si :
o x#0
e I\eKtqu(x) =z
Comme on suppose = # 0, si A existe A est unique. A s’appelle la valeur propre de u associée a
x.

Remarque
x#0
z est un vecteur propre pour u <= i
la droite Kz est stable par u

2.2 Valeurs propres, sous-espaces propres

Soient £ un K ev et u € L(E).
Soit A € K.
On dit que X est valeur propre de u si et seulement si u — AIdg n’est pas injectif.
On a immédiatement :
A est valeur propre de u < Ker (u — AMdg) # {0} < il existe x vecteur non nul de E tel que
u(x) = Az

Si A est une valeur propre de u, le sev de E : Ker (u — Aldg) qu’on note E)(u) s’appelle le
sous-espace propre associé a la valeur propre A.
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On a: E)\(u) ={z € E tq u(z) = Az}.
Les éléments non nuls de F)(u) sont des vecteurs propres pour u pour lesquels la valeur propre
associée est A : on les appelle vecteurs propres associés a la valeur propre A.

2.3 Proposition

Soient £ un K ev non nul, u € L(E) et A une valeur propre de u.
Soit v € L(E) qui commute avec u ie uov = v ou.
Alors E)\(u), le sous-espace propre de u associé a la valeur propre A, est stable par v.

Démonstration

Soit z € Ey(u) : u(x) = \x

u(v(z)) =v(u(x)) = v(Ax) = Av(x)
Donc v(z) € Ker (u — Nidg) = Ex(u).
Ey(u) est stable par v.

2.4 Cas de la dimension finie

On sait que si v € L(E) ou E est un K ev de dimension finie on a :
v injective <= v bijective
On en déduit :
Proposition
Soient E un K ev de dimension finie non nulle, u € L(E) et A € K.
Ona:
A valeur propre de u <= u — A dg n’est pas bijective (ou n’est pas inversible : c’est la méme
chose)

Définition
Soit E un K ev de dimension finie non nulle et u € L(E).
L’ensemble des valeurs propres de u est appelé spectre de u et est noté Sp(u).

Remarque

En dimension infinie on a :

A valeur propre de u = u — Al dg n’est pas bijective (car \ valeur propre de u < u — A\l dpg
n’est pas injective)

Par contre on peut avoir u — A dg qui n’est pas bijective et A qui n’est pas valeur propre.
Exemple : X

Soit u ’endomorphisme de C([0; 1], R) défini par : u(f)(z) = / f(t)dt
0

Déterminer I'image, le noyau et les valeurs propres de u.

Correction
Il est & peu pres clair que u est bien défini et que c’est un endomorphisme de C([0; 1], R).
Soit g € Im (u).

3f € C([0;1],R) tq ¥z € [0;1] ¢ /f
Donc g est de classe C! sur [0; 1] et g(0

Réciproquement, soit g : [0;1] — R de classe C! sur [0;1] telle que ¢(0) = 0.
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Soit f = ¢ € C([0; 1], R).

Ve it u(f)e) = [ g(©dt=g)-9(0) (4C)

Donc g = u(g’) € Im (u).
D’ou :
Im (u) = {g € C*([0;1],R) tq g(0) = 0}

Soit f € Ker (u).
Ve € [0;1] / F(t)dt =0

0
En dérivant, ce qui est licite :
Vo € [0;1] f(z) =0
Donc Ker (u) = {0}.
u = u — 0Idg n’est pas bijective mais 0 n’est pas valeur propre de u.

Soit A € R* et fEKer (u— Adg).
Vo e [0;1] f / f(t)dt

Donc f est de classe C! et on peut dériver :

Ve € [0:1] () = 1 (@)

1
ie f est solution sur [0;1] de ¥/ = Y
Donc :
3C eR tq Vz € [0;1] f(z) = Ce™/A
Mais :
f0) = ¢C
L dt =0
= = t)dt =
LY
Donc f = 0.

u n’ a aucune valeur propre.

2.5 Exemples

e Proposition
Soient E' un K-ev non nul et u € L(E).

0 est valeur propre de u <= wu n’est pas injective

<= wu n’est pas bijective si dim E' < +o0

e Soient E un K-ev non nul et u € L(F).
1 est valeur propre de u <= il existe au moins un vecteur invariant non nul
Dans ce cas Ej(u) = Ker (u — Idg) est 'ensemble des vecteurs invariants.
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e Soient £ un K-ev non nul et u = AIdg I’homothétie de E de rapport A.
Tout vecteur non nul de E est propre, la valeur propre associée étant .
On en déduit que u a une et une seule valeur propre : A.

Récapitulons les éléments propres de u :
— valeurs propres : A

— sous-espaces propres : Ey(u) = F

— vecteurs propres : les vecteurs non nuls

Réciproquement, si u € L(F) est tel que tout vecteur non nul est propre alors u est une
homothétie.
Démonstration
On a donc :
Ve e E\{0} 3\, € K tq u(z) = Az
Soient x et y € E '\ {0}.
— Premier cas y et x colinéaires
JueKtqy=px
u(y) = Ayy = u(px) = pu(z) = prsz = Azy
Or y # 0 donc A\, = A,

— Deuxiéme cas (z,y) est libre
W@ +Y) = Aoy (T + ) = Aoy + Aoy
u(z +y) =u(@) +uly) = Az + Ayy
Donc Ay = Appy = Ay
On a donc : IN € Ktq Ve € E\ {0} u(z) = Az
Le cas x = 0 est clair donc on a u = Al dg.

e Eléments propres d’un projecteur
Soient E un espace vectoriel (de dimension quelconque, finie ou infinie) et F' et G deux
sous-espaces supplémentaires de £ : E = F ® G.
Soit p la projection sur F' parallelement a G.
Si F = {0}, p=0etsi F =FE, p= Idg : dans ces deux cas, p est également une
homothétie et ce qui précede s’applique.
On suppose donc F différent de {0} et de E et on cherche les éléments propres de p.
Ve € E M zp,zq) € FXGtqr=xp+ 2
EFE—FE
=T +xgr—TF
Soit z =xp+xc € EFet A e K.

px)=X <= (zp€F)+(0€G)=MNep€F)+ (\xgeG)

Tp = )\-fF
0= M\zg

(1 — )\)%’F =0
Axg =0

— Premier cas : A #0,1



Algebre linéaire, chapitre 2 2024 - 2025

plz) =Xz {xF -
ro =

<— =0

ker(p — Aldg) = {0}
A n’est pas valeur propre de p.
— Deuxiéme cas : A =0
p(x)=0<=2p=0<=zx=20€G
0 est valeur propre de p et Ey(p) = Ker (p) =G
— Troisieme cas : A =1
pz)=r<=2c=0<=zr=xpcF
1 est valeur propre de p et Ej(p) = F

¢ Eléments propres d’une symétrie
Soient E un espace vectoriel (de dimension quelconque, finie ou infinie) et F' et G deux
sous-espaces supplémentaires de £ : E = F ® G.
Soit s la symétrie par rapport a F' parallelement a G.
Si F ={0}, s=—Idgetsi F=EFE,s=Idg: dans ces deux cas, s est également une
homothétie et ce qui précede s’applique.
On suppose donc F' différent de {0} et de E et on cherche les éléments propres de s.
E—FE
i T=Tp+ITg— TF — TG
Soit t =xp+xg € E et A e K.

s(r)y= A <= (zp€F)+(—2¢€G)=Nep €F)+ (Mg €qG)

— Premier cas : A # —1,1
ker(s — Mdg) = {0}
A n’est pas valeur propre de s.
— Deuxiéme cas : A =1
s(t)=r<—=wg=0<=cv=xpcF
1 est valeur propre de s et Eyi(s) = F
— Troisiéme cas : A = —1
s(x)=—r <= ap=0<=zx=2c€G
—1 est valeur propre de s et E_i(s) =G

e Eléments propres de la dérivation des fonctions de classe C*
Soient F = C®(R,R) et u: f +— f'.
u est un endomorphisme de E.
Soit A € R.

u(f) =N = [f=)\f
— 3ACeRtqVzreR f(z)=Ce
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R—R

T e

fa#0et u(fy) = Afy donc :
— Pour tout A € R, X est valeur propre de u.

— VA eR E,\(u) = Rf)\

Soit [ {

¢ Eléments propres de la dérivation des polynémes
Soient F =K[X] et v: P~ P
v est un endomorphisme de FE.
f) n’est polynomiale que si A = 0.
On peut préférer une solution auto-contenue.
— Premier cas : A =0
v(P) =0 <= P’ =0 <= P est un polyndme constant.
0 est valeur propre de v et Ep(v) = Ro[X]
— Deuxiéme cas : A # 0
Soit P € Ker (v — Aldg)
P =\P
AP est de méme degré que P.
P’ est de degré strictement inférieur au degré de P sauf si P =0
Donc P =0
Donc ) n’est pas valeur propre de v.

e Eléments propres du shift a gauche
E—-FE

(Tn)neN = (Tn+1)neN
En d’autres termes L envoie la suite (zg, x1, z2,...) sur la suite (z1,zo,...).

L est un endomorphisme de E.

Soient A € Ket x € F.

Soient E = KN le K-ev des suites & valeurs dans K et L {

L(l’) =\r (xn-l—l)neN = )‘(xn)neN
— VneNuz,41 = Az,
<— VYneNz, =\

On note x\ = (A\")pen (xo = (1,0,...) #0).
— Pour tout A € R, A est valeur propre de L.
— VA eR E)\(L) = Rx)

e Eléments propres du shift a droite
Soient E = KN le K-ev des suites & valeurs dans K et
EF—F

R Yo =0

(mn)nEN = (yn)neN définie par {Vn € N* g, = 21
En d’autres termes R envoie la suite (zg, x1, z2,...) sur la suite (0, zg, z1,x2,...).
R est un endomorphisme de E.

Soient A€ Ket z € F.

0=A
R(x) = A\ <~ o
Vn e N* 2,1 = Az,
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— Premier cas : A =0
R(z) =X <= VneN' 2z, 1=0
<~— VneNz,=0
— =0

0 n’est pas valeur propre de R.
— Deuxiéme cas : A # 0

IEQIO
R(z) =Xz +— {VnEN* 2 — asn)\,l
<— VneNz,=0
<~ =0

A n’est pas valeur propre de R.

e Centrale 2015 (Maths 1 : 30 minutes sans préparation)
Soit u : R, [X] — R[X] définie par : u(P) = X(X —2)P' —nXP
Montrer que u est un endomorphisme de R, [X].
Déterminer les éléments propres de u.
u est-il diagonalisable 7
Correction
La linéarité de u ne pose pas de probleme :

V(P,Q) € Ry[X]* V(A 1) € R u(AP + pQ) = X(X —2)(AP + pQ) = nX (AP + pQ)
= X(X -2)(AP' +uQ") — nX (AP + pQ)
= AX(X -2)P' +puX(X —2)Q" — \nXP — unXQ
= MX(X —2)P' —nXP)+pu(X(X -2)Q —nXQ)
= Au(P) 4 pu(Q)

n
Soit P =Y arX" € R,[X].
k=0
nXP =na, X" + Q avec Q € R, [X].
X(X —2)P' = (X% - 2X)(na, X" 1 + Ry) avec R; de degré inférieur ou égal a n — 2.
Donc X (X — 2)P' = na, X" + Ry avec Ry € R,,[X].
On a bien u(P) € R, [X].

Soient A € R et P € R,[X].
w(P)=AP = X(X —2)P' =(nX+\P
< Va>2x(x—2)P'(x) = (nz+ \)P(x) car ]2; 00| est infini

On cherche donc les solutions polynomiales de degré inférieur ou égal a n sur |2; +oo[ de
(E)) : z(x —2)P'(z) = (nx + \)P(x).

/::(jcj;)dm - /(wi2+$(fﬁ)\—2)) dr
- /(:ci2+2<_als+xi2)> a

A

= <n+;\)ln(:c—2)—21n(:c)
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La solution générale de (F)) est donc :
y<x) _ A(JZ _ 2)n+)\/2 % 'rf)\/Z

On en déduit :

n—l—%:k
AeSp(u) = (k1) eNtq{ A _,
k—|2—l<n
= -2l
— Ik eNtq{n—1I=
n—Il+1l<n

< 3Jle[0;n] tqA=-2I

Sp(u) = {=2L,1 € [0;n]}

Vi€ [0;n] E_g(u) = R(X —2)" I X!

R, [X] est de dimension n+ 1 et w a n+ 1 valeurs propres distinctes donc u est diagona-
lisable.

E—F
e Soient E = C,[X] et u{ ~

P (1+X?)P(X)—-nXP(X)
1. Montrer que u est un endomorphisme de E.

2. Noyau de u?

3. Valeurs propres et vecteurs propres de u ?

Correction
L’utilisation d’équations différentielles est ici délicate : il faudrait identifier les A € C
pour lesquels (1 4 22)™2 exp (Aarctan z) est polynomiale.

1. La linéarité de u ne pose pas de probleme :

V(P,Q) € Co[X]2 V(A p) € CCuAP + Q) = (1+X2)(AP +uQ) —nX(AP + uQ)

= 14+ X)AP +pQ') —nX (AP + pQ)
M1+ X)P 4 pu(1+ X*)Q — X P — uinXQ
M+ XHP' —nXP)+p((1+X3Q —nXQ)
= Au(P) + pu(Q)

Soit P =Y arX" € C,[X].
k=0
nXP =na, X" + Q avec Q € C,[X].
(14+ X2)P' = (1 + X?)(na, X"~ ' + R;) avec R; de degré inférieur ou égal a n — 2.
Donc (1 + X2)P' = na, X" + Ry avec Ry € C,[X].
On a bien u(P) € C,[X].

2. Soit P € Ker (u).
Supposons P non constant.
Soit z une racine de P et a sa multiplicité.
z est racine de multiplicité au moins o de nX P(X) donc de (1 + X2)P'(X) mais z

10
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est racine de multiplicité exactement o — 1 de P’(X) donc z est racine de X2 + 1.
D’ou z € {—i;i}.

D’apres le théoréme de D’Alembert-Gauss, P(X) = C(X — i)*(X 4 14)? avec C # 0,
a, 8 € N non tous deux nuls et a + 5 < n.

Si P est constant, il est de cette forme avec « = = 0 (en autorisant C' = 0 pour
récupérer le polynéme nul).

On a donc une condition nécessaire pour que P soit dans le noyau.

Réciproquement, on calcule u ((X — )X + z)ﬁ>

w (X =X +0)7) = (X2 +1) (a(X = )* (X +0)7 + X —i)* (X +0)")
—nX(X — )X +14)°
= a(X —)YX )P 4 B(X — i) THX +0)° —nX (X —i)*(X + i)’
= (X=X +9) (a(X +1) + B(X —i) —nX)
= (X —)*X 4+ ((a+B-n)X + (a—B)i)

On en déduit :

(X —i)°(X +19)® € Ker (u) <= {“*ﬁ_”
a—p3=0
Si n est impair alors Ker (u) = {0}.
Si n est pair alors Ker (u) = C(X — i)™?(X +14)"/? = C(X? 4 1)"/2.
3. Soit A une valeur propre de u et P un vecteur propre associé.
Supposons que P n’est pas constant.
Soit z une racine de P et a sa multiplicité.
z est racine de multiplicité au moins o de (nX +\)P(X) donc de (1+ X?2)P'(X) mais
z est racine de multiplicité exactement a — 1 de P'(X) donc z est racine de X2 + 1.
D’ou z € {—i;i}.
D’apreés le théoréme de D’Alembert-Gauss, P(X) = C(X —i)*(X +14)? avec C # 0,
o, €Net a+ 8 <n.
Si P est constant, il est de cette forme avec a = 8 = 0.
A ce stade, on ne sait rien de \.
Si P est propre, il est de la forme P(X) = C(X —i)*(X + )% avec C # 0, a, 8 € N
et a4+ 5 <n.
Il est temps de passer a la réciproque.
D’apres la question précédente :
u (X = )4 (X +0)7) = ((a+ B —n)X + (a — i) (X —i)*(X +13)°
Sia+8-n#0,u ((X — )X + z)ﬁ) n’est pas colinéaire & (X —4)*(X +i)?
A ce stade, on ne sait rien de A.
Si P est propre, il est de la forme P(X) = C(X —i)*(X +¢)"* avec C # 0, a € [0;n].
Toujours d’apres la question précédente :
u((X =) X +9)" % =i2a—n)(X —i)¥*(X + )"«
donc (X —4)*(X 4 4)"* est propre pour la valeur propre i(2a — n).
Les nombres i(2ac — n) étant deux a deux distincts, on peut récapituler :
i Sp(u) ={(2k —n)i, k € [0;n]}
ii Vk € [0;n] Egp_nyi(u) = C(X —i)F(X 4i)"F

11
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iii u est diagonalisable : u a n + 1 valeurs propres distinctes en dimension n + 1.

e Soit E = C%([0; +oo[, R).
Soit T lapplication qui & f € E associe T'(f) définie par :

Vo el 4o T(N@) = 1 [ s

T()0) = f(0)

Vérifier que T' € L(E) et déterminer les valeurs propres et les vecteurs propres de 7.

Correction
Soit f € F.
La continuité de T'(f) sur R’ est claire.
Ry =+ R
x est une primitive de f valable sur Ry donc :
{m - /O F(b) dt

T - 0

def de la dérivée
p—
L, 10 =T(1)0)

Donc T'(f) est continue en 0.
Donc T'(f) est continue sur R .
T est bien une application de £ dans E.

Linéarité de T :
Soient (f,g) € E? et (A, u) € R2.

Vo> 0T( +ug)e) = - | () + pg(t)) dt

- ! ()\/Oxf(t)dt—k,u/omg(t)dt)

= AT(f)(z) + pT(g)(x)
T +p9)(0) = (Af +ng)(0) = Af(0) + 1g(0)
= AT(f)(0) + uT(g)(0)

[ = 8=

Donce T(Af + pg) = AT(f) + pT'(9).
On a bien T' € L(E).

Soit A € R.

AF0) = £(0)

Ve >0 / F(O) dt = Ao f(z) (1)
0

On veut dériver - mais a priori f n’est que continue.

On suppose donc T'(f) = \f.

On résoud T'(f) = Af ie {

1

1. raisonner par équivalence est donc délicat

12
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— Premier cas : A =0
Vo >0 /xf(t)dt — 0 et 0£(0) = £(0)
0

On dérive la premiere partie :

Ve >0 f(z)=0
La seconde donne f(0) = 0.
Donc f = 0.

0 n’est pas valeur propre de T'.
On suppose donc A # 0.

1 T
Ve >0 f(x) = E/ f(t)dt : f est de classe C sur RY,
0

On peut donc dériver (1) :

Vo >0 f(x) = Af(z) + Az f'(z)

[ est solution sur RY de ¢/ = T;y.

3C > 0 tq Vx> 0 f(x) = Ca1-M/A

De plus f(0) = Af(0).

— Deuxiéme cas : A =1
feKer(f—1d) = f=Cte
Réciproquement si f = C' :

Vo > 0 T(f)(x) = i/ Cdt=C = f(x)
0

et T(f)(0) = f(0)
Donc T'(f) = f.

’ 1 est valeur propre de T et E1(T) = {Cte} ‘

Désormais, on suppose A # 0, 1.
3C > 0 tq Vo > 0 = Cx(17N/A
fEKer(f—)\Id):>{ > 0ta Ve >0 f(z) = Co
f(0)=0
1—A
— > 0 <= X €]0; 1] (faire un tableau avec le signe de A\, 1 — X et (1 —\)/A)

— Troisiéme cas : A €] — 00; 0[U]1; 00
1—A
N <0
f devant étre continue en 0, C' = 0.
A n’est pas valeur propre de T'.

— Quatriéme cas : A €]0;1]

R+ — R
On note f) {x -0/
f)\ ek
Ker (f — AId) C Rf;.
Réciproquement :
1 (@ 1 [¢/A]"
Vo> 0T()@ = [ w[m]o x
= )\f)\(x)
T(fA)(0) = £f1(0)=0=210
= Af(0)

13
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Donc T'(fx) = Afa

’)\ est valeur propre de T et E)\(T) = Rf\ ‘

3 Définition des endomorphismes diagonalisables

3.1 Définition

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n € N*,
Soit v un endomorphisme de E.
On dit que u est diagonalisable (en abrégé DZ) si, et seulement si, il existe une base de E formée
de vecteurs propres de wu.

3.2 Remarque

La définition du programme est :

Un endomorphisme d’un espace vectoriel de dimension finie est dit diagonalisable
s’il existe une base dans laquelle sa matrice est diagonale

Ces deux définitions sont équivalentes car si B = (eq,...,e,) est une base de F, on a immédia-
tement :

Matg(u) = D est diagonale <= Vi € [1;n] e; est propre pour u, la valeur propre associée étant
d;;

3.3 Exemples

Soit F un K-espace vectoriel de dimension finie n € N*.
e Toute homothétie u = AIdg de E est diagonalisable.
e Tout projecteur p de F est diagonalisable.

e Toute symétrie s de E est diagonalisable.

3.4 Remarque

Il existe des endomorphismes qui ne sont pas diagonalisables :
par exemple prenons F = R, [X], avec n > 1, et D la dérivation.
D n’est pas diagonalisable.

Se posent alors naturellement les questions suivantes :
e Comment décider si un endomorphisme est diagonalisable? Peut-on trouver des CNS
pour qu'un endomorphisme soit diagonalisable ?
e Y a-t-il un moyen algorithmique de traiter ces questions ? Peut-on remplacer les raison-
nements géométriques de 2.2 par des calculs, matriciels notamment ?
e Que faire d’'un endomorphisme qui n’est pas diagonalisable ?

14
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4 Famille de vecteurs propres associés a des valeurs propres
distinctes

4.1 Proposition

Soient £ un K ev non nul (de dimension finie ou infinie) et u € L(E).
Soient A\ une valeur propre de u et x € E)(u).
On a pour tout n € N u"(z) = \"z.

Démonstration

On raisonne par récurrence sur n.

Pour tout n € N, soit P(n) : u™(z) = \"x.

u®(x) = z par convention.

Az = x par convention.

Donc P(0) est vraie.

P(1) est vraie par hypothese.

On suppose P(n) vraie (n > 1).

u"t(2) = u(u(z)) = u(A\"2) = \lu(x) = A" Az = \"Hy
D’ot le résultat.

4.2 Proposition

Soient £ un K ev non nul (de dimension finie ou infinie), u € L(E) et (x1,...,x)) une famille
de p vecteurs propres de u associés a des valeurs propres 2 a 2 distinctes.
Alors la famille (z1,...,z,) est libre.

Démonstration
Soit A; la valeur propre associée a x;.

p
Soit (p1,...,1p) € KP tq Zﬂixi =0
i=1

On applique u,u?, ..., uP~ L
P
Vk € [0;p — 1] Zui)\fxi =0
=1
p—1 '
Soit P =" apX* € Kp_1[X].
k=0
P p p—1 p—1 P
STuwPN\)z = YD i =Y ap (Z i, = 0)
i=1 i=1 k=0 k=0 i=1
=0

p
On prend alors P = H(X — A\k) de sorte que P()\;) # 0 et que P(\;) = 0 pour k # i.

=1
P
On a:
p
0=">" PA\)urwr = P(Ni)pixi
k=1

P()\z)#Oetxl#Odonc,ulzo

15
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4.3 Majoration du nombre de valeurs propres en dimension finie
Soit F un K-espace vectoriel de dimension finie n € N* et v un endomorphisme de F.

Le spectre de w est fini et son cardinal est majoré par n.

C’est une conséquence directe de ce qui précede.
Les exemples du paragraphe 2.2.4 montrent qu’en dimension infinie un endomorphisme peut
avoir une infinité de valeurs propres.

4.4 Une condition suffisante de diagonalisabilité

Soit F un K-espace vectoriel de dimension finie n € N* et v un endomorphisme de F.
Si le cardinal du spectre de u est n alors u est diagonalisable.

En effet, © a n valeurs propres Ai1,..., A, et on peut choisir pour chacune d’elles un vecteur
propre ;.
D’apres 4.2, la famille (x1,...,xz,) est libre. Comme c’est une famille libre de n vecteurs de E

qui est de dimension n, c’est une base de E. Elle est formée de vecteurs propres de wu.

La condition est suffisante, elle n’est pas nécessaire comme le montre ’exemple des homothéties,
des projections ou des symétries.

5 Sommes de sous-espaces propres

5.1 Proposition

Soient E un K ev non nul, u € L(E) et p un entier > 2.
Soient A1,..., A, des valeurs propres 2 a 2 distinctes de u.
Alors la somme Ey, (u) + -+ + Ey (u) est directe.

Démonstration

Soit (z1,...,2p) € Ex,(u) X -+ x Ey (u) tel que 0 =21 + -+ + x.
Supposons les x; non tous nuls.

Soit I = {i € [1;p] tq x; # 0}.

I #0, (x;)ier est libre et pourtant Z lz; =0.

C’est absurde. <

Donc les z; sont tous nuls et la somme est directe.

5.1.1 Théoréme

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie non nulle et © un endomorphisme de E.
On a:
u diagonalisable <= Z Ey\(u) = @ E\(u)=FE

AESP(u) AESp(u)
Démonstration
e — On suppose u diagonalisable.
Il existe B = (e1,...,e,) (n =dim E) une base de E formée de vecteurs propres de u.

Pour tout ¢ € [1;n], e; appartient & I'un des sous-espaces propres donc a leur somme.

16
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D’ou E = Vect(ey,...,e,) C @ E\(u) CE

AESP(w)
Dou E= @ Ex(u).
AESP(u)
e On suppose @ Ey(u) = E.
AESP(u)

Une base de E adaptée a cette décomposition est formée de vecteurs propres de u.
u est bien diagonalisable.

5.2 Théoréme

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie non nulle et © un endomorphisme de E.
On a:
u diagonalisable <= Z dim (Ey\(u)) = dim E
AESp(u)
Démonstration

e — On suppose u diagonalisable.
E= @ Ey(u) et il suffit de prendre les dimensions.

AESP(u)
e — dim ( @ E,\(u)) = Z dim (E)(u)) = dim E et @ Ey(u) est un sev de
AeSp(u) AeSp(u) AeSp(u)
Edonc @ Ex(u)=E.
AESp(u)

u est bien diagonalisable.

5.3 Exemple

Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie et f € L(E).

Soit {E(E) — L(E)

g fog
On va montrer :
© diagonalisable <= f diagonalisable

Démonstration
Soient A € Ket g € L(E).

olg) =g <= fog=Ng<=VoeckFE f(g9(x)) = Ag(x)
< Vz e Eg(zx) € Ex(f)
< Im(g) C Ex(f)

On en déduit que Ker (¢ —Aldg(g)) est isomorphe a L(E, Ex(f)) K-ev de dimension n dim E)(f)
(cf 'exercice qui figure au paragraphe 1.4.7).
On en déduit :

* Sp(v) = Sp(f)
e V) € Sp(y) = Sp(f) dim Ey(¢) = dim E dim E)(f)

17
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eDZ < )  dimE\(p)=dimL(E)

AESpP(p)
— dimE Y dimE\(f) = (dim E)?
A€ESp(f)
— Y dimE)\(f)=dimE
A€Sp(f)
— fDZ

Cet exercice est treés classique et a encore été posé aux Mines en 2021 sous la forme suivante :
Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n.
Soit u un endomorphisme de E.

L(E)— L(E
Soit @y, { (E) (E)
V= UuUov
Montrer que si u est diagonalisable alors ¢, est diagonalisable.

6 Deux exercices

Exercice 1 (X 2010)

Soit f un endomorphisme d’un espace vectoriel F de dimension finie. Ker f et Im f sont-ils en
somme directe ? Et si f est diagonalisable?

Exercice 2 (X 2015)

Soit E un espace vectoriel de dimension finie.
Soit f € L(F) diagonalisable.
Montrer que Im (f) NKer (f) = {0g}.

7 Polynomes d’un endomorphisme

7.1 Définition
Soient F un K ev et u € L(E).
p
Soit P =Y a, X" € K[X].

k=0
(p n’est pas forcément le degré de P c’est a dire qu’on peut avoir a, = 0, cela ne pose pas de

probléme de définition et cela facilite les calculs)
Par définition P(u) est 'endomorphisme de E défini par :

P
P(u) = Z apu®
k=0
(avec la convention usuelle : u° = I'dg)
7.2 Propriétés

Soient F un K ev et u € L(E)
On a pour tous P et @ dans K[X] et pour tout A dans K :
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o (P+Q)(u) = P(u) + Q(u)
o (AP)(u) = AP(u)
o (PQ)(u) = P(u) 0 Q(u)

Démonstrati%n ,
On écrit P = Z arXF et Q = Z b X", ap ou b, pouvant étre nul.
k=0 k=0
Onaalors: P+ Q = Z(ak + br) X*. Donc :
k=0
P P
(P+Q)(u) = Z ay, + bp)u” = (apu” + bu)
k=0
P
= > au +Zbku = P(u) + Q(u)
k=0
P P P
AP = Z Aap X donc : (AP)(u) = Z Aaguf = X Z apu® = \P(u)
k=0 — —
2p
PQ = Z e XF avec ¢ = Z a, by, donc :
k=0 lh+1la=k

0<iy,l2<p

2p
u) = Z cpuf
k=0

P(u)oQ(u) = <zp:a k) o (i bkuk> zpjzp:akbluk‘H
k=0

k k=01=0

l\')

0
= ( aghy | u (on regroupe suivant les puissances de u)

1= k+l=i
0<k l<p

= (PQ)(u

7.3 Remarque fondamentale

Deux polynémes d’'un méme endomorphisme commutent toujours :
Soient £ un K ev et u € L(E).
On a pour tous P et @ dans K[X] :
P(u) o Q(u) = Q(u) o P(u)
En effet :
P(u) o Q(u) = (PQ)(u) = (QP)(u) car le produit est commutatif dans K[X].

DouP( )OQ( ) = (Q@P)(u) = Q(u) o P(u)

En particulier si P est un polynéme, u et P(u) commutent et d’apres 1.4, le noyau de P(u)
est stable par wu.

Rappel

Dés que E est de dimension (finie ou infinie) supérieure ou égale a 2, o n’est pas commutative
dans L(E).
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7.4 Polynéme annulateur d’un endomorphisme
7.4.1 Définition

Soient £ un K ev et u € L(E).
On appelle polynéme annulateur de u tout polynéme P de K[X] tel que P(u) = 0.

7.4.2 Exemples

Soit £ un K ev.
Soit u un endomorphisme de E.
u est une symétrie si, et seulement si, X? — 1 est un polynéme annulateur de u.
u est une projection si, et seulement si, X2 — X est un polynéme annulateur de w.
Attention, si u est une projection X2 — X n’est pas le seul polynéme annulateur non nul de w :
X3 — X est aussi un polyndme annulateur de w.
K[X] — L(E)
P P(u)

Plus généralement, d’apres le paragraphe précédent, I’application { est linéaire.

Son noyau est ’ensemble des polynémes annulateurs de w.

7.4.3 Existence d’un polynéme annulateur

Soient £ un K ev et u un endomorphisme de F.
Si E est de dimension finie, u a un polynéme annulateur non nul.

En effet la famille (I dg,u,..., u”2> est une famille de n? + 1 éléments de £(E) qui est un K-ev

de dimension n2. C’est donc une famille liée et il existe (ag,...,a,2) € K™\ {(0,...,0)} tel
n2

que Z aju’ =0
=0

n2

Le polynome Z a; X est un polynoéme annulateur non nul de w.
i=0
Par contre, si ¥ est de dimension infinie il est tout a fait possible que u n’ait pas de poly-
noéme annulateur.
On prend E = K[X] et u la dérivation des polynémes.
p

Soit P = Z aX* un polynéme non nul.
k=0
K[X] — K[X]

P
QHZaku ZakQ

k=0
P est non nul donc {k € [0; p]] tq ag # 0} #£ 0.

Comme c’est un ensemble fini, il a un plus petit élément qu’on note v.
On a donc :

vQ € K[X] Z aQ®) avec a, #0.

Si Q est de degré mferleur ou égal a v — 1 alors P(u)(Q) = 0.

Si @ est de degré d supérieur ou égal a v alors Q) est de degré d—v, QY est nul ou de degré
d—v—1..

Comme a, est non nul, P(u)(Q) est de degré d — v donc est non nul.

P(u) n’est donc pas I’endomorphisme nul.

P(u)
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7.4.4 Application au calcul de ’inverse d’un automorphisme de F

Soient £ un K ev non nul et v un endomorphisme de F.
e Si on trouve un polynoéme P tel que P(0) # 0 et P(u) = 0 alors u est inversible :

p
le polynéme P s’écrit P(X) = Z arX* avec ag # 0.
k=0

p
P(u) =0 donc Z apu® = 0.

k=0
p = 0 n’est pas possible : on aurait 0 = P(u) = apidg avec ag # 0.

P
On a donc : Z apu’ = —agidg
k=1

D’ou :

L~ et L~
U O ——Zaku = ——Zaku T ou=1idg

a0 5 a0 5
(une seule égalité suffit si E est de dimension finie, mais les deux sont indispensables en
dimension finie). Donc u est inversible.

On peut présenter le méme calcul différemment :
Il existe un polyndome @ tel que P(X) = XQ(X) + ao :
p—1

p

il suffit de prendre Q(X) = Zakuk_l = ZalHXl mais on peut aussi parler de la
k=1 =0

division euclidienne de P par X.

0= P(u) =uoQ(u)+ apidg donc :
1 1
uo <—Q(u)> = <—Q(u)) ou=1idg
ao ao
e Si on sait que u est un automorphisme de E et si on trouve un polynéme annulateur non
nul de u, on peut exprimer v~! comme combinaison linéaire des puissances de wu :

P
On suppose que P(u) =0 avec P = Z a, X" un polynéme non nul.

P est non nul donc {k € [0;p] tq ai k;éOO} #0.

Comme c’est un ensemble fini, il a un plus petit élément qu’on note v.

On a donc : P(X) = X"R(X) avec R(0) = a, # 0.

0 = P(u) = u’R(u) avec u automorphisme de E donc R(u) = 0 ce qui nous rameéne au
point précédent.

7.4.5 Application au calcul des puissances d’un endomorphisme de F

Soient E un K ev et u un endomorphisme de F.
On suppose connu un polynéme annulateur non nul de E.
Soit n € N.
On suppose que n est supérieur ou égal au degré de p (sinon le calcul ci-dessous n’apporte rien).
On effectue la division euclidienne de X™ par P :
MQn, Ry) € K[X] tq X™ = P(X)Qn(X) + R, (X) avec le degré de R,, strictement inférieur a
celui de P
u" = P(u)Qn(u) + Ry (u) = Ry (u)

Se pose alors la question de la détermination de R,,.

On va supposer P scindé.
C’est forcément le cas si K= C. (Si K =R et si P n’est pas scindé sur R, il faut passer par les
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matrices : on sait multiplier une matrice réelle par un complexe, pas un endomorphisme d’un
R-espace vectoriel).

Soit z1,...,zp les racines de P (deux a deux distinctes).

Pour tout £ compris entre 1 et p, on note «; la multiplicité de z;.

P
Z a; = d le degré de P.

k=1

Vk € [1;p] 27 = P(2)Qn(2k) + Rul2k) = Ru(zk)

Cela fait p équations pour déterminer les d coefficients de R,,.

Le cas le plus simple est donc celui ot p = d ie celui ou les racines de P sont toutes simples.

Si on note ¢y, ..., cq—1 les coefficients de R,,, on a :
1

co+ciz+ -+ cd_lsz = z7
co+cizg+ -+ cd_lzgfl =z}
1 2z ... z‘li_l co 27
ou encore matriciellement | : : =
1z ... zg_l Cd—1 2y

On reconnait une matrice de Vandermonde. Elle est inversible car les z;, sont deux a deux dis-
tincts.

Pour des exemples ou d est petit, on obtient les coefficients de R,, en résolvant le systeme par
la méthode du pivot.

co 1 2z ... 27 2]
D’un point de vue plus théorique, on a : =|: :
Cd—1 1 z4 ... 25—1 2y
La base canonique n’est pas la seule base de K;_1[X].
d
[T(x —2)
=1
. I#k
Pour tout k € [1;d], soit Ly = = :
111Gk — =)
=1
I£k
On a vu dans le cours sur l'interpolation de Lagrange que (Lq,...,Ly) est une base de Ky_1[X]

avec :
d
VQ € Ka1[X] Q = Q(zi) Ly
k=1
On a donc ici :

d d
Rn(X) = Ru(z)Li(X) =Y 2pLi(X)
k=1 k=1

Revenons au cas général.
zp est racine de multiplicité au moins ay du polynoéme @, P donc :

Vi€ [0;0 — 1] (QuP)P(2:) =0

et on a :
Vie[0;ar —1]nn—1)...(n—1+ 1)z = RV (z)
Si on note cq, ..., cq—1 les coefficients de R,,, on a :
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Cararl 4+ +egi(d—1)...(d=1—ag + 127 =n. . (n—ay; +1)z07™
d—1 _
o+ Clzp + -+ Ca-12, =
ool + - +cgo1(d=1)...(d—1—op+ 1)21?717% =n...n—ap+1)z
ou encore matriciellement :
1 = zf_l o 2P
0 ... 0 o (d—1)...(d—1—a;+1)z51> n...(n—o +1)2p
L 7
: d—1—
0 ... 0 ap d=1)...(d=1-ap+1)z )\, | n...(n—ap+1)z
La matrice carrée, notée A, est inversible :
o
Soit Y = € Md—l,l(K) tq AY = 0.
Cd—1
d—1
Soit @ = X"
1=0

d—1
co+crzr+ -+ eg-12y

Pour tout k € [1;p], z est racine de multiplicité supérieure ou égale & oy, de Q.

p

On a donc au moins Z ar = d racines de @) de degré inférieur ou égal a d — 1. On en déduit

k=1

que @ est le polynéme nul. Ses coefficients sont donc tous nuls et X est nulle.
Pour des exemples ol d est petit, on obtient les coefficients de R, en résolvant le systéme par

la méthode du pivot.

D’un point de vue plus théorique, on a :

o 1 z1
0 0

1 2z
Cd1 0 0

(d—1)...(d—1—a,+1)

d—1—ap
Zp

7.4.6 Lien avec les éléments propres d’un endomorphisme

Soient £ un K ev et u € L(E).

e Soient P € K[X],\ € Ket z € E tq u(z) = Azx.

Ona: P(u)(z) =

PNz
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e Soit P € K[X].
Pour toute valeur propre A de u, P(\) est une valeur propre de P(u).
e Soit P € K[X] tel que P(u) = 0.
Alors toute valeur propre de u est racine de P.
Démonstration

P
e On écrit P = Zaka.
k=0

P
P(u) = Z apu® donc :
k=0

P(u)(z) = (Z akuk> (x) = Z apu®(z)
k=0 k=0

— zp:(ak)\kx) = <zp: ak)\k> X
k=0 k=0
= P\).x

e Soient A une valeur propre de u et x un vecteur propre associé.
D’apres ce qui précede, P(u)(z) = P(\)z.
Comme z est non nul P(\) est bien une valeur propre de P(u).

Remarque

La réciproque est fausse :

on prend u = —Idg et P = X2

P(u) = u? = Idg donc P(1) = 1 est valeur propre de P(u).
Mais 1 n’est pas valeur propre de u.

e Soit A une valeur propre de u.
D’apres ce qui précede, P()) est une valeur propre de P(u) = 0 donc P(\) = 0.

7.5 Une CNS de diagonalisabilité
7.5.1 Théoreme

Soient E un K ev de dimension finie non nulle et v € L(E).
u est diagonalisable si,et seulement si, il existe un polyndéme annulateur de w scindé a racines
simples.

Démonstration

On suppose que u est diagonalisable.

Soit P=J] (X—A).

AESP(w)

P est scindé a racines simples.

u est diagonalisable donc E = @ Ey(u).
AESP(w)

Soit z € F.
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Il existe une famille de vecteurs de E : (xA))\GSp(u) tqx = Z x) avec ) € Ey(u).
AESp(u)

P(u)(z) = P(u)( Z x>\>

AESp(u)
= Z P(u)(zy) par linéarité de P(u)
AeSp(u)
= Y PNz cf7.46
AESP(u)

= Z 01‘,\

AESP(u)
=0

Donc P(u) = 0.

On suppose que u admet un polynéme annulateur scindé a racines simples :

P

Il existe a, € K* et A1,..., A\, € K deux a deux distincts tels que P = a, H (X — \g) annule u :
k=1

ap(u — )\1’LdE) O:+--0 (u — )\pZdE) = 0.

(Comme vu plus haut, p ne peut pas étre nul)

ap étant un scalaire non nul, on peut simplifier par a,. On supposera désormais que a, = 1 et

pP= ﬁ(X—)\k).

k=1
D’apres le paragraphe 7.4.6, le spectre de u est inclus dans I’ensemble des racines de P.
Quitte a renuméroter les racines de P, on peut donc supposer que Sp(u) = {A1;...; A} et écrire,

q
en posant Q(X) = H (X — A\g) et en tenant compte de la commutativité des polynomes en u :

(u—Agg1idg) oo (u—Npidg) o Q(u) =0

Pour k£ compris entre g+ 1 et p, A n’est pas valeur propre de u et F est de dimension finie donc
u — A\ipidg st inversible.

Donc (u — Agq1idg) o - -+ o (u — \pidg) est inversible et Q(u) = 0.

g ne peut pas étre nul, car sinon on aurait (v —Ag1idg)o---o(u—Ayidg) = 0 et (u— Agy1idg) o
-+ 0 (u— Apidp) inversible.

On introduit alors les polynémes de Lagrange :

q
o
Vk € [1;4] Lk, = lzjki.
[T —N)
Ik

D’apres le cours sur l'interpolation de Lagrange :
q

> LX) =1

k=1

an en déduit :

> Ly(u) =idg

k=1

Soit z € F.
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Pour tout k compris entre 1 et ¢, soit xp = Li(u)(x).

. 1
(u — Aidp)(zg) = qu(U)(fc) =0
1T O — A)
=1
14k
Donc zy, € Ejy, (u).
q q
Donc z = idg(z) = (Z Lk(u)> (x) = Z x1, appartient & la somme des sous-espaces propres
k=1 k=1
de u.

Donc FE est inclus dans la somme des sous-espaces propres de u.
L’inclusion inverse est toujours vraie donc E est la somme des sous-espaces propres de u.
Donc u est diagonalisable.

Remarque

La démonstration met en évidence la proposition suivante, qui figure explicitement au pro-

gramme :

Soient F un K ev de dimension finie non nulle et u € L(E).

u est diagonalisable si,et seulement si, il admet H (X — A) comme polynéme annulateur.
AESp(u)

7.5.2 Corollaire

Soient £ un K ev de dimension finie non nulle et u € L(E).
Soit F' un sous-espace vectoriel de F de dimension non nulle et stable par w.
up, 'endomorphisme de u induit par F', est diagonalisable.

En effet, © admet un polynéme annulateur scindé a racines simples.
Ce polynoéme annule également up.

Exercice 3 (CCP 2012)

Soient F un espace vectoriel de dimension finie et f € L(E). On suppose que f o f est un
projecteur.

1. Montrer que le spectre de f est inclus dans {—1,0,1}.

2. Montrer que f est diagonalisable si et seulement si f3 = f.

7.5.3 Projecteurs spectraux

Soit F un K-espace vectoriel de dimension finie.
Soit u € L(F) diagonalisable.
Soit A1,..., A, ses valeurs propres (2 a 2 distinctes).
e Le point de vue géométrique
P
u est diagonalisable donc E = @ Ej, (u).
i=1
P
Pour tout i € [1;p], soit p; le projecteur sur Ej, (u) parallelement & @EM (u).
j=1
. . . j#z
Si i # j, Im (p;) = Ex,;(u) C Ker (p;) donc p;op; =0
On a donc :
(i, ) € [1;p]? pi o pj = i jpi
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Soit x € E.

Mzq,...,zp) € By x -+ X E th:imi.
p; est I'application qui a x associe x;. =
Vn e Nu"(z) = zp:u"(xl) = zp:)\?xi cf 4.1
On a donc : , = =
VneNu" = Z)\?pi

e Le point dei?/ile algébrique

P
Le polynéme P = H(X — \;) annule u.
i=1

-
S

|
My

S

ol
Sl

Pour tout i € [1;p], soit L; = € Kp—1[X] et p; = Li(u) € L(E).

< h.:]“d
>
|
>
<

Sl
S

Soit i € [1;p].

Vi€ [[1;]?]] Ll()\])Q = 612,] = (52'7]' = Lz()\]) car 6i7]’ =0oul.

Donc le polynéme P divise le polynéme L? — L; : L? — L; = Q; P avec Q; € K[X].
On en déduit p? — p; = L?(u) — Li(u) = Q;(u) o P(u) = 0 : p; est un projecteur.
Soit j € [1;p] \ {7}

Les racines de L;L; sont A; et \; simples et A\, k € [1;p] \ {¢;j} doubles.

Donc P divise L;L; et p; op;j = 0.

Soit n € N.

I(Qn, Ry) € K[X] tq X = P(X)Qn(X) + R, (X) avec le degré de R,, strictement infé-
rieur a celui de P

Vi€ [1;p] A = POWQn(h) + Bu(h) = Ra(M)

u" = P(u)Qn(u) + Ry(u) = Ry (u)

R, € K,_1][X] donc d’apres le cours sur U'interpolation de Lagrange :

p
Ry, =Y Rn(Ni)Li
=1
p

p
On en déduit u™ = Rn(u) = 3 Ra(A)pi = > \ip;
i=1 =1
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