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1 Recherche d’éléments propres

Exercice 1 (Centrale, ancien mais classique)

Soit 0 : R, [X] — R,,[X] définie par O(P)(X) = P(X) — P(X — 1). Déterminer le noyau, I'image
et les valeurs propres de 6.

Exercice 2 (Centrale 2003, 2018, 2023)

A=X*-1,B=X(X3-1)

) {Rg[X] —7?

ol R est le reste de la division euclidienne de AP par B.
P— R

Montrer que h est un endomorphisme.
Déterminer son noyau, ses valeurs propres, ses vecteurs propres.

Exercice 3 (Centrale 2005)
Déterminer les éléments propres de 'endomorphisme f de E = R[X] défini par :
f(P)=XP + P(1)
Exercice 4 (Centrale 2018)
Pour f € C°(R,R), on définit ¢(f) : x % _x f(t)de.
1. Montrer que ¢(f) est prolongeable en unz fonction continue sur R. On note toujours ¢(f)

ce prolongement.

2. Montrer que ¢ est un endomorphisme de C°(R, R).
Etudier la parité de ¢(f).

3. Trouver les valeurs propres et les vecteurs propres de .

2 Propriétés des éléments propres

Exercice 5 (Centrale 2016)

Soit E un R-espace vectoriel de dimension n € N*.
Soient u,v € L(E) et XA € R.

1. Montrer que si A est valeur propre de uv alors A est également valeur propre de vu.

2. On suppose A # 0 et A valeur propre de uv et de vu.
Montrer que E)(uv) et Ey(vu) ont la méme dimension.
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3 Diagonalisation : le point de vue géométrique
Exercice 6 (CCP 2022)

Soit E un C-espace vectoriel de dimension n > 2.
Soit u € L(E) tel que u? — 2u +idg = 0 et u # idg.
1. Montrer que u € GL(E) et déterminer u~".
2. (a) Montrer que Im (u — idg) C Ker (u — idg)
(b) Montrer que 1 est la seule valeur propre de u.
L’endomorphisme v est-il diagonalisable 7
3. Soient f et g deux projecteurs. Montrer :
fog=g<+=1Im(g) ClIm(f)
4. Soit v € L(E) non nul tel que v? = 0.
Soit S un supplémentaire de Im (v) dans E.
Soit p; la projection sur Im (v) parallelement & S.
On pose q1 = p1 — v.
Montrer que g; est un projecteur et que Im (g;) = Im (p1).

5. Montrer qu’il existe p et ¢ deux projecteurs tels que u = p + ¢ et Im (p) = Ker (q).
Exercice 7 (CCP 2011)

Soient n € N* et u: P € R,[X]| — P(—4)X + P(6) € R, [X].
Déterminer le noyau, I'image, les valeurs propres et les sous-espaces propres de u.
L’endomorphisme w est-il diagonalisable 7

Exercice 8 (X 2018)

Soit A € C[X] de degré n + 1.
Soit ¢4 'application qui a P € C,[X] associe le reste de la division euclidienne de X P par A.
Montrer que ¢4 est un endomorphisme de C,[X] et déterminer ses valeurs propres.
Remarque
J’ajoute la question suivante :
Donner une CNS, portant sur A, pour que @4 soit diagonalisable.
Exercice 9 (X 2019)
R, [X] =7
Soit u P xnp (1)
X

1. Montrer que u est un endomorphisme de R,,[X].
2. u est-elle diagonalisable 7

3. Eléments propres de u 7

Exercice 10 (CCP 2022)

R, [X] — Ry [X]
Soit ¢\ p _ S a Xt Y a, X
k=0 k=0
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1. Montrer que cette application est un endomorphisme.
2. Déterminer ¢ o .

3. o est-elle diagonalisable 7
Exercice 11 (Mines 2021)

Soit n un entier supérieur ou égal a 2.
Soit f endomorphisme de R,,[X] défini par :
VP € R,[X] f(P) = (X? - X)P(1) + (X*+ X)P(-1)

1. Déterminer I'image et le noyau de f.

2. f est-il diagonalisable 7
Exercice 12

Soit £ un K-ev de dimension finie non nulle.
Soient f,u,v 3 endomorphismes de FE tels que :

f=u+2v
fP=u+4v
fP=u+8v

Montrer que f est diagonalisable.
Montrer que u et v sont des projections.

Exercice 13

Soit £/ un C-espace vectoriel de dimension n € N*,
Soit B = (ey,...,e,) une base de E.

Soit ¢ une bijection de [1;n] sur lui-méme.

Soit fo € L(E) défini par :

vk € [1in] folen) = eoy

Montrer que f est diagonalisable.

Exercice 14

Soient E' un K-espace vectoriel de dimension finie et f € L(E).

L(E L(E
i {8 £
grrgof
Montrer :
p diagonalisable <= f diagonalisable

Exercice 15

Soit £ un C-ev de dimension n € N*.

1. Soit f un automorphisme de F.
Montrer :
f diagonalisable <= f? diagonalisable.

2. Soit f un endomorphisme de FE.
Montrer :
f? diagonalisable

f diagonalisable <—- {rg ( f2) — rg(f)
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Exercice 16 (X 2019)

Soit £ un C-espace vectoriel de dimension n.

Soit f € L(FE) diagonalisable.

Montrer :

(Jv € E tq (v, f(v),..., " 1(v)) est une base de E) <= Card(Sp(v)) =n



