ALGEBRE LINEAIRE
TD
2024-2025
Chapitre 2
Correction

941

1 Recherche d’éléments propres
Exercice 1 (Centrale, ancien mais classique)

Soit 0 : R, [X]| — R, [X] définie par §(P)(X) = P(X) — P(X — 1). Déterminer le noyau, I'image
et les valeurs propres de 6.

Correction :

Soit P € Ker (0).

P(X)=P(X -1).

Par une récurrence triviale, on a

Vn € N P(n) = P(0)

Donc Q(X) = P(X) — P(0) a une infinité de racines.
D’ou Q =0ie P(X) = P(0)

Donc P € Ry[X].

La réciproque est triviale.

ker(0) = Ry[X]

Soit P € R,[X].
P s%crit P = ap X" + (deg < n — 1) avec a,, éventuellement nul.

O(P)(X) = apn X"+ (deg<n—1)—apn(X —1)" —(deg <n—1)
= an(X”—(X"—nX”_1+deg§n—2)>+deg§n—1
= a,(nX" 14deg<n—2)+deg<n-—1

Donc Im (0) C Ry,—1[X].
De plus :

dimIm (f) = dimR,[X]—dimRg[X]
= n+l-1=n=dimR, ;[X]

Donc Im (0) = R,,—; [X].

Soient A € R et P € R[X] tels que §(P) = A\P.
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O(P) est de degré inférieur ou égal & deg(P) — 1 en adaptant ce qui précede. (le degré de 6(P)
vaut —oo si P = Cte).

Donc A =0ou P =0.

Donc Sp(6) c {0}.

Réciproquement 0 est bien valeur propre de 6 car ker(f) = Ro[X] # {0}.

Finalement : Sp(f) = {0}.

Exercice 2 (Centrale 2003, 2018)

A=X*-1,B=X(X3-1)

h {R?’ X =7 ou R est le reste de la division euclidienne de AP par B.
P—R

Montrer que h est un endomorphisme.

Déterminer son noyau, ses valeurs propres, ses vecteurs propres.

Correction :

Par définition de la division euclidienne :

VP € R3[X] deg(h(P)) < deg(B) =4

h est une application de R3[X] dans lui-méme.

Montrons que h est linéaire.

Soient P, @ € R3[X] et A\, u € R.

AP = P,B + h(P)

AQ= Q1B + h(Q)

AAP + p@Q) = (AP + uQ1)B + Ah(P) + ph(Q) avec Ah(P) + ph(Q) € R3[X]
Donc h(AP + p@) = A(P) + ph(Q)

Soit P € R3[X] tel que h(P) = 0.

3P, € R[X] tq AP = P\B

Or B(0) = B(i) = B(j) = B(j*) =0

Done A0)P(0) = A()P(1) = A()P(j) = AGRPG?) =0

A(0) #0, A(j) =t —1=j—-1#0et A(j?) = A(j) # 0 mais A(1) = 0.

Donc P(0) = P(j) = P(j%) = 0.

Donc X (X2 + X +1) divise P (a priori dans C mais & cause de la division euclidienne dans R).
Réciproquement, si P est de la forme P = aX (X2 + X +1) :

AP = (X' - 1D)aX(X?+X+1D)=(X*+ X2+ X+ 1)(X - DaX(X?+ X +1)
= aXP+ X+ X+ DXX - DX+ X+ 1) =a(XP+ X2+ X + D)X(X? - 1)
= QB+0

Donc h(P) = 0 et finalement :

Kerh =RX(X?+ X +1)

Soit A € R* et P € Ker (h — AId).

3P € RIX] tq (X* -~ 1)P(X) = P (X)X(X3 — 1) + A\P(X)
On évalue en 1 : P(1) =0 (car A # 0)

On évalueen j: (j —1)P(j) = AP(j) et A +1—7)P(j) =0
AeRdonc A+1—j3¢Rdonc A+1—35#0
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Donc P(j) = 0.
P est & coefficients réels donc P(j2) =
On évalue en 0 : —P(0) = AP(0) et (
Si A # —1 alors P(0) = P(1) = P(j
propre de h.
Si A = —1 alors Ker (h +Id) C R(X3 —1).
AXP-D+X3-1=(X3-1)(X*-1+1) = X3B(X)
Donc A(X3 —1) = X3B(X) + (—(X3 - 1)) avec deg(—(X3 — 1)) < 4.
Donc h(X3 —1) = —(X3 —1).
Donc —1 est valeur propre de h et E_1(h) = R(X3 —1).
Finalement :

e Sp(h) ={-1;0}

e Fy(h) =Ker(h) =RX(X?+ X +1)

e £ 1(h) =Ker(h+1d) = R(X3—1)

et P =0 (deg(P) < 3). X nest pas valeur

Exercice 3 (Centrale 2005)

Déterminer les éléments propres de ’endomorphisme f de F = R[X] défini par :

f(P)=X P+ P(1)

Correction
Soit A € R et P € R[X].

+oo
Il est commode d’écrire P = Z ap X" avec a = 0 APCR.
k=0

+oo +oo +oo +o00
fP) =X > kap X" '+ > ap = ap+ > kapX*
k=1 k=0 k=0 k=1

+o00 +o00 +oo
F(P)=AP <= Y ap+y kapX* =dag+ Y AapX*
k=0 k=1 k=1

+0o0
)\CLQ = Z af
k=0
Vk e N* (A — k)ay =0

e Premier cas : A\ ¢ N*

+0o0
Aag = Zak
f(P)=AP <= k=0

Vk e N*aqr =0
A—1 =0
( Jao A#1car A\ ¢ N
VkeN*aqr =0
— P=0

e Deuxiéme cas : A\ =d € N*

dan =
F(P) = AP = {290 = Q0 F
Vk € N*\ {d} aj = 0
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— Premier sous-cas : d =1
=0
f(P)=P <+ “d
Vke N aqp, =0
1 est valeur propre de f et Ei(f) = Ro[X]
— Deuxiéme sous-cas : d > 2
=(d-1
f(P)=P = aa = { Jao
Vk e N*\ {d} ap =0
d est valeur propre de f et E4(f) =R ((d —-1)X4+ 1)
On peut unifier les expressions des vecteurs propres : ((1 —1)X Ly 1) =1.
Autre méthode
Soit A € R et P € R[X] tel que f(P) = A\P.
Vo > 0xP'(x) — AP(x) = —P(1)
La solution générale sur R* de zy’ — Ay = —C ou C est une constante est :

y(x) = ax? + % lorsque A # 0.

On examine d’abord le cas A = 0.

Ve >0 P(x) = —~=

P’ ne peut étre poﬁynémiale que si P(1) = 0.

P’ est alors nul et P est constant (sur RY).

On en déduit que P est le polynéme nul et que A = 0 n’est pas valeur propre.

On suppose désormais A # 0.
P(1
Vx>OP(a:):aac>‘+E\)

Si A n’est pas entier positif et est valeur propre alors P = est constant.

P(1)
BY
Réciproquement, si P est constant f(P) = P donc :
Si A est valeur propre alors A € N*

= 1 est valeur propre et F1(f) = Ro[X].

Supposons A € [2; 4o0].
P(1
Vx>OP(x):amA+§\)

Fnz=1, P(1) =a+ LW o p1) = ;‘_Al

Donc P(X) est colinéaire & (A — 1)X* 4 1.
Il n’y a plus qu’a faire la réciproque.

Exercice 4 (Centrale 2018)

1 T
Pour f € C°(R,R), on définit ¢(f) : x o f(t)de.
T J—x
1. Montrer que ¢(f) est prolongeable en une fonction continue sur R. On note toujours ¢( f)
ce prolongement.

2. Montrer que ¢ est un endomorphisme de C°(R,R).
Etudier la parité de ¢(f).

3. Trouver les valeurs propres et les vecteurs propres de ¢.
Correction

1. Soit F' la primitive de f nulle en 0.
F est de classe C! sur R et :
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Ve e R* o(f)(z) = M

©(f) est donc C! sur R*. 2

De plus : / /

7)) = T2 O) +ole) — (FO) = 2 O) o)) _ 2010) Hole) _,
>0

©(f) est bien prolongeable en une fonction continue sur R en posant ¢(f)(0) = f(0).

2. On vient de montrer que ¢ va de C°(R,R) dans C°(R, R).
Passons a la linéarité :
Soit (f,g) € C°(R,R) et (\, u) € R2.

Ve € R G +ug)(a) = o / O+ g)(®) dt

= o [ 00+ o)

xT

= / f(t)de+ uf (t) dt par linéarité de l'intégrale
= As@(f)( ) + nep(g)(x)

Par continuité :
Ve € R o(Af + png)(x) = Ap(f)(z) + pe(g)(2)

et p(Af + ng) = Ap(f) + pe(g)
© est bien linéaire.

1

Vo R p(f)(-o) = — [ rwat=o [ = ()@

Par continuité :

Vo € R o(f)(—z) = ¢(f)(z)
Quelque soit la fonction f, ¢(f) est paire.

3. On commence par le cas de 0.
Soit f € CO(R, R) telle que ¢(f) = 0.
Ve € R* F(x) = F(—x)
On dérive :
Vo € R* f(z) = — f(~z)
et par continuité :
Ve €R f(z) = —f(-2)
f est donc impaire.
Réciproquement, on suppose f impaire.

Ve € R o(f)(—2) = — ”f(t)dt

—2x

1
= =/ f (—u)(— du) changement de variable t = —u
—2x
1
= — f (u) du car f est impaire
—2z

= —w(f)( )

Par continuité, ¢(f) est impaire.
©(f) est a la fois paire et impaire donc ¢(f) = 0.
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0 est valeur propre de ¢ et le sous-espace propre associé est ’ensemble des fonctions
impaires.

On suppose désormais A # 0.
Soit f € CO(R,R) telle que ¢(f) = \f.
f= %go(f) donc f est C' sur R* et f est paire.
Ve € R* F(z) — F(—x) = 2\z f(x)
On dérive :
Vo € R* f(z) + f(—2) = 2Mz f'(z) + f(z))
Par continuité et parité :
Vz € R f(z) = Mz f'(z) + f(x))
On en déduit : 1
() —
Vﬂf'> 0 f(z) = Yf(x)
puis :
3C €R tq Vx> 0 f(z) = Ca1-M/A,
La parité donne :
Y #0 f(z) = C |z| VA,

Si on veut obtenir autre chose que la fonction nulle on doit avoir

>0 ie A €]0;1].

Il ne reste plus qu’a étudier la réciproque.

Soit A €]0; 1].
R—R
Soit f{ @ |2|PV/ sz £0
0—0
f est continue sur R.
Vo> 0@ = o [ s

1 x
= —/ f(t)dt car f est paire
xJo
T Jo X 0
= M(z)

Par parité et continuité :
Vo € R o(f)(x) = Af(z)

Les valeurs propres de f sont donc les éléments de [0;1].

Le sous-espace propre associé a la valeur propre 0 est 'ensemble des fonctions impaires.

Le sous-espace propre associé a la valeur propre A €]0;1] est la droite engendrée par la
R—R

fonction fy { & [z|1N* iz £0
0—0

2 Propriétés des éléments propres

Exercice 5 (Centrale 2016)
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Soit E un R-espace vectoriel de dimension n € N*.
Soient u,v € L(E) et A € R.

1. Montrer que si A est valeur propre de uv alors A est également valeur propre de vu.

2. On suppose A # 0 et A valeur propre de uv et de vu.
Montrer que E)(uv) et Ey(vu) ont la méme dimension.

Correction

1. On suppose que A est valeur propre de uwv.
Soit x un vecteur propre associé.
wv(x) = Ax.
Donc (vu)(v(z)) = Av(x).
Si v(x) est non nul alors c’est un vecteur propre de vu associé a la valeur propre .
Si v(x) = 0 alors wv(x) = u (v(x)) = 0 donc Az = 0.
x est un vecteur propre donc x est non nul et A = 0.
Mais si 0 est valeur propre de uv, c’est que uv n’est pas inversible. vu ne peut alors I’étre
(det (vu) = det (uv) = det (u) det (v)) et 0 est valeur propre de vu.

2. Il résulte du raisonnement précédent que Ker (v) N Ey(uv) = {0} et v (Ex(uv)) C Ex(vu)
D’ou dim (E)(uv)) < dim (E)(vu)).
11 suffit ensuite d’inverser les roles de u et de v.

3 Diagonalisation : le point de vue géométrique

Exercice 6 (CCP 2022)

Soit £/ un C-espace vectoriel de dimension n > 2.
Soit u € L(E) tel que u? — 2u +idp = 0 et u # idp.
1. Montrer que u € GL(E) et déterminer u ™.
2. (a) Montrer que Im (u — idg) C Ker (u — idg)
(b) Montrer que 1 est la seule valeur propre de .
L’endomorphisme u est-il diagonalisable 7
3. Soient f et g deux projecteurs. Montrer :
feg=g<=1Im(g) Clm(f)
4. Soit v € L(E) non nul tel que v? = 0.
Soit S un supplémentaire de Im (v) dans E.
Soit p; la projection sur Im (v) parallélement a S.
On pose g1 = p1 — v.
Montrer que g; est un projecteur et que Im (g;) = Im (p1).
5. Montrer qu’il existe p et ¢ deux projecteurs tels que u = p + ¢ et Im (p) = Ker (q).
Correction
1. uo (2idg —u) = 2u — u? = idg : u est inversible & droite d’inverse 2idg — u.
Comme on est en dimension finie, u est inversible d’inverse 2idg — u.
2. (a) Soit y € Im (u — idg).
dr e Etqy=u(r) — 2.
u(y) —y = u(u(z) — ) — u(z) + z = v?(x) — 2u(z) + = 0 car u? — 2u + idg = 0.
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(b) Le polynéme X? — 2X + 1 = (X — 1)? annule u donc les valeurs propres de u sont
racines de ce polynome.
Donc Sp(u) C {1}.
Par ailleurs x,, est un polynoéme de degré n > 1 donc il a au moins une racine (théo-
réeme de d’Alembert-Gauss).
Done Sp(u) # 0.
On en déduit Sp(u) = {1}.

Si u était diagonalisable avec une seule valeur propre égale a 1, on aurait u = idg, ce
qu’on a exclus.
Par conséquent, u n’est pas diagonalisable.

3. & —
Soit y € Im (g).
dr € E tqy = g(x).
fog=gdoncy=g(x)= flg(r)) € Im(f)

o —

Soit z € E.
g(x) € Im(g9) C Im (f) donc g(x) € Im (f).
Dong, il existe y € E tq g(x) = f(y).
On a alors :
fg()) = f(f(y)) = f*(y) = f(y) car f est un projecteur.
Donc f(g(x)) = g(x).

4. ¢¢ = (p1 —v)(p1 —v) = p} — prv —vp1 + v* = p1 — p1v —vp:
Dans la question précédente, on ne s’est pas servi de I'hypothese g projecteur. Ici Im (v) C
Im (p1) et on a donc pyv = v.

Soit x € E.

p1(xz) € Im (p1) C Im (v) donc il existe y € E tel que p1(x) = v(y).
Donc vpy (7) = v(p1(z)) = v(v(y)) = 0 car v = 0.

Par conséquent, vp; = 0 et q% =p; —v =gq : q est un projecteur.

qip1 = (p1 — v)p1 = pi — vp1 = p1 donc Im (p1) C Im (q1).
p1q1 = pi(p1 —v) =p1 —p1v =p1 —v = q1 donc Im (q1) C Im (p1)
5. v=u—idg #0 et v?=(u—idg)?=0.
Donc il existe deux projecteurs p; et g tels que Im (p1) = Im (q1) et v = p1 — q1.
u:U—f—idE :p1+idE—ql.
p=p1 et ¢ =1idg — q1 sont des projecteurs tels que u = p + q.
Enfin Ker (¢) = Ker (idg — ¢1) = Im (q1) = Im (p1) = Im (p).

Exercice 7 (CCP 2011)

Soient n € N* et u: P € R,[X] — P(—4)X + P(6) € R,[X].
Déterminer le noyau, I'image, les valeurs propres et les sous-espaces propres de u.
L’endomorphisme u est-il diagonalisable 7

Correction

Ker (u) = {P € R,[X] tq P(—4) = P(6) = 0}

Sin =1 alors Ker (u) = {0}, u est un automorphisme de R, [X] et Im (u) = R, [ X].
Sin > 2, Ker(u) = Vect(X +4)(X —6)) ={(X+4)(X -6)Q,Q € R,,_2[X]}.
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Ker (u) est de dimension n— 1 et Im (u) est donc de dimension n+1— (n—1) = 2 par la formule
du rang.
Comme Im (u) C Ry[X] qui est de dimension 2, Im (u) = Ry [X].

Sin =1, 0 n’est pas valeur propre de u.

Sin > 2,0 est valeur propre de u et le sous-espace propres associé est Vect((X +4)(X —6)) de
dimension n — 1.

Comme remarqué en cours, si P est propre pour une valeur propre non nulle alors P est dans
I'image de .

On cherche donc d’éventuels nouveaux vecteurs propres, sous la forme P(X) = aX + b.

u(P) = (—4a+b)X +6a+b

Soit A € R.

=A+4)a
A+5)(A—=2)a=0

e = e N

P11

Si A # —5,2 alors :
b=A+4)a

u(P):AP<:>{ 0 <~ P=0
a =

A n’est pas valeur propre de u.

Si A= —5 alors :

u(P)=AP <=b=—a

—5 est valeur propre de u et E_5(u) = R(X — 1)

Si A =2 alors:

u(P) = AP <= b=6a

—5 est valeur propre de u et Fa(u) = R(X + 6)

La somme des dimensions des sous-espaces propres de u est 1 +1+n —1 =n+ 1 (y compris
dans le cas n = 1).

Comme R,,[X] est de dimension n + 1, on en déduit que u est diagonalisable.

Exercice 8 (X 2018)

Soit A € C[X] de degré n + 1.

Soit ¢4 'application qui a P € C,[X] associe le reste de la division euclidienne de X P par A.
Montrer que ¢4 est un endomorphisme de C,,[X] et déterminer ses valeurs propres.
Remarque

J’ajoute la question suivante :

Donner une CNS, portant sur A, pour que ¢4 soit diagonalisable.

Correction
Par définition de la division euclidienne :
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VP € C,[X] deg(pa(P)) < deg(A) =n+1

VP € Cu[X] pa(P) € Cp[X]

¢4 est une application de C,,[X] dans lui-méme.

Montrons que ¢4 est linéaire.

Soient P,@Q € C,[X] et A\, u € C.

XP =P A+ pa(P)

XQ=Q1A+pa(Q)

XAP +pQ) = (APL+ pQ1)A + Apa(P) + ppa(Q) avec Apa(P) + ppa(Q) € Cp[X]
Donc pa(AP + p@Q) = Apa(P) + upa(Q).

Passons aux valeurs propres de ¢ 4.
k

A se factorise en H(X — \i)® avec des notations naturelles.
Soit P un polyn();nel) propre pour @4.

P #0 et il existe A € C tel que pa(P) = AP.

Il existe donc @ € C[X] tq XP = QA+ \P

(X —-MNP=QA

Pour des raisons de degré, () est constant et P de degré n.

On en déduit que X est 'une des racines de A, disons \;,, et P =c¢

X —Niy
Réciproquement :
A
X = (X =Xy +Xiy) =——
X_)\io ( 0+ O)X_)\io
= A+ Ng—0——"
+ Ao X — X
X est bien un élément non nul de C,,[X].

C’est donc un vecteur propre de ¢ 4.
On remarquera :

@4 diagonalisable <= A est scindé a racines simples
Exercice 9 (X 2019)

R, [X] =7

1
P X"P | —
~ (X)

1. Montrer que u est un endomorphisme de R, [X].

Soit u

2. u est-elle diagonalisable 7
3. Eléments propres de u?
Correction
n n
1. SiP= Z ap X" alors u(P) = Z an—_rXF.
k=0

k=0
On conclut facilement.

2. u est une symétrie donc u est diagonalisable.

10
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3. Sin =0, alors s = id.
On conclut facilement.
Sin >0, alors s # +id.
Les valeurs propres de s sont —1 et 1.
On suppose d’abord n = 2p pair.
Le sous-espace propre de s associé a la valeur propre 1 est de dimension p + 1 et a pour
base (par exemple) :
(X" +1, XL+ X, XPHL 4 XLl XP)
Le sous-espace propre de s associé a la valeur propre —1 est de dimension p et a pour
base (par exemple) :
(Xn—1,x" 1 —Xx, ... xptl — xr1
On suppose ensuite n = 2p + 1 impair.
Le sous-espace propre de s associé a la valeur propre 1 est de dimension p + 1 et a pour
base (par exemple) :
(X" + 1, X"+ X, XPTL 4 XP)
Le sous-espace propre de s associé a la valeur propre —1 est de dimension p+ 1 et a pour
base (par exemple) :
(X" —1, X1 — X, ... XPTl _ XP)

Exercice 10 (CCP 2022)

R, [X] = R,[X]
P=> a X" =Y a1 X
k=0 k=0

1. Montrer que cette application est un endomorphisme.
2. Déterminer @ o ¢.
3.  est-elle diagonalisable ?

Correction

1. 1l s’agit de montrer que ¢ est linéaire et qu’elle va bien de R,,[X] dans R,,[X]. Cela me
parait clair.

3.  étant une symétrie, elle est diagonalisable.
On peut aussi dire que le polynéme scindé a racines simples X? — 1 = (X — 1)(X + 1)
annule .

Exercice 11 (Mines 2021)

Soit n un entier supérieur ou égal a 2.
Soit f I’endomorphisme de R,,[X] défini par :
VP € R,[X] f(P) = (X? - X)P(1) + (X2 + X)P(-1)

1. Déterminer I'image et le noyau de f.
2. f est-il diagonalisable ?

Correction

11
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1. La linéarité de f est facile a établir.
Il est clair que le degré de f(P) est plus petit que 2.
Dans la mesure ot on suppose n > 2, f est bien un endomorphisme de R, [X].
On a clairement Im (f) C Vect(X? — X, X? + X).
Réciproquement, f(X + 1) = 2(X? — X) donc X? — X € Im (f).
f(X —1)=—-2(X%2+ X) donc X2+ X € Im(f)
Donc Vect(X? — X, X2 + X) C Im (f) puis Vect(X? — X, X2 + X) = Im (f).

X? — X et X2+ X ne sont pas colinéaires donc :
Ker (f) = {P € Ry[X] tq P(1) = P(-1)} = {(X* - 1)Q,Q € Ry 2[X]
Ker (f) est donc de dimension dim (R,,—2[X]) = n— 1, en accord avec la formule du rang.

2. 0 est valeur propre de f. Le sous-espace propre associé est de dimension n — 1.

Soit A € R*.
Soit P € R,[X] tq f(P) = AP.
A# 0 donc P € Im (f) et P est de la forme P = a(X? — X) +b(X?% + X).
f(P)=2b(X? - X) +2a(X? + X).
Donc :

2b = Aa

2a = \b

2

Donc b = ia puis 2a = )\—a.
Doncsi A# 42, a=0puisb=0et P =0: ) n’est pas valeur propre.
SI A =2 alors b =a.
Réciproquement :
FIX2-X)+ X2+ X)=f(2X?) =2(X? - X) +2(X? + X) = 4X?
Donc 2 est valeur propre et Eo(f) = RX?.
SI A= —2 alors b = —a.
Réciproquement :
FUX?2=X)— (X2 4+ X)) = f(2X) =2(X2 - X) = 2(X? 4+ X) = —4X
Donc —2 est valeur propre et Ea(f) = RX.

La somme des dimensions des sous-espaces propres est n—1+1 = 1 = n+1 = dim (R, [ X]).
f est diagonalisable.

Exercice 12

Soit £ un K-ev de dimension finie non nulle.
Soient f,u,v 3 endomorphismes de FE tels que :

f=u+2v
P=u+4v
P=u+8v

Montrer que f est diagonalisable.
Montrer que u et v sont des projections.

Correction
Soit P = aX?+ bX? + cX € K[X].

P(f) = af’+bf*+cf =alu+8v)+blu+4v) + c(u+v)
= (a+b+c)u+ (8a+4b+2c)v = P(1)u+ P(2)v

12
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Si on prend P = X(X —1)(X —2) = X? — 3X? + 2X alors P(f) = 0 avec P scindé a racines
simples.
On en déduit que f est diagonalisable.

On prend ensuite P = —X (X — 2) de sorte que P = aX® +bX%? +cX aveca = 0, b = —1
et c = 2.

P(1)=1et P(2) =0 donc P(f)=P(L)u+ P(2)v = u.

Par conséquent, u? = P2(f).

On effectue la division euclidienne de P? par X (X — 1)(X —2).

P?=Q(X)X(X —1)(X —2)+ R(X) avec R de degré inférieur ou égal a 2.

En évaluant cette relation en 0, on obtient R(0) = 0.

En évaluant cette relation en 2, on obtient R(2) = 0.

On a déja R(X) = AP(X).

En évaluant en 1, on obtient P(1)? = R(1) = AP(1).

P(1)=1donc A=1et R(X) = P(X).

u? = P2(f) = Q(f)f(f —id)(f — 2id) + R(f) = R(f) = P(f) = u donc u est un projecteur.

X(X —1)

On recommence avec P = 5

1
c=—=.

P(1) :2 0 et P(2) =1donc P(f)=P()u+ P(2)v =w.

Par conséquent, v? = P?(f).

On effectue la division euclidienne de P? par X (X — 1)(X — 2).

P?=Q(X)X(X —1)(X —2) + R(X) avec R de degré inférieur ou égal a 2.

En évaluant cette relation en 0, on obtient R(0) = 0.

En évaluant cette relation en 1, on obtient R(1) = 0.

On a déja R(X) = A\P(X).

En évaluant en 2, on obtient P(2)? = R(2) = AP(2).

P(2) =1donc A =1et R(X) = P(X).

v2 = P?%(f) = Q(f)f(f —id)(f — 2id) + R(f) = R(f) = P(f) = v donc v est un projecteur.

1
de sorte que P = aX? +bX? +cX avec a =0, b = 3 et

Exercice 13

Soit E un C-espace vectoriel de dimension n € N*,
Soit B = (ey,...,e,) une base de E.

Soit ¢ une bijection de [1;n] sur lui-méme.

Soit fo € L(E) défini par :

Vk € [1;n] foler) = es)

Montrer que f est diagonalisable.

Correction

On montre par récurrence :

Vp €N (fo)" = for

L’ensemble des permutations de [1;7] est fini donc : il existe deux entiers p et g avec p < ¢ tels
que oP = 1.

On a donc (f,)? = (f,)?

Mais f, transforme une base en une autre base donc f, est inversible et (f,)? ? = idg.

f» est donc annulé par X9~ — 1, qui est scindé & racines simples sur C.

On en déduit que f, est diagonalisable.

13
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Exercice 14

Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie et f € L(F).
L(E) — L(E

Soit ¢ { (E) (E)
g—=golf

Montrer :

¢ diagonalisable <= f diagonalisable

Correction

On montre par récurrence :

Vk € NVg € L(E) ¢*(9) = go f*

On en déduit :

VP € K[X] Vg € L(E) P(¢)(g) = go P(f)

Si f est diagonalisable, il existe P scindé a racines simples tel que P(f) = 0.
On a alors P(y) = 0 avec P scindé & racine simples donc ¢ est diagonalisable.
Si ¢ est diagonalisable alors il existe P scindé a racines simples tel que P(¢) = 0.
On a donc :

Vg € L(E) goP(f) =0

En prenant g = idg, on obtient P(f) = 0.

Comme P est scindé a racines simples, f est diagonalisable.

Exercice 15

Soit £ un C-ev de dimension n € N*,

1. Soit f un automorphisme de F.
Montrer :
f diagonalisable <= f? diagonalisable.

2. Soit f un endomorphisme de F.
Montrer :
f? diagonalisable

f diagonalisable <—- {rg ( f2) — rg(f)

Correction

1. On suppose f diagonalisable.
Il existe B = (eq,...,e,) base de E formée de vecteurs propres de f :
Vk € [1;n] 3Nk € [1;n] tq fler) = Agex
Vk € [1;n] f2(ex) = Afex
Donc (eq,...,e,) est une base de E formée de vecteurs propres de f2 et f? est diagona-
lisable.
Plus généralement, si P est un polynome :
Vk € [1;n] P(f)(er) = P(Ae)er
Donc (eq,...,e,) est une base de E formée de vecteurs propres de P(f) et P(f) est
diagonalisable.

Réciproquement, on suppose f2 diagonalisable.
f? est annulé par H (X =)
AESP(f?)
f est inversible donc f? I’est aussi et 0 n’est pas valeur propre de f2.
Par conséquent, chaque valeur propre de f? a deux racines carrées distinctes w()) et

14
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—w(A).
Si A # p sont deux valeurs propres de f? alors +w(\) # +w(u) : si il y avait égalité alors
en élevant au carré on aurait A = pu.

Par conséquent le polynome @ = H (X — w(N)(X 4+ w(A)) est scindé & racines
AESp(f?)

simples.

(f —wN)idp)(f + w(\)idg) = f? — w(N?idg = f? — Nidg donc Q annule f et f est

diagonalisable.

2. On suppose f diagonalisable.
On reprend les notations de la premiére question :
Il existe B = (eq,...,e,) base de E formée de vecteurs propres de f :
Vk € [[1;n]] A, € [[l;n]] tq f(ek) = A\per
vk € [1;n] f2(ex) = Adey
Donc (e1,...,e,) est une base de E formée de vecteurs propres de f? et f? est diagona-
lisable.
L’image de f est le sous-espace vectoriel de E engendré par les vecteurs f(ex) = Arpex
donc par les vecteurs ej, tels que A\ # 0.
L’image de f est le sous-espace vectoriel de E engendré par les vecteurs f2(e) = )\%ek
donc par les vecteurs ey, tels que )\z #0.
Ce sont les mémes que pour f donc f et f2 ont la méme image et par conséquent le méme
rang.

Réciproquement, on suppose que f? est diagonalisable et que f et f? ont le méme rang.
Si f est inversible, f est diagonalisable d’apres la premiere question.

On suppose désormais que f n’est pas inversible.

f? n’est pas non plus inversible et 0 est valeur propre de f et de f2.

D’apres la formule du rang, le noyau de f et le noyau de f? ont la méme dimension.
Mais le noyau de f est toujours inclus dans celui de f? donc f et f2 ont le méme noyau.
f? est diagonalisable donc f? est annulé par P = H (X — A) qu’on peut écrire

AESpP(f?)
XQ(X) avec @ = 1 ou @ scindé a racines simples qui ne s’annule pas en 0.

f?oQ(f?) = P(f) = 0 donc I'image de Q(f) est incluse dans le noyau de f2 donc dans
le noyau de f.

On en déduit f o Q(f?) = 0.

On montre comme dans la premiére question que le polynome Q(X?) est scindé & racines
simples et pas plus que @ il ne s’annule en 0 (dans le cas ou @ =1, on a f = 0).

Donc le polynéme X @Q(X?) est scindé & racines simples et annule f.

Par conséquent, f est diagonalisable.

Exercice 16 (X 2019)

Soit £ un C-espace vectoriel de dimension n.

Soit f € L(F) diagonalisable.

Montrer :

(Jv € E tq (v, f(v),..., [ 1(v)) est une base de E) <= Card(Sp(v)) =n

Correction

On suppose qu’il existe v dans E tel que (v, f(v),..., f*"1(v)) est une base de E.
Si P est un polynome non nul de degré inférieur ou égal a n—1 alors P(f)(v) est une combinaison

15
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linéaire des vecteurs de cette base dont les coefficients ne sont pas tous nuls. P(f)(v) est donc
un vecteur non nul et P(f) un endomorphisme non nul.

Par conséquent, un polyndéme annulateur non nul de f est de degré supérieur ou égal a n.
Mais f est diagonalisable donc f est annulé par H (X — ) dont le degré est égal au cardinal

A€Sp(f)
du spectre.

On en déduit que le cardinal du spectre de f est supérieur ou égal a n. Mais il ne peut pas étre
plus grand que la dimension de I’espace donc il est égal a n.

Réciproquement, on suppose que le cardinal du spectre est égal a n.

f a donc n valeurs propres 2 a 2 distinctes : A\j, ..., A,.

Pour tout i € [1;n], soit z; un vecteur propre de f pour la valeur propre \; (ie un vecteur non
nul de Ey,(f)).

Soit v =21+ + 2.

n—1
Soit (ag,...,an—1) tel que Z arff(v) = 0.
k=0
n—1
On note P = Zaka On a:
k=0
n—1 n
0 = > apff(v) = P(f)(v) = P(f) (Zl‘z)
k=0 i=1
n n
= D P(f)x) =) P\
i=1 i=1
Mais (z1,...,x,) est une famille de vecteurs propres associés a des valeurs propres deux a deux

distinctes donc c’est une famille libre.

Donc pour tout ¢ compris entre 1 et n, P();) est nul.

Donc P est de degré au plus n — 1 et a au moins n racines deux a deux distinctes.

Donc P est le polyndéme nul et tous ses coefficients sont nuls.

Donc la famille (v, f(v),..., f" }(v)) est libre et au vu de son cardinal, c’est une base de E.
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