DM 1
Correction

941

1 Préliminaires

1. Soit y € Im (g o f).
Par définition :
dz €V tqy=(go f)(z)
On a alors y = g(f(z)) € Im (g).
Donc Im (g o f) C Im (g).
2. Soit z € Ker (f).
(9o f)(x) = g(f(x)) = g(0) = 0 ie x € Ker (g o f).
Donc Ker (f) C Ker (g o f).
3. Soit y € Im (f + g).
JweViqy=(f+g)(x)
Onay= f(z)+ g(x) avec f(x) € Im(f) et g(x) € Im (g) donc y € Im (f) + Im (g).
D'ouIm(f+g) CIm(f)+Im(g)

4. Soit = € Ker (f) NKer (g).
(f+9)@)=f(x)+g(x)=0+0=01iez € Ker(f +g)
D’ou Ker (f) N Ker (g) C Ker (f + g)

5. Soit y € Im (Af).
dreVitqy = Af)(@) = Af(z)

f(x) € Im(f) sev de V donc y € Im (f).
Donc Im (Af) C Im (f).

Réciproquement, soit y € Im (f).

dr eV tqy= f(z).

A # 0 donc y = (\f) <1x> et y € Im (\f).

D’ot Im (f) C Im (A\f) puis Im (Af) = Im (f).

m (0.f) = Im (Ogevy) = {Ov} C Im (f)

Soit A # 0.
Soit x € V.

x € Ker (Af) AM(x) =
(IL‘) =0car A\ #0

er (f)

IIM

Donc Ker (Af) = Ker (f).
Enfin Ker (0.f) = Ker (0z(y)) = E contient Ker (f).
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6. o —
On suppose W1 C W3 et Wy C Wi,
Soit © € W7 + Wh.
Iz, 22) € Wi x Wa tq z = 21 + x2.
r1 € Wh C W3 donc x7 € W3
z9 € Wy C W3 donc z9 € W3
W3 est un sev de F donc x € Wj.
D’ou W1 + Wy C W3,
o —
Wy Cc W1 + Wy C W3 donc W7 C W3
Wy C W1 + Wy C W3 donec Wy C W3
7. Soit x € Im (p).
Jy e Vtqz=py).
p(z) = p*(y) = p(y) car p est un projecteur.
Donc p(z) = z et x € Ker (idy — p).
Donc Im (p) C Ker (idy — p).
Réciproquement soit x € Ker (idy — p).
x = p(x) € Im (p) donc Ker (idy — p) C Im (p).

2 Exemples d’idéaux

1. (a) On commence par prouver que Ay est un idéal a droite.
o Ay C L(V) : clair
e 0=fol0€cAy
e A; est stable par combinaisons linéaires :
Soient (wl,wg) € A?c et ()\1, /\2) e K2.
Y1 € Ay donc il existe p1 € L(V) tq i1 = foe
Yo € Ay donc il existe po € L(V) tq 2 = fo @
On a alors :
A1+ Xathe = A fopr + Aafopa = fo(Aipr + Aapa) € Ay
On a donc prouvé que Ay est un sev de L(V).
e Soient ¥ € Ay et p € L(V).
Y € Ay donc il existe o1 € L(V) tq ¢ = fop
Donc pop=(fop1)op=fo(prop)cAf
Donc Ay est un idéal a droite.

On montre ensuite que I'y est un idéal a gauche.
o I'y C L(V) : clair
e 0=00fely
e I'; est stable par combinaisons linéaires :
Soient (’(ﬁl,wg) € F?‘ et (/\1,)\2) e K2
Y € I'y donc il existe 1 € L(V) tq 1 =10 f
s € I'y donc il existe o € L(V) tq 9o = pa o f
On a alors :
A1+ Aatha = M1 o f+ dapa o f = (M1 + Aapa) o f €Ty
On a donc prouvé que I'f est un sev de L(V).
e Soient ¢ € 'y et p € L(V).
¢ € I'y donc il existe 1 € L(V) tq ) =10 f
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Donc potp=p(p10f)=(popr)ofely
Donc I'y est un idéal a gauche.

(b) On commence par prouver que Jy est un idéal a droite.
o Jw C L(V) : clair
e 0 € Jw : clair.
En effet Im (OL(V)> ={0y} CW.
e Jy est stable par combinaisons linéaires :
Soient (fl, fg) S jVQV et ()\1,)\2) € K2

Im (A1 f1 + Aafe) € Im (A fi) +Im (A2 f2) cf la question 3 des préliminaires
C Im(f;)+ Im(f2) cf la question 5 des préliminaires

C W cf la question 6 des préliminaires

Donc A\ f1 + Aaf2 € Jw.
On a donc prouvé que Jy est un sev de L(V).
e Soient f € Jw et p € L(V).
D’apres la question 1 des préliminaires :
Im (foyp)CIm(f)CW done foype Jy.

On montre ensuite que Ky est un idéal a gauche.
o Kw C L(V) : clair
e 0 € Ky : clair.
En effet Ker <0£(V)) =V contient W.
e [Cy est stable par combinaisons linéaires :
Soient (f1, f2) € ’CIQ/V et (A1, A2) € K2.
f1 € Kw donc W C Ker (fy).
Mais d’apres les préliminaires, Ker (f;) C Ker (A1 f1) donc W C Ker (A1 f1).
De méme W C Ker (A2 f2) donc W C Ker (A1 f1) N Ker (A2 f2).
D’apres la question 4 des préliminaires, W C Ker (A1 f1 + Aaf2).
Donc A\ f1 + Ao fo € K.
On a donc prouvé que Ky est un sev de L(V).
e Soient f € Jw et ¢ € L(V).
f € Jw donc W C Ker (f)
D’apres la premiére question des préliminaires, Ker (f) C Ker (¢ o f) donc
W C Ker(pof)et pofeKy.
2. (a) e Lj est injective :
Si f € Ker (L) :

Ve eV f(x) = f|W(93) = L1(f)(7)
= Ocar f € Ker (L)

donc f = 0.
e [ est surjective :
. I V=V e -
Sig e L(V,W), Papplication f est bien définie. C’est une application
x> g(x)

linéaire donc f € L(V).
VeeV flx)=g(x) e W



Donc f € Jw.
Enfin Li(f) =g.
On a donc montré que L; est un isomorphisme de Jy sur L(V, W).
On en déduit :
dim (Jw) = dim (L(V, W)) = dim (V') x dim (W)
Lo est injective :
Soit f € Ker (Lg).
Ceci signifie que :
Ve e S f(z) =
Mais f € Ky donc :
Ve e W f(z) =
Soit x € F.
M zw,xs) € W x S tqx =zw + x5
f(@) = flew) + flas) =0+0=0
Donc f =0 et Ls est injective.
Lo est surjective.
Soit p la projection sur S parallelement a W.
Soit g € L(S,V).

V-V
Soit f{ -
z— g(p(x))
Vx € E p(z) € S donc f est bien définie
f est linéaire comme composée d’applications linéaires
De plus :
Ve eW f(z) = (P( ) =9(0)=0:feKw
Ve e S f(z) = g(p(z)) = g(x) (les vecteurs de S sont invariants par p)
Donc fis = g et L(f) = g
Ly est donc un isomorphisme de Ky sur £(S, V) et

dim (Kyw) dim (£(S,V)) = dim (S) x dim (V)

(dim (V) — dim (W)) x dim (V')

D’apres les propriétés de L£(V'), L3 est linéaire.
Soit ¢ € L(V).

¢ € Ker (L3) fodp=0<=VeeV f(é(x))=0
Ve € V ¢(x) € Ker (f)
{$(@);a € V} € Ker (/)

I (¢) C Ker (/)

¢ € jKer(f)

rreny

Donc Ker (Lg) = jKer (f)
Mais Ay = Im (L3) donc par la formule du rang :

dim (Ay) = dim (£(V)) = dim (Tker (1))
= (dim (V))? — dim (V) x dim (Ker (f))
= dim (V) (dim (V) — dim (Ker (f)))
= rg(f) x dim (V) (formule du rang)



D’apres les préliminaires :
Voe L(V)Im(fop) CIm(f)ie Ay C T (f)
Mais :
dim (T () = dim (Jim () % dim (V) cf 2)a)
— 1g(f) x dim (V)
= dim (Ay)
Donc Ay = Jim (f)

(d) Soit Ly {L (V) = L(V)
p—=¢of
D’apres les propriétés de L(V'), Ly est linéaire.
Soit ¢ € L(V).
peKer(Ly) < ¢of=0
<= Im(f) C Ker(¢)
<~ ¢ € Kmy
Donc Ker (L4) = ICIm (-
Mais I'f = Im (L4) donc par la formule du rang :
dim (T'y) = dim (£(V)) — dim (K (1))
= (dim (V))? — dim (V) x (dim (V') — dim (Im (f)))
= rg(f) x dim (V)
D’apres les préliminaires :
Vip € L(V) Ker (f) C Ker (po f) ie I'y C Kker (f)
Mais :
dim (Kker (f)) = (dim (V) — dim (Ker (f))) x dim (V') cf 2)b)
= 1g(f) x dim (V') par la formule du rang
= dim (I'y)

Donc I'y = Kker (f)

3 Etude des idéaux de L(V) : premiére méthode

1. (a)
IJwNIwr = {feLV)tqIm(f) cW}n{feLV)tqIm(f)cW'}
= {fel(V)tqIm(f) c W ET Im (f) c W'}
= {feL(V)tqIm(f) CcWnNW'} = Fwaw

En effet si A, B et C sont trois ensembles :
(ACBet ACC)«<= ACBNC

KwnKy: = {feLl(V)tqW CcKer(f)}n{feLV)tqW cKer(f)}
= {feL(V)tqW CKer(f) ET W C Ker (f)}
= {feL(V)tqW+ W CKer(f)} cf la question 6 des préliminaires
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(b) Soit f € Jw + Jw.
(f1, f2) € Iw x Jwr ta f = fi+ f2
Im (f) =Im (f1 + f2) C Im (f1) + Im (f2) cf question 3 des préliminaires
f1 € Jw donc Im (f1) C W. Mais W C W + W' donc Im (f1) C W + W',
fo € Jwr donc Im (fy) € W'. Mais W € W 4+ W' donc Im (f2) C W + W'.
D’apres la question 6 des préliminaires, Im (f1) + Im (f2) C W + W".
On en déduit Im (f) C W +W'ie f € Twiw:.
Donc Jw + Jw+ C Jw+w.

De plus :
dim (Jw + Jw) = dim (Jw) + dim (Jy) — dim (Jw N ) formule de Grassman
= dim (Jw) + dim (Jw+) — dim (Jwnw) cf la question précédente
= dim (V) x dim (W) + dim (V) x dim (W') — dim (V) x dim (W N W) cf 1.2.a
= dim (V) x (dim (W) + dim (W') — dim (W N W"))
= dim (V) x dim (W + W') = dim (Jw1w)

On en déduit Jw + Jwr = TJw+w -
(¢) Soit f € Kw + K.
3(f1, fo) € Kw x Ky tq f = fi+ fa
f1 € Kw donc W C Ker (f1).
f2 € Ky donec W' C Ker (f2).
On en déduit W N W' C Ker (f1) N Ker (f2)
Ker (f1) NKer (f2) C Ker (f1 + f2) = Ker (f) cf question 4 des préliminaires
On en déduit W N W' C Ker (f) ie f € Kywaw:-
Donc Kyw + Kwr C Kwaw:.
De plus :

dim (Kyw + Kyr) = dim (Kw) + dim (Ky») — dim (K N KCyyr) formule de Grassman
Kw) — dim (Kyw) cf la question précédente
= dim (V) x (dim (V) — dim (W)) + dim (V) x (dim (V') — dim (W"))
—dim (V) x (dim (V) — dim (W + W’)) cf 1.2.a

= dim (V) x (dim (V) — (dim (W) + dim (W’) — dim (W + W")))

= dim (V) x (dim (V) — dim (W N W")) = dim (Kwrw)

On en déduit Kw + Ky = Kwaw-.
2. Idéaux a droite de L(V)

(a) Soit E = {dim (W) pour W sev de V tel que Jw C M}.
e £
En effet Jrop = {f € L(V) tq Im (f) C {0y }} = {0z)} € M car M est un sev
de L(V).
Donc 0 € E.
e E est une partie majorée (par dim (V7)) de N.
On en déduit que E possede un élément maximal ie : il existe W sev de V tel que
Jw C M et tel qu’aucun sev W’ de V ne vérifie Jy» C M et dim (W’) > dim (W).
(b) Soit f € M.
M est un idéal & droite donc Ay C M.
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()
(d)

D’apres 1.2.¢, Jim (5) C M.

Mais Jw C M donc d’apres la question 6 des préliminaires, Jiy, (5) + Jw C M.
Or on vient de voir : Ty (r) + Iw = Jim (5)+w donc T (py4+w C M.

Vue la maximalité de W, dim (Im (f) + W) < dim (W).

Mais W C Im (f) + W donc dim (W) < dim (Im (f) + W).

On en déduit dim (Im (f) + W) = dim (W).

Avec Uinclusion W C Im (f) + W, ona W =Im (f) + W.

Mais Im (f) C Im (f) + W donc Im (f) C W ie f € Jw.

On vient de montrer M C Jw .
Comme par construction, Jy C M, on a bien M = Jy.

11 est clair qu'il existe g € L(V') tel que Im (g) = W (considérer une projection sur W
parallelement & un supplémentaire de W) donc :
dge L(V)tq M = ﬁm(g) =Ay

3. Idéaux a gauche de L(V)

(a)

Soit E = {dim (W) pour W sev de V tel que Ky C M}.
e £
En effet Ky = {f € L(V) tq V C Ker (f)} = {0z} C M car M est un sev de
L(V).
Donc dim (V) € E.
Or toute partie non vide de N possede un plus petit élément donc E possede un
élément minimal ie : il existe W sev de V tel que Ky C M et tel qu’aucun sev W’
de V ne vérifie Ly» € M et dim (W') < dim (W).
Soit f € M.
M est un idéal a gauche donc I'y C M.
D’apres 1.2.c, Kker (5) C M.
Mais Ky C M donc d’apres la question 6 des préliminaires, Kge, (r) + Kw C M.
Or on vient de voir : Kger (r) + Kw = Kker (/)nw donc Kger (r)nw C M.
Vue la minimalité de W, dim (Ker (f) N W) > dim (W).
Mais Ker (f) N W C W donc dim (Ker (f) N W) < dim (W).
On en déduit dim (Ker (f) N W) = dim (W).
Avec l'inclusion Ker (f)NW C W, on a Ker (f)NW = W.
Mais Ker (f) N W C Ker (f) donc W C Ker (f).

On vient de montrer M C Ky .
Comme par construction, Ky C M, on a bien M = Kyy.

Il est clair qu’il existe g € L(V) tel que Ker (g) = W (considérer une projection sur
un supplémentaire de W parallelement & W) donc :

dg € ,C(V) tq M = Kker(g) = Fg

Soit f € Ju N Kw.

feJydoncIm(f) cUie:VeeE f(z)eU

L’application fl‘g est donc bien définie. Elle est clairement linéaire.

JuNKw — E(S,U)

fe 1l

L est elle-méme une application linéaire.

Montrons que c’est un isomorphisme.

On peut donc définir L {



Soit f € Ker (L).

Yz e S f(z) = fg () = L(f)(z) =0

Donc S C Ker (f).

Mais f € Ky donc W C Ker (f).

D’apres la question 6 des préliminaires, S + W C Ker (f).
Mais S + W = E donc E C Ker (f) et f est nulle.

Ker (L) = {0} donc L est injective.

Montrons que L est surjective.
Soit p la projection sur S parallelement a W.
Soit g € L(S,V).

Soit f {V -V
z — g(p(x))
Va € E p(x) € S donc f est bien définie
f est linéaire comme composée d’applications linéaires
De plus :
Ve e W f(z) =g(p(z)) =9(0)=0: f € Kw
Ve € E f(z) = g(p(x)) € U car g est une application de S dans U.
Donc f € Jy N Kw
Ve e S f(z) = g(p(z)) = g(x) (les vecteurs de S sont invariants par p)
Donc f||SU =get L(f)=g
L est donc un isomorphisme de Jy N Ky sur L£(S,U) et :

dim (Jy NKw) = dim (L£(S,U)) = dim (S) x dim (U)
= (dim (V) —dim (W)) x dim (U)

Soit M un idéal bilatere de L(V').

M est un idéal a gauche donc il existe W sev de V tel que M = Ky .
M est un idéal & droite donc il existe U sev de V tel que M = J.
OnaM=Jy=Kw donc Ju N Kw = Jy = Ky = M.

On a donc dim (Jy N Kw) = dim (Jy).

On en déduit : (dim (V) — dim (W)) x dim (U) = dim (V') dim (U)

ce qui donne apres simplification dim (W) x dim (U) = 0.

Donc dim (U) = 0 ou dim (W) = 0.

Donc U = {0} ou W = {0}.

SILU = {0} alors M = Jgy = {0} cf 2.a.

Si W = {0} alors M = Koy = {f € L(V) tq {0} C Ker (f)} = L(V).

Réciproquement, il ne reste plus qu’a prouver que {0} et £(V') sont des idéaux bila-
teres.

Les vérifications de la définition sont triviales. On peut aussi dire que :

{0} = Ty = Kv

et que {0} = IC{()} =Jv

et utiliser la partie 1.



4 Etude des idéaux de L(V) : deuxiéme méthode

1. (a)

Soit f € M inversible.

VgeL(V)g=(feM)o(ftogeL(V)) eM.

Donc L(V) C M.

Mais M est un sev de £(V') donc M C L(V).

On en déduit M = L(V).

Si un idéal bilatére de £(V') contient une matrice inversible, c’est £(V') (qui est bien
un idéal bilatere de £(V') : vérifications faciles).

Remarque

On a en fait prouvé que si un idéal a droite de £(V') contient un inversible c’est L(V)
en entier.

On prouverait de méme que si un idéal & gauche de £(V') contient un inversible c’est
L(V) en entier.

Soit B = (ey,...,e,) une base de V adaptée a la décomposition V=D & S.
f # 0 donc il existe z € V tel que ¢; = f(x) # 0.
On complete! la famille libre (e1) en une base C = (1, .. .,€,) de V.
b =
e £(V) 1q 4=
Vi € [2;n] b(e;) =0
aler) =e;
Jlae L(V)t
¢ ) q{WG [2;n] a(e;) =0
(aofobd)(er) = (aof)bler)) = (aof)(x)=a(f(z)) = aler)

= 61

Vi€ [2n] (aofob)(e)) = (aof)(be:)) = (ao f)(0)
=0

Donc a o f ob est la projection sur Ke; = D parallelement a Vect(ea,...,e,) = S.

Soit M un idéal bilatere de £(V') non réduit a {0}.

Soit f € M\ {0}.

Soit B = (ey,...,e,) une base de V.

D’apres la question précédente :

Vi € [1;n] 3(as,b;) € L(V)? tq a; o f o b; = p; la projection sur Ke; parallélement a
Vect ((e5)x£)-

M étant un idéal & droite, f o b; € M

M étant un idéal a gauche, a; o fob; € M

M étant un sev de L(V), Idy = Zpi eM

i=1
D’apres a, M = L(V).
On a donc prouvé que si M est un idéal bilatere de £(V') alors M = {0} ou L(V).
Réciproquement, on vérifie facilement (avec les définitions) que {0} et £(V') sont des
idéaux bilateres de L(V).
On a bien redémontré le résultat de 2.3.b.

1. En toute rigueur, il faudrait supposer n > 2, mais il suffit d’adapter le raisonnement si n = 1



2. (a)

Si W = {0} alors W/ =V.

On prend a = Og(y.

Joa =0z, est bien un projecteur d'image W et de noyau w’.

Dans la suite on suppose W # {0}.

Soit (eq,...,eq) une base de W.

W C Im (f) donc :

Vi € Hl;d]] de; €V tq f(ez) = €;

Si W' = {0}, ce qui revient a supposer W = V alorsd = net (e1,...,eq) = (e1,...,€n)
est une base de V.

dla e L(V) tq Vi€ [1;n] ale;) =€

On a alors :

Vi € [1;n] (f oa)(ei) = falei)) = f(e&) = e

On en déduit f o a = Idy qui est bien un projecteur d’image W et de noyau W’.
On suppose désormais W # V ie d < n.

Soit (eg+1,---,en) une base de W’ (W' étant un supplémentaire de W sa dimension
est bien n — d).
(e1,...,en) est une base de V.

dla € L(V) tq {W € [1;d] afe)) =
Vi € [d+ 1;n] a(e;) =
Vie [1;d] (foa)e) =e;
Vi€ [d+1] (foa)(e;) =0
Donc f o a est la projection sur W parallelement a W',
Soit (.7}1,.7}2,1‘3,.%'4) e Wy x (Im (f) N Im (g)) XWoyx Stqar+xo+2x3+24=0
Wi, Im (f) N Im(g) et Wy sont inclus dans Im (f) + Im (¢g) donc =1 + 2 + 23 €
Im (f) +Im (g).
Im (f) +Im (g) et S sont supplémentaires donc z4 =0 et 1 +x2 + 23 =0
x2 et x3 appartiennent a Im (g) donc z1 = —(z2 + z3) € Im (g).
Mais 1 € W C Im (f) donc 21 € Im (f) NIm (g).
Donc z1 appartient & Wy et Im (f)NIm (g) qui sont supplémentaires dans Im (f) donc
I = 0.
Il reste o + 23 = 0 avec x2 € Im (f)NIm (g) et 3 € Wy et Im (f) NIm (g) et W sont
supplémentaires dans Im (g) donc x9 = x5 = 0.
La somme Wi + (Im (f) NIm (g)) + W2 + S est bien directe.
De plus :

dim (Wi & (Im (f)NIm(g)) @ Wa e S) = dim (W;)+ dim (Im (f) NIm (g)) + dim (W3) + dim (5)

— dim (1 (/) — dim (T (f) N Tom (9))
+dim (Im () N T (g))
+dim (Im (g)) — dim (Im (f) NIm (g)) + dim (5)

= dim (Im (f)) + dim (Im (¢)) — dim (Im (f) N Im (g))
+dim (5)

= dim (Im (f) +Im (g)) + dim (5)

= dim (V)

On a bien montré V=W, @& (Im (f) NIm (g9)) @ Wa @ S

Justifions Wi 4+ Im (¢) = Im (f) + Im (g).
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Wi CIm(f) CIm(f)+ Im(g) donc Wi +Im (g) C Im (f) + Im (g).

WiNIm(g) = (Wi NIm(f))Im(g) car W C Im (f) donc :

WinIm(g) = Wiy N (Im(f) NIm(g)) = {0} car W; est un supplémentaire de
Im (f) NIm (g) dans Im (f).

On en déduit :

dim (W7 +Im(g)) = dim (W) + dim (Im(g)) = dim (Im (f)) — dim (Im (f) NIm (g)) + dim (Im (g))

= dim (Im (f) + Im (g))

Dot : Wi +Im(g) = Im (f) + Im (g).

V=W &(Im(f)NIm(g)) ® W@ S donc (Im(f) NIm(g)) ®Wa S =Im(g) & S
est un supplémentaire de Wj.

Donc il existe a € L(V') tq foa soit un projecteur d’image W et de noyau Im (g) ® S.
DeV = Wia(Im (f)NIm (g))&W2eS, on déduit que W14S et (Im (f)NIm (g))SWsa =
Im (g) sont supplémentaires.

Donc il existe b € L(V') tq g ob soit un projecteur d’image Im (g) et de noyau W; @ S.

Soit z € W.

xeW; @S =Ker(gob)donc (gob)(x)=0

x € Wiy =Im(foa) =Ker (foa—Idy) (car foa est un projecteur) donc x = (foa)(z).
On en déduit : z = (foa+gob)(x) eIm(foa+gob).

Donc Wi CIm(foa+ gob).

Soit x € Im (g).

x €Im(g)® S =Ker(foa)donc (foa)(x)=0

x €Im(g) =Im(gob) =Ker(gob) (car g o b est un projecteur) donc z = (g o b)(x).
On en déduit : ¢ = (foa+gob)(x) e Im(foa+gob).

Donc Im (¢g) CIm(foa+gob).

D’apres la question 6 des préliminaires, Wi +Im (¢g) C Im (foa+ gob).

Mais Wi +1Im (g) = Im (f) + Im (g) donc Im (f) + Im(¢9) CIm(foa+ gob).

Mais d’apres les préliminaires :

Im(foa+gob) CIm(foa)+Im(gob) avec Im (foa) CIm(f) CIm(f)+Im(g) et
Im(gob) CIm(g) CIm(f)+Im(g) donc Im(foa+god) CIm(f)+ Im(g).
Finalement Im (f oa + gob) =Im (f) + Im (g).

Sip=1alors f = f; convient.

On suppose p > 2.

D’apres ce qui précede, il existe a et b € L(V) tq Im (froa+ faob) = Im (f1)+Im (f2).
M est un idéal & droite donc fi 0o a € M.

M est un idéal a droite donc fy0b € M.

M est un sev de L(V) donc g1 = froa+ faobe M.

Sip =2, g1 convient.

On suppose p > 3.

En raisonnant comme ci-dessus, on montre :

dga € M tq Im (g2) = Im (g1) + Im (f3) = Im (f1) + Im (f2) + Im (f3).

Si p = 3, g2 convient.

Sinon, on itere le procédé et on arrive au résultat en p — 1 < +oo opérations.
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f € M idéal a droite donc Ay C M.
Réciproquement, soit g € M.
(fi)i<i<p est une base de M donc :

P
(A, ) €ERP tq g =D Aif;
i=1
En raison%ant comme d’habitude :
Im (g) C Z(Im()\ fi) C Im(f;)) Zlm fi) =Im(f) ie g € Tm ()

Mais d’ apres 1.2.c, T (p) = Af donc g € Ay.

Dot M C Ay puis M = Ay.

On va prendre des bases de sev de V' qu’on va compléter en base de V.

En toute rigueur, il faudrait a chaque fois isoler le cas ou il est inutile de compléter.
Je ne le ferai pas.

On note ¢ la dimension de Ker (f) et d celle de .
On part de (ey,...,eq) base Ker (f) qu’on complete en (eq,...,eq) base de W.

On considere alors (eg41, ..., e,) une base de W’ (W' étant un supplémentaire de W
sa dimension est bien n — d).
(e1,...,en) est une base de V.
On montre ensuite que la famille (f(eg+1),. .., f(en)) est libre.
Soit (Ag+1,---,An) EK™ 2 tq > Aif(e) =0
i=q+1

Z Nif(e;))=f Z Aie; | donc Z Aie; € Ker (f) = Vect(ey, ..., eq)
i=q+1 i=q+1 i=q+1
(e1,...,ey) est une famille libre donc Ag41 =--- =X, =0
On peut donc compléter la famille (f(eq41), ..., f(en)) en une base (€1, ..., €q, f(€gt1), - -
de V.

Vi€ [1;4] a(e) =0
Jla € L(V) tq { Vi€ [q+ L;d] a(f(e;)) =
VZG[[d+1 n]] (( ))—61

On a alors :

Vi € [1;q] (ao f)(e;) = a(f(ei)) = a(0) =0

Vi€ [q+ 1;d] a(f(e;)) =0

Vie [d+ 1;n] a(f(e)) = e

Donc aof est la projection sur Vect(eqi1, - - ., e,) = W' parallelement & Vect(eq, . .., eq) =
Ww.

Soit (x1,xe,x3,x4) € W1 x (Ker (f) NKer (g)) x Wo x Stqzy + 22+ 23+24=0
W1, Ker (f) NKer (g) et Ws sont inclus dans Ker (f) + Ker (¢) donc z1 + zo + x3 €
Ker (f) + Ker (g).

Ker (f) + Ker (g) et S sont supplémentaires donc 24 = 0 et 1 + 29 + 23 =0

x9 et xz appartiennent a Ker (g) donc z; = —(z2 + x3) € Ker (g).

Mais z1 € Wi C Ker (f) donc 21 € Ker (f) N Ker (g).

Donc z7 appartient & W et Ker (f) N Ker (¢g) qui sont supplémentaires dans Ker (f)
donc z1 = 0.

Il reste xg + 23 = 0 avec x5 € Ker (f) NKer (g) et x3 € Wy et Ker (f) NKer (g) et Wo
sont supplémentaires dans Ker (¢) donc x9 = x3 = 0.
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La somme W; + (Ker (f) NKer (g)) + Wa + S est bien directe.
De plus :

dim (W7 & (Ker (f) NKer (g)) @ Wad S) = dim (W) + dim (Ker (f) NKer (g)) + dim (W2) + dim (.

= dim (Ker (f)) — dim (Ker (f) N Ker (g))
+ dim (Ker (f) N Ker (g))
+dim (Ker (g)) — dim (Ker (f) NKer (g)) + dim (5)

= dim (Ker (f)) + dim (Ker (¢g)) — dim (Ker (f) N Ker (g))
+dim (5)

= dim (Ker (f) + Ker (g)) + dim (.5)

= dim (V)

On a bien montré V =W; & (Ker (f) NKer(g)) ® Wo & S

On en déduit que Wy est un supplémentaire de Wy @ (Ker (f) N Ker(g)) & S =
Ker (f) @ S qui contient Ker (f).

Donc il existe a € L(V') tq ao f soit un projecteur d’image W5 et de noyau Ker (f)® S.
V =W @ (Ker(f) NKer(g)) @ Wo @ S donc Wi & S est un supplémentaire de
(Ker (f) NKer (g)) & Wy = Ker (g).

Donc il existe b € L(V') tq bo g soit un projecteur d’image W1 @S et de noyau Ker (g).

D’apres les préliminaires Ker (a o f) NKer (bo g) C Ker(ao f +bog).
Réciproquement, soit = € Ker (ao f +bo g).

(ao f)(z) = —(bog)(x) € Im(ao f)yNIm(bog) = Won (W; & S) = {0} Donc
x € Ker (ao f)NKer (bo g).

Dot Ker(ao f+bog)=Ker(ao f) NKer(bo g).

Mais Ker (ao f) NKer (bo g) = (Ker (f) ® S) NKer (g)

On a clairement Ker (f) N Ker (g) C (Ker (f) @ 5) NKer (g).

Réciproquement, soit z € (Ker (f) & S) N Ker (g).

A(x1,x2) € Ker (f) x S tq x = z1 + x2.

x € Ker(g) donc 29 = z — 21 € Ker(f) + Ker(g) et S est un supplémentaire de
Ker (f) + Ker (g) donc : o =0 et z = x1 € Ker (f).

Donc (Ker (f) @ S) NnKer (g) C Ker (f) NKer (g) et finalement :

Ker(ao f+bog)=Ker(f)NKer(g).

Sip=1alors f = f; convient.

On suppose p > 2.

D’apres ce qui précede, il existe a et b € L(V') tq Ker (ao fi+bo fa) = Ker (f1)NKer (f2).
M est un idéal a gauche donc a o f; € M.

M est un idéal a gauche donc bo fy € M.

M est un sev de L(V) donc g1 =ao fi +bo fo € M.

Sip =2, g1 convient.

On suppose p > 3.

En raisonnant comme ci-dessus, on montre :

g2 € M tq Ker (g2) = Ker (g1) N Ker (f3) = Ker (f1) N Ker (f2) N Ker (f3).

Si p = 3, g2 convient.

Sinon, on itere le procédé et on arrive au résultat en p — 1 < +oo opérations.
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f € M idéal a gauche donc I'y C M.
Réciproquement, soit g € M.
(fi)i<i<p est une base de M donc :

p
(A, ) €ERP tq g =D Aif;
=1

p
Ker (g) contient ﬂ Ker (A fi)
i=1
p
Mais Ker (\;f;) contient Ker (f;) donc Ker (g) contient ﬂ Ker (f;) = Ker (f) ie g €
i=1
ICKer )
Mais d’apres 1.2.c, Kger(r) = 'y donc g € T'y.
D'out M C T’y puis M =T7.
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