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1 Préliminaires
1. Soit y ∈ Im (g ◦ f).

Par définition :
∃x ∈ V tq y = (g ◦ f)(x)
On a alors y = g(f(x)) ∈ Im (g).
Donc Im (g ◦ f) ⊂ Im (g).

2. Soit x ∈ Ker (f).
(g ◦ f)(x) = g(f(x)) = g(0) = 0 ie x ∈ Ker (g ◦ f).
Donc Ker (f) ⊂ Ker (g ◦ f).

3. Soit y ∈ Im (f + g).
∃x ∈ V tq y = (f + g)(x)
On a y = f(x) + g(x) avec f(x) ∈ Im (f) et g(x) ∈ Im (g) donc y ∈ Im (f) + Im (g).
D’où Im (f + g) ⊂ Im (f) + Im (g)

4. Soit x ∈ Ker (f) ∩Ker (g).
(f + g)(x) = f(x) + g(x) = 0 + 0 = 0 ie x ∈ Ker (f + g)
D’où Ker (f) ∩Ker (g) ⊂ Ker (f + g)

5. Soit y ∈ Im (λf).
∃x ∈ V tq y = (λf)(x) = λf(x)
f(x) ∈ Im (f) sev de V donc y ∈ Im (f).
Donc Im (λf) ⊂ Im (f).
Réciproquement, soit y ∈ Im (f).
∃x ∈ V tq y = f(x).
λ 6= 0 donc y = (λf)

( 1
λ
x

)
et y ∈ Im (λf).

D’où Im (f) ⊂ Im (λf) puis Im (λf) = Im (f).

Im (0.f) = Im (0L(V )) = {0V } ⊂ Im (f)

Soit λ 6= 0.
Soit x ∈ V .

x ∈ Ker (λf) ⇐⇒ λf(x) = 0
⇐⇒ f(x) = 0 car λ 6= 0
⇐⇒ x ∈ Ker (f)

Donc Ker (λf) = Ker (f).
Enfin Ker (0.f) = Ker (0L(V )) = E contient Ker (f).
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6. • =⇒
On suppose W1 ⊂W3 et W2 ⊂W3.
Soit x ∈W1 +W2.
∃(x1, x2) ∈W1 ×W2 tq x = x1 + x2.
x1 ∈W1 ⊂W3 donc x1 ∈W3
x2 ∈W2 ⊂W3 donc x2 ∈W3
W3 est un sev de E donc x ∈W3.
D’où W1 +W2 ⊂W3.
• ⇐=
W1 ⊂W1 +W2 ⊂W3 donc W1 ⊂W3
W2 ⊂W1 +W2 ⊂W3 donc W2 ⊂W3

7. Soit x ∈ Im (p).
∃y ∈ V tq x = p(y).
p(x) = p2(y) = p(y) car p est un projecteur.
Donc p(x) = x et x ∈ Ker (idV − p).
Donc Im (p) ⊂ Ker (idV − p).
Réciproquement soit x ∈ Ker (idV − p).
x = p(x) ∈ Im (p) donc Ker (idV − p) ⊂ Im (p).

2 Exemples d’idéaux
1. (a) On commence par prouver que ∆f est un idéal à droite.

• ∆f ⊂ L(V ) : clair
• 0 = f ◦ 0 ∈ ∆f

• ∆f est stable par combinaisons linéaires :
Soient (ψ1, ψ2) ∈ ∆2

f et (λ1, λ2) ∈ K2.
ψ1 ∈ ∆f donc il existe ϕ1 ∈ L(V ) tq ψ1 = f ◦ ϕ1
ψ2 ∈ ∆f donc il existe ϕ2 ∈ L(V ) tq ψ2 = f ◦ ϕ2
On a alors :
λ1ψ1 + λ2ψ2 = λ1f ◦ ϕ1 + λ2f ◦ ϕ2 = f ◦ (λ1ϕ1 + λ2ϕ2) ∈ ∆f

On a donc prouvé que ∆f est un sev de L(V ).
• Soient ψ ∈ ∆f et ϕ ∈ L(V ).
ψ ∈ ∆f donc il existe ϕ1 ∈ L(V ) tq ψ = f ◦ ϕ1
Donc ψ ◦ ϕ = (f ◦ ϕ1) ◦ ϕ = f ◦ (ϕ1 ◦ ϕ) ∈ ∆f

Donc ∆f est un idéal à droite.

On montre ensuite que Γf est un idéal à gauche.
• Γf ⊂ L(V ) : clair
• 0 = 0 ◦ f ∈ Γf

• Γf est stable par combinaisons linéaires :
Soient (ψ1, ψ2) ∈ Γ2

f et (λ1, λ2) ∈ K2.
ψ1 ∈ Γf donc il existe ϕ1 ∈ L(V ) tq ψ1 = ϕ1 ◦ f
ψ2 ∈ Γf donc il existe ϕ2 ∈ L(V ) tq ψ2 = ϕ2 ◦ f
On a alors :
λ1ψ1 + λ2ψ2 = λ1ϕ1 ◦ f + λ2ϕ2 ◦ f = (λ1ϕ1 + λ2ϕ2) ◦ f ∈ Γf

On a donc prouvé que Γf est un sev de L(V ).
• Soient ψ ∈ Γf et ϕ ∈ L(V ).
ψ ∈ Γf donc il existe ϕ1 ∈ L(V ) tq ψ = ϕ1 ◦ f
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Donc ϕ ◦ ψ = ϕ(ϕ1 ◦ f) = (ϕ ◦ ϕ1) ◦ f ∈ Γf

Donc Γf est un idéal à gauche.

(b) On commence par prouver que JW est un idéal à droite.
• JW ⊂ L(V ) : clair
• 0 ∈ JW : clair.

En effet Im
(
0L(V )

)
= {0V } ⊂W .

• JW est stable par combinaisons linéaires :
Soient (f1, f2) ∈ J 2

W et (λ1, λ2) ∈ K2.

Im (λ1f1 + λ2f2) ⊂ Im (λ1f1) + Im (λ2f2) cf la question 3 des préliminaires
⊂ Im (f1) + Im (f2) cf la question 5 des préliminaires
⊂ W cf la question 6 des préliminaires

Donc λ1f1 + λ2f2 ∈ JW .
On a donc prouvé que JW est un sev de L(V ).
• Soient f ∈ JW et ϕ ∈ L(V ).

D’après la question 1 des préliminaires :
Im (f ◦ ϕ) ⊂ Im (f) ⊂W donc f ◦ ϕ ∈ JW .

On montre ensuite que KW est un idéal à gauche.
• KW ⊂ L(V ) : clair
• 0 ∈ KW : clair.
En effet Ker

(
0L(V )

)
= V contient W .

• KW est stable par combinaisons linéaires :
Soient (f1, f2) ∈ K2

W et (λ1, λ2) ∈ K2.
f1 ∈ KW donc W ⊂ Ker (f1).
Mais d’après les préliminaires, Ker (f1) ⊂ Ker (λ1f1) donc W ⊂ Ker (λ1f1).
De même W ⊂ Ker (λ2f2) donc W ⊂ Ker (λ1f1) ∩Ker (λ2f2).
D’après la question 4 des préliminaires, W ⊂ Ker (λ1f1 + λ2f2).
Donc λ1f1 + λ2f2 ∈ KW .

On a donc prouvé que KW est un sev de L(V ).
• Soient f ∈ JW et ϕ ∈ L(V ).
f ∈ JW donc W ⊂ Ker (f)
D’après la première question des préliminaires, Ker (f) ⊂ Ker (ϕ ◦ f) donc
W ⊂ Ker (ϕ ◦ f) et ϕ ◦ f ∈ KW .

2. (a) • L1 est injective :
Si f ∈ Ker (L1) :

∀x ∈ V f(x) = f |W (x) = L1(f)(x)
= 0 car f ∈ Ker (L1)

donc f = 0.
• L1 est surjective :

Si g ∈ L(V,W ), l’application f
{
V → V

x 7→ g(x)
est bien définie. C’est une application

linéaire donc f ∈ L(V ).
∀x ∈ V f(x) = g(x) ∈W
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Donc f ∈ JW .
Enfin L1(f) = g.

On a donc montré que L1 est un isomorphisme de JW sur L(V,W ).
On en déduit :
dim (JW ) = dim (L(V,W )) = dim (V )× dim (W )

(b) L2 est injective :
Soit f ∈ Ker (L2).
Ceci signifie que :
∀x ∈ S f(x) = 0
Mais f ∈ KW donc :
∀x ∈W f(x) = 0
Soit x ∈ E.
∃!(xW , xS) ∈W × S tq x = xW + xS

f(x) = f(xW ) + f(xS) = 0 + 0 = 0
Donc f = 0 et L2 est injective.
L2 est surjective.
Soit p la projection sur S parallèlement à W .
Soit g ∈ L(S, V ).

Soit f
{
V → V

x 7→ g(p(x))
∀x ∈ E p(x) ∈ S donc f est bien définie
f est linéaire comme composée d’applications linéaires
De plus :
∀x ∈W f(x) = g(p(x)) = g(0) = 0 : f ∈ KW

∀x ∈ S f(x) = g(p(x)) = g(x) (les vecteurs de S sont invariants par p)
Donc f|S = g et L(f) = g
L2 est donc un isomorphisme de KW sur L(S, V ) et :

dim (KW ) = dim (L(S, V )) = dim (S)× dim (V )
= (dim (V )− dim (W ))× dim (V )

(c) D’après les propriétés de L(V ), L3 est linéaire.
Soit φ ∈ L(V ).

φ ∈ Ker (L3) ⇐⇒ f ◦ φ = 0⇐⇒ ∀x ∈ V f(φ(x)) = 0
⇐⇒ ∀x ∈ V φ(x) ∈ Ker (f)
⇐⇒ {φ(x);x ∈ V } ⊂ Ker (f)
⇐⇒ Im (φ) ⊂ Ker (f)
⇐⇒ φ ∈ JKer (f)

Donc Ker (L3) = JKer (f).
Mais ∆f = Im (L3) donc par la formule du rang :

dim (∆f ) = dim (L(V ))− dim (JKer (f))
= (dim (V ))2 − dim (V )× dim (Ker (f))
= dim (V ) (dim (V )− dim (Ker (f)))
= rg(f)× dim (V ) (formule du rang)
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D’après les préliminaires :
∀ϕ ∈ L(V ) Im (f ◦ ϕ) ⊂ Im (f) ie ∆f ⊂ J Im (f)
Mais :

dim (J Im (f)) = dim (JIm (f))× dim (V ) cf 2)a)
= rg(f)× dim (V )
= dim (∆f )

Donc ∆f = J Im (f)

(d) Soit L4

{
L(V )→ L(V )
φ 7→ φ ◦ f

.

D’après les propriétés de L(V ), L4 est linéaire.
Soit φ ∈ L(V ).

φ ∈ Ker (L4) ⇐⇒ φ ◦ f = 0
⇐⇒ Im (f) ⊂ Ker (φ)
⇐⇒ φ ∈ KIm (f)

Donc Ker (L4) = KIm (f).
Mais Γf = Im (L4) donc par la formule du rang :

dim (Γf ) = dim (L(V ))− dim (KIm (f))
= (dim (V ))2 − dim (V )× (dim (V )− dim (Im (f)))
= rg(f)× dim (V )

D’après les préliminaires :
∀ϕ ∈ L(V ) Ker (f) ⊂ Ker (ϕ ◦ f) ie Γf ⊂ KKer (f)
Mais :

dim (KKer (f)) = (dim (V )− dim (Ker (f)))× dim (V ) cf 2)b)
= rg(f)× dim (V ) par la formule du rang
= dim (Γf )

Donc Γf = KKer (f)

3 Etude des idéaux de L(V ) : première méthode
1. (a)

JW ∩ JW ′ = {f ∈ L(V ) tq Im (f) ⊂W} ∩ {f ∈ L(V ) tq Im (f) ⊂W ′}
= {f ∈ L(V ) tq Im (f) ⊂W ET Im (f) ⊂W ′}
= {f ∈ L(V ) tq Im (f) ⊂W ∩W ′} = JW∩W ′

En effet si A,B et C sont trois ensembles :
(A ⊂ B et A ⊂ C)⇐⇒ A ⊂ B ∩ C

KW ∩ KW ′ = {f ∈ L(V ) tq W ⊂ Ker (f)} ∩ {f ∈ L(V ) tq W ′ ⊂ Ker (f)}
= {f ∈ L(V ) tq W ⊂ Ker (f) ET W ′ ⊂ Ker (f)}
= {f ∈ L(V ) tq W +W ′ ⊂ Ker (f)} cf la question 6 des préliminaires
= KW +W ′
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(b) Soit f ∈ JW + JW ′ .
∃(f1, f2) ∈ JW × JW ′ tq f = f1 + f2
Im (f) = Im (f1 + f2) ⊂ Im (f1) + Im (f2) cf question 3 des préliminaires
f1 ∈ JW donc Im (f1) ⊂W . Mais W ⊂W +W ′ donc Im (f1) ⊂W +W ′.
f2 ∈ JW ′ donc Im (f2) ⊂W ′. Mais W ′ ⊂W +W ′ donc Im (f2) ⊂W +W ′.
D’après la question 6 des préliminaires, Im (f1) + Im (f2) ⊂W +W ′.
On en déduit Im (f) ⊂W +W ′ ie f ∈ JW +W ′ .
Donc JW + JW ′ ⊂ JW +W ′ .
De plus :

dim (JW + JW ′) = dim (JW ) + dim (JW ′)− dim (JW ∩ JW ′) formule de Grassman
= dim (JW ) + dim (JW ′)− dim (JW∩W ′) cf la question précédente
= dim (V )× dim (W ) + dim (V )× dim (W ′)− dim (V )× dim (W ∩W ′) cf 1.2.a
= dim (V )×

(
dim (W ) + dim (W ′)− dim (W ∩W ′)

)
= dim (V )× dim (W +W ′) = dim (JW +W ′)

On en déduit JW + JW ′ = JW +W ′ .
(c) Soit f ∈ KW +KW ′ .
∃(f1, f2) ∈ KW ×KW ′ tq f = f1 + f2
f1 ∈ KW donc W ⊂ Ker (f1).
f2 ∈ KW ′ donc W ′ ⊂ Ker (f2).
On en déduit W ∩W ′ ⊂ Ker (f1) ∩Ker (f2)
Ker (f1) ∩Ker (f2) ⊂ Ker (f1 + f2) = Ker (f) cf question 4 des préliminaires
On en déduit W ∩W ′ ⊂ Ker (f) ie f ∈ KW∩W ′ .
Donc KW +KW ′ ⊂ KW∩W ′ .
De plus :

dim (KW +KW ′) = dim (KW ) + dim (KW ′)− dim (KW ∩ KW ′) formule de Grassman
= dim (KW ) + dim (KW ′)− dim (KW +W ′) cf la question précédente
= dim (V )× (dim (V )− dim (W )) + dim (V )× (dim (V )− dim (W ′))
−dim (V )× (dim (V )− dim (W +W ′)) cf 1.2.a

= dim (V )×
(
dim (V )−

(
dim (W ) + dim (W ′)− dim (W +W ′)

))
= dim (V )× (dim (V )− dim (W ∩W ′)) = dim (KW∩W ′)

On en déduit KW +KW ′ = KW∩W ′ .
2. Idéaux à droite de L(V )
(a) Soit E = {dim (W ) pour W sev de V tel que JW ⊂M}.

• E 6= ∅
En effet J{0} = {f ∈ L(V ) tq Im (f) ⊂ {0V }} = {0L(V )} ⊂ M car M est un sev
de L(V ).
Donc 0 ∈ E.
• E est une partie majorée (par dim (V )) de N.

On en déduit que E possède un élément maximal ie : il existe W sev de V tel que
JW ⊂M et tel qu’aucun sev W ′ de V ne vérifie JW ′ ⊂M et dim (W ′) > dim (W ).

(b) Soit f ∈M.
M est un idéal à droite donc ∆f ⊂M.
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D’après 1.2.c, JIm (f) ⊂M.
Mais JW ⊂M donc d’après la question 6 des préliminaires, JIm (f) + JW ⊂M.
Or on vient de voir : JIm (f) + JW = JIm (f)+W donc JIm (f)+W ⊂M.
Vue la maximalité de W , dim (Im (f) +W ) ≤ dim (W ).
Mais W ⊂ Im (f) +W donc dim (W ) ≤ dim (Im (f) +W ).
On en déduit dim (Im (f) +W ) = dim (W ).
Avec l’inclusion W ⊂ Im (f) +W , on a W = Im (f) +W .
Mais Im (f) ⊂ Im (f) +W donc Im (f) ⊂W ie f ∈ JW .

(c) On vient de montrerM⊂ JW .
Comme par construction, JW ⊂M, on a bienM = JW .

(d) Il est clair qu’il existe g ∈ L(V ) tel que Im (g) = W (considérer une projection sur W
parallèlement à un supplémentaire de W ) donc :
∃g ∈ L(V ) tqM = JIm (g) = ∆g

3. Idéaux à gauche de L(V )
(a) Soit E = {dim (W ) pour W sev de V tel que KW ⊂M}.

• E 6= ∅
En effet KV = {f ∈ L(V ) tq V ⊂ Ker (f)} = {0L(V )} ⊂ M car M est un sev de
L(V ).
Donc dim (V ) ∈ E.

Or toute partie non vide de N possède un plus petit élément donc E possède un
élément minimal ie : il existe W sev de V tel que KW ⊂ M et tel qu’aucun sev W ′
de V ne vérifie KW ′ ⊂M et dim (W ′) < dim (W ).

(b) Soit f ∈M.
M est un idéal à gauche donc Γf ⊂M.
D’après 1.2.c, KKer (f) ⊂M.
Mais KW ⊂M donc d’après la question 6 des préliminaires, KKer (f) +KW ⊂M.
Or on vient de voir : KKer (f) +KW = KKer (f)∩W donc KKer (f)∩W ⊂M.
Vue la minimalité de W , dim (Ker (f) ∩W ) ≥ dim (W ).
Mais Ker (f) ∩W ⊂W donc dim (Ker (f) ∩W ) ≤ dim (W ).
On en déduit dim (Ker (f) ∩W ) = dim (W ).
Avec l’inclusion Ker (f) ∩W ⊂W , on a Ker (f) ∩W = W .
Mais Ker (f) ∩W ⊂ Ker (f) donc W ⊂ Ker (f).

(c) On vient de montrerM⊂ KW .
Comme par construction, KW ⊂M, on a bienM = KW .

(d) Il est clair qu’il existe g ∈ L(V ) tel que Ker (g) = W (considérer une projection sur
un supplémentaire de W parallèlement à W ) donc :
∃g ∈ L(V ) tqM = Kker(g) = Γg

4. (a) Soit f ∈ JU ∩ KW .
f ∈ JU donc Im (f) ⊂ U ie : ∀x ∈ E f(x) ∈ U
L’application f |U|S est donc bien définie. Elle est clairement linéaire.

On peut donc définir L

JU ∩ KW → L(S,U)
f 7→ f

|U
|S

.

L est elle-même une application linéaire.
Montrons que c’est un isomorphisme.
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Soit f ∈ Ker (L).
∀x ∈ S f(x) = f

|U
|S (x) = L(f)(x) = 0

Donc S ⊂ Ker (f).
Mais f ∈ KW donc W ⊂ Ker (f).
D’après la question 6 des préliminaires, S +W ⊂ Ker (f).
Mais S +W = E donc E ⊂ Ker (f) et f est nulle.
Ker (L) = {0} donc L est injective.

Montrons que L est surjective.
Soit p la projection sur S parallèlement à W .
Soit g ∈ L(S, V ).

Soit f
{
V → V

x 7→ g(p(x))
∀x ∈ E p(x) ∈ S donc f est bien définie
f est linéaire comme composée d’applications linéaires
De plus :
∀x ∈W f(x) = g(p(x)) = g(0) = 0 : f ∈ KW

∀x ∈ E f(x) = g(p(x)) ∈ U car g est une application de S dans U .
Donc f ∈ JU ∩ KW

∀x ∈ S f(x) = g(p(x)) = g(x) (les vecteurs de S sont invariants par p)
Donc f |U|S = g et L(f) = g

L est donc un isomorphisme de JU ∩ KW sur L(S,U) et :

dim (JU ∩ KW ) = dim (L(S,U)) = dim (S)× dim (U)
= (dim (V )− dim (W ))× dim (U)

(b) SoitM un idéal bilatère de L(V ).
M est un idéal à gauche donc il existe W sev de V tel queM = KW .
M est un idéal à droite donc il existe U sev de V tel queM = JU .
On aM = JU = KW donc JU ∩ KW = JU = KW =M.
On a donc dim (JU ∩ KW ) = dim (JU ).
On en déduit : (dim (V )− dim (W ))× dim (U) = dim (V ) dim (U)
ce qui donne après simplification dim (W )× dim (U) = 0.
Donc dim (U) = 0 ou dim (W ) = 0.
Donc U = {0} ou W = {0}.
SI U = {0} alorsM = J{0} = {0} cf 2.a.
Si W = {0} alorsM = K{0} = {f ∈ L(V ) tq {0} ⊂ Ker (f)} = L(V ).

Réciproquement, il ne reste plus qu’à prouver que {0} et L(V ) sont des idéaux bila-
tères.
Les vérifications de la définition sont triviales. On peut aussi dire que :
{0} = J{0} = KV

et que {0} = K{0} = JV

et utiliser la partie 1.
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4 Etude des idéaux de L(V ) : deuxième méthode
1. (a) Soit f ∈M inversible.

∀g ∈ L(V ) g = (f ∈M) ◦ (f−1 ◦ g ∈ L(V )) ∈M.
Donc L(V ) ⊂M.
MaisM est un sev de L(V ) doncM⊂ L(V ).
On en déduitM = L(V ).
Si un idéal bilatère de L(V ) contient une matrice inversible, c’est L(V ) (qui est bien
un idéal bilatère de L(V ) : vérifications faciles).

Remarque
On a en fait prouvé que si un idéal à droite de L(V ) contient un inversible c’est L(V )
en entier.
On prouverait de même que si un idéal à gauche de L(V ) contient un inversible c’est
L(V ) en entier.

(b) Soit B = (e1, . . . , en) une base de V adaptée à la décomposition V = D ⊕ S.
f 6= 0 donc il existe x ∈ V tel que ε1 = f(x) 6= 0.
On complète 1 la famille libre (ε1) en une base C = (ε1, . . . , εn) de V .

∃!b ∈ L(V ) tq
{
b(e1) = x

∀i ∈ [[2;n]] b(ei) = 0

∃!a ∈ L(V ) tq
{
a(ε1) = e1

∀i ∈ [[2;n]] a(εi) = 0

(a ◦ f ◦ b)(e1) = (a ◦ f)(b(e1)) = (a ◦ f)(x) = a(f(x)) = a(ε1)
= e1

∀i ∈ [[2;n]] (a ◦ f ◦ b)(ei) = (a ◦ f)(b(ei)) = (a ◦ f)(0)
= 0

Donc a ◦ f ◦ b est la projection sur Ke1 = D parallèlement à Vect(e2, . . . , en) = S.
(c) SoitM un idéal bilatère de L(V ) non réduit à {0}.

Soit f ∈M \ {0}.
Soit B = (e1, . . . , en) une base de V .
D’après la question précédente :
∀i ∈ [[1;n]] ∃(ai, bi) ∈ L(V )2 tq ai ◦ f ◦ bi = pi la projection sur Kei parallèlement à
Vect ((ej)j 6=i).
M étant un idéal à droite, f ◦ bi ∈M
M étant un idéal à gauche, ai ◦ f ◦ bi ∈M

M étant un sev de L(V ), IdV =
n∑

i=1
pi ∈M

D’après a,M = L(V ).
On a donc prouvé que siM est un idéal bilatère de L(V ) alorsM = {0} ou L(V ).
Réciproquement, on vérifie facilement (avec les définitions) que {0} et L(V ) sont des
idéaux bilatères de L(V ).
On a bien redémontré le résultat de 2.3.b.

1. En toute rigueur, il faudrait supposer n ≥ 2, mais il suffit d’adapter le raisonnement si n = 1
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2. (a) Si W = {0} alors W ′ = V .
On prend a = 0L(V ).
f ◦ a = 0L(V ) est bien un projecteur d’image W et de noyau W ′.
Dans la suite on suppose W 6= {0}.
Soit (e1, . . . , ed) une base de W .
W ⊂ Im (f) donc :
∀i ∈ [[1; d]] ∃εi ∈ V tq f(εi) = ei

SiW ′ = {0}, ce qui revient à supposerW = V alors d = n et (e1, . . . , ed) = (e1, . . . , en)
est une base de V .
∃!a ∈ L(V ) tq ∀i ∈ [[1;n]] a(ei) = εi
On a alors :
∀i ∈ [[1;n]] (f ◦ a)(ei) = f(a(ei)) = f(εi) = ei

On en déduit f ◦ a = IdV qui est bien un projecteur d’image W et de noyau W ′.
On suppose désormais W 6= V ie d < n.
Soit (ed+1, . . . , en) une base de W ′ (W ′ étant un supplémentaire de W sa dimension
est bien n− d).
(e1, . . . , en) est une base de V .

∃!a ∈ L(V ) tq
{
∀i ∈ [[1; d]] a(ei) = εi

∀i ∈ [[d+ 1;n]] a(ei) = 0
∀i ∈ [[1; d]] (f ◦ a)(ei) = ei

∀i ∈ [[d+ 1]] (f ◦ a)(ei) = 0
Donc f ◦ a est la projection sur W parallèlement à W ′.

(b) Soit (x1, x2, x3, x4) ∈W1 × (Im (f) ∩ Im (g))×W2 × S tq x1 + x2 + x3 + x4 = 0
W1, Im (f) ∩ Im (g) et W2 sont inclus dans Im (f) + Im (g) donc x1 + x2 + x3 ∈
Im (f) + Im (g).
Im (f) + Im (g) et S sont supplémentaires donc x4 = 0 et x1 + x2 + x3 = 0
x2 et x3 appartiennent à Im (g) donc x1 = −(x2 + x3) ∈ Im (g).
Mais x1 ∈W1 ⊂ Im (f) donc x1 ∈ Im (f) ∩ Im (g).
Donc x1 appartient àW1 et Im (f)∩Im (g) qui sont supplémentaires dans Im (f) donc
x1 = 0.
Il reste x2 +x3 = 0 avec x2 ∈ Im (f)∩ Im (g) et x3 ∈W2 et Im (f)∩ Im (g) et W2 sont
supplémentaires dans Im (g) donc x2 = x3 = 0.
La somme W1 + (Im (f) ∩ Im (g)) +W2 + S est bien directe.
De plus :

dim (W1 ⊕ (Im (f) ∩ Im (g))⊕W2 ⊕ S) = dim (W1) + dim (Im (f) ∩ Im (g)) + dim (W2) + dim (S)
= dim (Im (f))− dim (Im (f) ∩ Im (g))

+ dim (Im (f) ∩ Im (g))
+ dim (Im (g))− dim (Im (f) ∩ Im (g)) + dim (S)

= dim (Im (f)) + dim (Im (g))− dim (Im (f) ∩ Im (g))
+ dim (S)

= dim (Im (f) + Im (g)) + dim (S)
= dim (V )

On a bien montré V = W1 ⊕ (Im (f) ∩ Im (g))⊕W2 ⊕ S

Justifions W1 + Im (g) = Im (f) + Im (g).
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W1 ⊂ Im (f) ⊂ Im (f) + Im (g) donc W1 + Im (g) ⊂ Im (f) + Im (g).
W1 ∩ Im (g) = (W1 ∩ Im (f))Im (g) car W1 ⊂ Im (f) donc :
W1 ∩ Im (g) = W1 ∩ (Im (f) ∩ Im (g)) = {0} car W1 est un supplémentaire de
Im (f) ∩ Im (g) dans Im (f).
On en déduit :

dim (W1 + Im (g)) = dim (W1) + dim (Im (g)) = dim (Im (f))− dim (Im (f) ∩ Im (g)) + dim (Im (g))
= dim (Im (f) + Im (g))

D’où : W1 + Im (g) = Im (f) + Im (g).

V = W1 ⊕ (Im (f) ∩ Im (g))⊕W2 ⊕ S donc (Im (f) ∩ Im (g))⊕W2 ⊕ S = Im (g)⊕ S
est un supplémentaire de W1.
Donc il existe a ∈ L(V ) tq f ◦a soit un projecteur d’image W1 et de noyau Im (g)⊕S.
De V = W1⊕(Im (f)∩Im (g))⊕W2⊕S, on déduit queW1⊕S et (Im (f)∩Im (g))⊕W2 =
Im (g) sont supplémentaires.
Donc il existe b ∈ L(V ) tq g ◦ b soit un projecteur d’image Im (g) et de noyau W1⊕S.

Soit x ∈W1.
x ∈W1 ⊕ S = Ker (g ◦ b) donc (g ◦ b)(x) = 0
x ∈W1 = Im (f ◦a) = Ker (f ◦a−IdV ) (car f ◦a est un projecteur) donc x = (f ◦a)(x).
On en déduit : x = (f ◦ a+ g ◦ b)(x) ∈ Im (f ◦ a+ g ◦ b).
Donc W1 ⊂ Im (f ◦ a+ g ◦ b).

Soit x ∈ Im (g).
x ∈ Im (g)⊕ S = Ker (f ◦ a) donc (f ◦ a)(x) = 0
x ∈ Im (g) = Im (g ◦ b) = Ker (g ◦ b) (car g ◦ b est un projecteur) donc x = (g ◦ b)(x).
On en déduit : x = (f ◦ a+ g ◦ b)(x) ∈ Im (f ◦ a+ g ◦ b).
Donc Im (g) ⊂ Im (f ◦ a+ g ◦ b).
D’après la question 6 des préliminaires, W1 + Im (g) ⊂ Im (f ◦ a+ g ◦ b).
Mais W1 + Im (g) = Im (f) + Im (g) donc Im (f) + Im (g) ⊂ Im (f ◦ a+ g ◦ b).
Mais d’après les préliminaires :
Im (f ◦ a+ g ◦ b) ⊂ Im (f ◦ a) + Im (g ◦ b) avec Im (f ◦ a) ⊂ Im (f) ⊂ Im (f) + Im (g) et
Im (g ◦ b) ⊂ Im (g) ⊂ Im (f) + Im (g) donc Im (f ◦ a+ g ◦ b) ⊂ Im (f) + Im (g).
Finalement Im (f ◦ a+ g ◦ b) = Im (f) + Im (g).

(c) Si p = 1 alors f = f1 convient.
On suppose p ≥ 2.
D’après ce qui précède, il existe a et b ∈ L(V ) tq Im (f1◦a+f2◦b) = Im (f1)+Im (f2).
M est un idéal à droite donc f1 ◦ a ∈M.
M est un idéal à droite donc f2 ◦ b ∈M.
M est un sev de L(V ) donc g1 = f1 ◦ a+ f2 ◦ b ∈M.
Si p = 2, g1 convient.
On suppose p ≥ 3.
En raisonnant comme ci-dessus, on montre :
∃g2 ∈M tq Im (g2) = Im (g1) + Im (f3) = Im (f1) + Im (f2) + Im (f3).
Si p = 3, g2 convient.
Sinon, on itère le procédé et on arrive au résultat en p− 1 < +∞ opérations.
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f ∈M idéal à droite donc ∆f ⊂M.
Réciproquement, soit g ∈M.
(fi)1≤i≤p est une base deM donc :

∃!(λ1, . . . , λp) ∈ Kp tq g =
p∑

i=1
λifi

En raisonnant comme d’habitude :
Im (g) ⊂

p∑
i=1

(Im (λifi) ⊂ Im (fi)) ⊂
p∑

i=1
Im (fi) = Im (f) ie g ∈ JIm (f)

Mais d’après 1.2.c, JIm (f) = ∆f donc g ∈ ∆f .
D’oùM⊂ ∆f puisM = ∆f .

3. (a) On va prendre des bases de sev de V qu’on va compléter en base de V .
En toute rigueur, il faudrait à chaque fois isoler le cas où il est inutile de compléter.
Je ne le ferai pas.

On note q la dimension de Ker (f) et d celle de W .
On part de (e1, . . . , eq) base Ker (f) qu’on complète en (e1, . . . , ed) base de W .
On considère alors (ed+1, . . . , en) une base de W ′ (W ′ étant un supplémentaire de W
sa dimension est bien n− d).
(e1, . . . , en) est une base de V .
On montre ensuite que la famille (f(eq+1), . . . , f(en)) est libre.

Soit (λq+1, . . . , λn) ∈ Kn−q tq
n∑

i=q+1
λif(ei) = 0

n∑
i=q+1

λif(ei) = f

 n∑
i=q+1

λiei

 donc
n∑

i=q+1
λiei ∈ Ker (f) = Vect(e1, . . . , eq)

(e1, . . . , en) est une famille libre donc λq+1 = · · · = λn = 0
On peut donc compléter la famille (f(eq+1), . . . , f(en)) en une base (ε1, . . . , εq, f(eq+1), . . . , f(en))
de V .

∃!a ∈ L(V ) tq


∀i ∈ [[1; q]] a(εi) = 0
∀i ∈ [[q + 1; d]] a(f(ei)) = 0
∀i ∈ [[d+ 1;n]] a(f(ei)) = ei

On a alors :
∀i ∈ [[1; q]] (a ◦ f)(ei) = a(f(ei)) = a(0) = 0
∀i ∈ [[q + 1; d]] a(f(ei)) = 0
∀i ∈ [[d+ 1;n]] a(f(ei)) = ei

Donc a◦f est la projection sur Vect(ed+1, . . . , en) = W ′ parallèlement à Vect(e1, . . . , ed) =
W .

(b) Soit (x1, x2, x3, x4) ∈W1 × (Ker (f) ∩Ker (g))×W2 × S tq x1 + x2 + x3 + x4 = 0
W1, Ker (f) ∩ Ker (g) et W2 sont inclus dans Ker (f) + Ker (g) donc x1 + x2 + x3 ∈
Ker (f) + Ker (g).
Ker (f) + Ker (g) et S sont supplémentaires donc x4 = 0 et x1 + x2 + x3 = 0
x2 et x3 appartiennent à Ker (g) donc x1 = −(x2 + x3) ∈ Ker (g).
Mais x1 ∈W1 ⊂ Ker (f) donc x1 ∈ Ker (f) ∩Ker (g).
Donc x1 appartient à W1 et Ker (f) ∩Ker (g) qui sont supplémentaires dans Ker (f)
donc x1 = 0.
Il reste x2 + x3 = 0 avec x2 ∈ Ker (f)∩Ker (g) et x3 ∈W2 et Ker (f)∩Ker (g) et W2
sont supplémentaires dans Ker (g) donc x2 = x3 = 0.
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La somme W1 + (Ker (f) ∩Ker (g)) +W2 + S est bien directe.
De plus :

dim (W1 ⊕ (Ker (f) ∩Ker (g))⊕W2 ⊕ S) = dim (W1) + dim (Ker (f) ∩Ker (g)) + dim (W2) + dim (S)
= dim (Ker (f))− dim (Ker (f) ∩Ker (g))

+ dim (Ker (f) ∩Ker (g))
+ dim (Ker (g))− dim (Ker (f) ∩Ker (g)) + dim (S)

= dim (Ker (f)) + dim (Ker (g))− dim (Ker (f) ∩Ker (g))
+ dim (S)

= dim (Ker (f) + Ker (g)) + dim (S)
= dim (V )

On a bien montré V = W1 ⊕ (Ker (f) ∩Ker (g))⊕W2 ⊕ S

On en déduit que W2 est un supplémentaire de W1 ⊕ (Ker (f) ∩ Ker (g)) ⊕ S =
Ker (f)⊕ S qui contient Ker (f).
Donc il existe a ∈ L(V ) tq a◦f soit un projecteur d’imageW2 et de noyau Ker (f)⊕S.
V = W1 ⊕ (Ker (f) ∩ Ker (g)) ⊕ W2 ⊕ S donc W1 ⊕ S est un supplémentaire de
(Ker (f) ∩Ker (g))⊕W2 = Ker (g).
Donc il existe b ∈ L(V ) tq b◦g soit un projecteur d’imageW1⊕S et de noyau Ker (g).

D’après les préliminaires Ker (a ◦ f) ∩Ker (b ◦ g) ⊂ Ker (a ◦ f + b ◦ g).
Réciproquement, soit x ∈ Ker (a ◦ f + b ◦ g).
(a ◦ f)(x) = −(b ◦ g)(x) ∈ Im (a ◦ f) ∩ Im (b ◦ g) = W2 ∩ (W1 ⊕ S) = {0} Donc
x ∈ Ker (a ◦ f) ∩Ker (b ◦ g).
D’où Ker (a ◦ f + b ◦ g) = Ker (a ◦ f) ∩Ker (b ◦ g).
Mais Ker (a ◦ f) ∩Ker (b ◦ g) = (Ker (f)⊕ S) ∩Ker (g)
On a clairement Ker (f) ∩Ker (g) ⊂ (Ker (f)⊕ S) ∩Ker (g).
Réciproquement, soit x ∈ (Ker (f)⊕ S) ∩Ker (g).
∃(x1, x2) ∈ Ker (f)× S tq x = x1 + x2.
x ∈ Ker (g) donc x2 = x − x1 ∈ Ker (f) + Ker (g) et S est un supplémentaire de
Ker (f) + Ker (g) donc : x2 = 0 et x = x1 ∈ Ker (f).
Donc (Ker (f)⊕ S) ∩Ker (g) ⊂ Ker (f) ∩Ker (g) et finalement :
Ker (a ◦ f + b ◦ g) = Ker (f) ∩Ker (g).

(c) Si p = 1 alors f = f1 convient.
On suppose p ≥ 2.
D’après ce qui précède, il existe a et b ∈ L(V ) tq Ker (a◦f1+b◦f2) = Ker (f1)∩Ker (f2).
M est un idéal à gauche donc a ◦ f1 ∈M.
M est un idéal à gauche donc b ◦ f2 ∈M.
M est un sev de L(V ) donc g1 = a ◦ f1 + b ◦ f2 ∈M.
Si p = 2, g1 convient.
On suppose p ≥ 3.
En raisonnant comme ci-dessus, on montre :
∃g2 ∈M tq Ker (g2) = Ker (g1) ∩Ker (f3) = Ker (f1) ∩Ker (f2) ∩Ker (f3).
Si p = 3, g2 convient.
Sinon, on itère le procédé et on arrive au résultat en p− 1 < +∞ opérations.
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f ∈M idéal à gauche donc Γf ⊂M.
Réciproquement, soit g ∈M.
(fi)1≤i≤p est une base deM donc :

∃!(λ1, . . . , λp) ∈ Kp tq g =
p∑

i=1
λifi

Ker (g) contient
p⋂

i=1
Ker (λifi)

Mais Ker (λifi) contient Ker (fi) donc Ker (g) contient
p⋂

i=1
Ker (fi) = Ker (f) ie g ∈

KKer (f)
Mais d’après 1.2.c, KKer (f) = Γf donc g ∈ Γf .
D’oùM⊂ Γf puisM = Γf .
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