TD 2024-2025
Analyse 2
Chapitre 2
Limites dans un espace vectoriel normé
Correction

941

1 Normes équivalentes
Exercice 1 (Centrale 2001)

E={feC([0;1,R) tq f(0) = 0}.
On note Ny la norme sur C ([0; 1], R)définie par :

Vf € C([0; 1, R) Noo(f) = Taax, [/ ()]

1. Montrer qu’on peut définir deux normes N et N’ sur E par :
N(f) :Noo(f)+Noo(f,) et N,(f) :Noo(f+f/)
2. Montrer leur équivalence.

Indication
On pourra montrer :

Vf e Evae [0:1] f(z) = e /Om(f(t) @) et d

Correction
1. On commence par vérifier que N est une norme :
o Vfe EN(f)eR;.
Vi€ EVACRN(S) = No(Af)+ Noo(Af) = Al Noo(f) + [A| Noo (/")

= ‘)" (Noo(f) + Noo(f/))
= AIN()

e Soit f € E tel que N(f)=0.

Noo(f) + Noo(f') = 0 avec Noo(f) et Noo(f’) > 0 done Noo(f) = Noo(f') = 0.

Donc f =0 (Ny est une norme).

Noo(f +9) + Noo(f' + ¢')
Noo(f) + Noo(9) + Neo(f') + Neo(g')
N(f)+ N(g)

V(f,9) € B> N(f +g)

ININ

On vérifie ensuite que N’ est une norme.

1
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Vfe EN(f)eRy.

VFEEVAERN (Af) = NooAf+Af)=Noo (M + f)
= [A[Noo(f + 1)
= [AIN'(f)

o Soit f € E tq N'(f) = 0.
Noo(f+f") =0donc f+ f = 0ie f est solution de I’équation différentielle y' +y = 0.
On en déduit :
3C e R tq Vz € [0;1] f(z) =Ce™™.
Mais f(0) =0 donc C =0 et f est bien la fonction nulle.

V(f,9) € E*N'(f+9) = Noo(f+g+f +7)
< Noolf+ )+ Neo(g+9)
< N'(f)+N'(g)

2. Vf € EN'(f) = Noo(f + ') < Noo(f) + Noo(f') = N(f)

On ne peut pas faire mieux cf x — z.

Soit f € F.

La fonction f est solution de I’équation différentielle y' +y = f(z) + f'(z).

Résolvons cette équation.

L’équation homogene associée est iy +y = 0 de solution générale y = Ce™ 7.

La méthode de la variation de la constante consiste a chercher une solution particuliere
de la forme y(z) = C(x)e™". i

On trouve C’'(z) e ® = f'(z) + f(z) ce qui conduit & C(x) = / (f(t)+ £ (1)) " dt + Cte.
La solution générale de 1’équation différentielle v’ +y = f(x) —(I)— f'(x) est donc :
y@)=Ce ™+ e® /m(f(t) + () et

En faisant 2 = 0, on grouve y(0) =C.

9f € CH0 1)) Y € 0:1] Sa) = F0)e " + o [ (70 + (0)eta

Et donc compte tenu de f(0) =0 : "

Vfe Evae 0:1] f(z) = e [ (f(t)+ f(1)) e dt

On en déduit :

Voe 0] f@) < e [1rw+ o) ¢ ar

IN

[ M= en'is)
@)+ f(a)— F@)] < 7@ + f@)] + @)
< (e+1)N'(f)

/()]

Donc N(f) < (2e+ 1)N'(f).
N et N’ sont bien équivalentes.
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2 Suites d’un espace vectoriel de dimension finie

Exercice 2

Soit E un K-espace vectoriel de dimension d € N*.
Soit u € L(E) tq 6u® — 5u + idp = 0.
On se propose de montrer que v —— 0.

n—-+o00

1. Premiére méthode

(a)
(b)

Montrer que u est diagonalisable.

Montrer qu’il existe deux projecteurs p; et ps de E tels que u™ soit combinaison
linéaire de p; et de ps.

En calculant les deux coefficients de cette combinaison linéaire montrer que u” ———
n—-+00
0.

2. Deuxiéme méthode

(a)
(b)

Effectuer la division euclidienne de X™ par 6X2 —5X + 1.

En déduire v ——— 0.
n—-+o0o

Correction
E étant de dimension finie, L(F) est de dimension finie. Se poser la question de la convergence
d’une suite a valeurs dans £(E) sans préciser la norme a bien un sens.

1. (a)

(b)

1 1
u est annulé par le polyndéme 6X? —5X +1 =6 (X — 2) (X — 3) qui est scindé a

racines simples donc u est diagonalisable.

11
Le spectre de u est inclus dans {2; 3}.
1 1
Siil y a égalité alors E = Ker <u — 2> & Ker <u — 3> : u est diagonalisable donc F
est la somme des sous-espaces propres de u.
Si le spectre de w est strictement contenu dans {2; 3}, la décomposition précédente

reste vraie car un des deux noyaux est égal a {0} et 'autre a E.

On peut alors définir p; le projecteur de E sur Ker [ u — 2idE) parallelement a

1 1 1
Ker <u — BidE> et pa2 le projecteur de F sur Ker (u — BidE> parallelement & Ker (u — 2édg>

D’apres le cours :

Vn € NVz € Eu"(pi(x)) = <;>np1(x) car pi(x) € Ker (u — ;sz>
et :
Vn € NVz € E u"(p2(x)) = <;> pa2(x)
Donc :
VneNVee Eu(z) = u"(pi(x)+ p2(x)) =u"(p1(z)) + u"(p2(x))
1 1
= 27171 (x) + 372?2(37)

1 1
Donc u" = ——p1 + 3—np2 — 0.

2 n—-+oo
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2. (a) Soit n € N.
Il existe un et un seul couple (Q,, R,) de polyndmes tels que X" = Q,(X)(6X? —
5X + 1) + R,(X) avec R, de degré strictement inférieur au degré de 6X2 —5X + 1.
R, est donc de la forme R, (X) = a, X + by,.
On a pour 7 racine de 6 X2 —5X +1: 7" = Qy(r)(6r2 — 51, + 1) + a7+ by = anr +by,.
D’ou le systeme :

1, 1.1
o 9 e )20 3 6
7:@_’_[, i:a” b
3 3 " 3n 3 "

(b) Onadoncan:6<1—1)—>0.

. 1
On en déduit bn—@—ng

Mais u" = Q, (u)(6u? — 5u + 1) + Ry, (u) = apu + b, donc u* ——— 0.

n—-+00

Exercice 3

Soit F/ un K-espace vectoriel de dimension finie.
Soit A et p € Ktq [N et |u| < 1.
Soit v € L(E) tq (u — Aidg)? o (u — pidg) = 0.
Montrer que v — 0.
n—-+oo
Correction
E étant de dimension finie, L(F) est de dimension finie. Se poser la question de la convergence
d’une suite a valeurs dans £(F) sans préciser la norme a bien un sens.
Le polynome (X — \)?(X — p) annule u. On en déduit que Sp(u) C {\; u}.
(X — M)2(X — p) n’étant pas scindé a racines simples, u n’est pas forcément diagonalisable.
On effectue la division euclidienne de X™ par (X — \)?(X — p).
Soit n € N.
Il existe un et un seul couple (Q,, R,) de polynémes tels que X" = Qn,(X)(X — \)?(X — p) +
R, (X) avec R,, de degré strictement inférieur au degré de (X — \)%(X — p).
R, est donc de la forme R,(X) = a, X2 + b, X + cp.
On a pour 7 racine de (X —\)2(X —p) : 7" = Qn(7)(r—\)2(r—p)+anr?+byr+cn = anr?+b,r+cp.
Donc :
an A2 + b\ + ¢, = A"
anpt? + b+ cp = "
Mais on a aussi :
nX" 1 = QL (X)(X — N2(X — ) + Qu(X) (X = NAX — ) + 20, X + b,
et comme A est racine double de (X — A\)2(X — pu) :
2a,\ + by, = nA" !

Aol G AT
Matriciellement : | 2 p 1 b, | = u"
220 1 0 cn, nA 1
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Mais :
A2 1 A2 A1
p?2 o 1 = |2 =X pu—X 0| Lo+ Lo — Iy
20 1 0 2\ 1 0
2 _ 2
_o =N = e EA
o2 P [T
= (=2 #0 car i # A
Aa 1
Donc la matrice | u2 p 1| est inversible et :
20 1 0
an A2oa 1\ e
by | =|p* 1 "
Cn 20 1 0 nA"!
Al et |u| < 1 donc les suites (A"),cny (W) ey €t (RA"71),  convergent vers 0.
AT 0 an 0
On en déduit que u" —— 0] puis [ b, | —— |0
n—1 n—+o00 n—+00
n 0 Cn 0

Donc les trois suites (ap)nen, (bn)nen et (¢n)nen convergent vers 0.
Mais u" = Qn(u) o (u — Midg)? o (u — pwidg) + anu? + byu + chidg = apu?® + byu? + cpidg donc

u” — 0.
n—-+oo

Exercice 4 (Mines 2015)

zZ20 —

IR

6z, + 1

Zn + 6
Etudier la suite.

Zn+1 =

Correction

6z +1
Soit f:z+— .
/ z24+6
On commence par chercher les points fixes de f : si la suite (z,) converge, c’est vers un point

fixe de f.

f(z)=2 <= 624+1=22+62
= =1
= z==1

On calcule ensuite f(z) — 1 et f(z) + 1 pour voir si on se rapproche de 1 ou de -1.

62—1—171_62—1—1—2—6_52—5_5(2—1)

f(z)—1 = =
z+6 z+6 z+6 z+6
6z+1 6z+1+2+6 T2z4+7 T(z+1
z+6 z+6 z+6 z+6

e Premiére méthode
On essaie d’intuiter le résultat.
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|20 4 6| = 1/% +36 €]6;7[ donc |21 + 1| > |20+ 1] et |21 — 1] < |20 — 1].
On peut penser que la suite va converger vers 1 mais il faut le montrer.
On pose Z,, = z, — 1.
Il s’agit de montrer que la suite de nombres complexes (Z,,) converge vers 0. Cela revient
a montrer que la suite de nombres réels (|Z,|) converge vers 0.
VnENZMJ:zMJ—I—f()—1—5@n_n4*5z
Zp +6 Zn+ T

T=1Z,+T7+(—2,)| < |2y —i—|7||—|—\Z\donc]Z —|—7|>7—]Z]

: 5|Zn
Si|Z,| < T alors |Zy41]| < At
L’idée est ensuite de comparer la suite |Z,| a la suite réelle (v,)nen définie par vy =

V5

= —et:
2

Vn € Nyt = g(vp)

R—R
avec g = 5%%
v 7T—x

La méthode habituelle consiste & étudier les variations de g et le signe de g(z) — .

gest C® sur R\ {7} et :

, T-atz 35
Ve e R\ {7} ¢'(z) = 5(7 b E

g est donc strictement croissante sur | — oo; 7[ et sur |7; +o00].

vxeR\{7}g($)—$=x5_7(j;$) x7—x)

On place z = 0 et z = 2 sur le tableau de variations et on constate que [0;2] est stable

1

| Zo| =

par g.
Au départ |Zo| = |1 + ;‘ = \25 € [0;2].
Si |Zy] € [0;2] alors :

0§|Zn+1|< |Z|car|Z|<7
D’ou :

0< | Zusi] < g(1Zu]) <2
La suite (Z,,) est donc bien définie avec :
VneN |Z,] <2
On en déduit :
Vn € N [Zpi1] < g(1Zn])
Il n’est pas utile d’utiliser la suite (vy,) :
On a:
Vn € N |Zp41| < |Zy)
La suite (|Z,|) est décroissante et minorée par 0 donc elle converge vers [ € [0;|Zp|] C
[0;2[.
Wi €N | Zunl < g1 7Z0])
Donc [ < g(1).
Mais [ € [0;2] donc g(I) <.
On en déduit g(I) =1 puis | = 0.
e Deuxieme méthode
On remarque que si z est différent de —1 et de —6 alors :
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flz)—=1 _5z-1

fz)+1 7 z+1
Il s’agit donc de montrer que la suite (z,,) est bien définie et qu’elle ne prend jamais la

valeur —1.
6z+1
1) z+6
<— 6z2+1=Xz+06X
— (6—-N)z=6A—-1
Donc :

fG)ER=z€R

Par contrapposition :

2 C\R= f(2) e C\R

Or zp € C\ R donc , par récurrence, la suite (z,) est bien définie avec :
VneNz, e C\R

Zn
On pose alors u, =
b n ot 1

et on a :

Yn € Nuyq41 = ?un

(uy,) est une suite géométrique de raison g €] — 1;1[ donc (u,) converge vers 0 et
Uy + 1 1
1-— Up N—>+00 ’
e Troisieme méthode

On essaie d’intuiter le résultat.

|20 4+ 6| = \/% + 36 €]6; 7[ donc |21 + 1| > |20 + 1] et |21 — 1] < |20 — 1].

On peut penser que la suite va converger vers 1 mais il faut le montrer.

Zn =

)
z) =1l =——F2—-1
1) =1l = g =1
Si z est a droite de la droite verticale A d’équation y = —1, alors |z + 6| > 5 (faire un

dessin) et f(z) se rapproche de 1.

On fait un dessin.

On trace le cercle de centre 1 et passant par zg.

Son rayon est |29 — 1| < 2 et il coupe I'axe des x a gauche en 1 — |29 — 1| > —1.
Donc le disque de centre 1 et de rayon |zp — 1| est stable par f.

Sur le dessin, on voit que si z appartient au disque de centre 1 et de rayon |zp — 1] :
lz4+6]|>11—]20—1]4+6|=|T—|20—1]|=7T—|20—1]=a>5

On a alors : 5

Vn e N |zn+1—1]§5 |zn — 1]

0< > < 1 donc (z,) converge vers 1.

e Quatriéme méthode
f)=l<=6z+1=2+6<—z=1.
Un récurrence triviale permet de montrer :

YneNz, #1
1 1 Zn + 6
i N = =
ne Znt1 — 1 flzn) =1  5(zp—1)
1, T
5 5(zp—1)
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Donc la suite définie par :

VYn € Nu, =

Zn — 1
est arithmético-géométrique.
l= ! + 7l == !
55 2

Donc : 1 NP1 i
VnGNun:——F() o

[\)

) 2

= ]un| — 400 et Zn — 1.
n—-4o00 n—400

Donc

|2n — 1
Exercice 5 (Centrale 99)

.CC2

f(z) =tanx — T+

™

1. Montrer que pour tout n € N* f(x) = 0 admet une unique solution dans I,, = |nm — g; nm + 5

notée «,.

b c 1 , . .
2. Montrer que a, =nw+a+ — + — + 0| — | en déterminant a, b, ¢ trois réels.
n o n n

Correction
1. Soit n € N*.
fest C® sur [, et :
2x(1 + ) — 22
Vol ) = 14t (@) -
142z + 22 — 2z — 22
= tan®
an” (z) + SESE
1
= tan? — >0
()
De plus f(x) —— 00 et f(x) — +o00 donc f réalise une bijection de I,, sur
T—=HNT— 7 T—=HnmT+—
2
T 77
T>NT—— r<nm——

R.
On conclut facilement.

2. Vne N* a,, € I,
donc o, ~ nw

9 2
B oy (nm)*
Mais a;, — nm € ]_;r; g { done :
™
o, — nm = arctan (tan (an)) N——400 5
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ce qui donne : o, = nm + g +o0(1)

o2
an, = nrm+ arctan (tan (o)) = nm + arctan 1 +”an

1 11
= n7T—|-72r—arctan( —|—an> :mr—i—g—arctan < /(nﬂ)+a”/(nﬂ)>

a? nmw (an/(nm))?

1 14+1/(2n)+ 1/(n7r)>
nmw (1 +1/(2n))

_ m+§—arctan(1 ( ( 71r>) <1 ( )>)
(H <2+71r O( )))

i (av) ()

= e 3o (Lo (b D) o ()

On trouve donc :

™
= —n7r+2arctan<

1

n

T ( 1
= nm+ — — arctan —
2 nmw n

= n7r—|—7r—arctan( +
2 nmw

T
a = —
2
-1
b = —
T
T™—2
c pry
212

3 Point adhérent a une partie et adhérence

Exercice 6

Soit E/ un espace vectoriel de dimension finie.
Soit C' une partie convexe de E.
Montrer que 'adhérence de C' est une partie convexe de F.

Correction
Soient x,y € C et t € [0;1].
Il existe deux suites (z,) et (yn) & valeurs dans C telles que z, = et yn Y
e VneN(1—t)a, +ty, €C
o (1—t)zp,+tyy, —— (1 —t)z+ty
n—+oo
Donc (1 —t)x +ty e C
C est convexe.

4 Limite et continuité en un point

Exercice 7
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R? R

: ty
T,Y) =

Soit f § (#:¥) sin (z + y)
(z,y) — 1 sinon

Quels sont les points ou f est continue ?

si sin(z+y)#0

Correction
Soit (xq,y0) € R2.
e Premier cas : sin (zg + yo) # 0
f est continue en (z9,yo) :
Il existe un disque D (ouvert ou fermé peu importe) centré en (xg,yo) de rayon stricte-
ment positif (c’est important) tel que :
V(z,y) € D sin(z +y) #0
On peut le justifier au moyen d’un dessin faisant apparaitre le point (zg, yo) et les droites
d’équation x +y = km,k € Z.
On peut aussi utiliser un argument de continuité :

. [R? =R . . L

La fonction est continue car polynomiale (ou linéaire).
(,y) =z +y

o . . [R?=R ,

La fonction sin étant continue sur R, la fonction . est continue.
(x,y) + sin (z + y)

. - PP g sin (zo +

Par conséquent, en écrivant la définition de la continuité en (xq, yo) avec € = M >

2
0, il existe un disque D de rayon § > 0 centré en (zg,yo) tel que :

V(z,y) € D |sin (z + y) — sin (zg + yo)| < w

On a alors : ) 2 )

V(z,y) € D sin(z +y) > sin (zg + yo) — sin (o + o)l = Isin (20 + yo) >0
On a donc : 2 2

Va,y) € D f(r,y) = 0T f(a0,90)

sin (z +y) (z,)—(zo,w0) Sin (zo + Yo)
D étant un disque de rayon strictement positif centré en (z,yp), on peut en déduire (au
moyen d’'un jeu d’écriture sur la définition si on y tient) que f est continue en (xg, o).
e Deuxiéme cas : sin (zg+yo) =0et zo+yo # 0
Si f était continue en (xg,yp), on aurait :

x4y = f(z,y)sin(z +y) —— f(20,y0) sin (xg + yo) = 0 : absurde
(x,y)(%(xgilg)
sin (z+y

(On voit bien sur un dessin que (zg, yo) est point adhérent a {(z,y) € R? tq sin (z +y) # 0})

2
sin (xo +t + yo +t) = sin (xo + yo + 2t) = £sin (2¢) # 0 car zg + yo € 7Z.

On peut également dire que pour t € }O; T [ :

T
Donc, toujours pour ¢t € |0; = | :

2
xo + yo + 2t o + Yo
tyo+t)= 0TI LT
f(xO‘f‘ 7y0+ ) +sin (2t) t—0t 2% 1;;)8

e Troisiéme cas : sin (zg + yo) = 0 et z9+yo = 0, ou ce qui revient au méme : z9+yo = 0

10
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[-1;1] - R
La fonction @< t — Lt sit#0 est continue et au voisinage de (xg,y0) et f(z,y) =
sin
0—1
(x4 y) donc f est continue en (xq,yo).

11



