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1 Exercice 1

1.1 Noyau et image de u

1. La relation de Chasles donne :

1
Vo € [0:1] u(f)(z) — /min(a:,t)f(t)dt

= / min (z,t) f dt+/ min (x,t) f(t)dt

_ /Otf(t)dt—k/x zf(t)dt

— /Oxtf(t)dtx/le(t)dt

Sous cette forme, u(f) est clairement continue et méme de classe C'.
La linéarité de u découle directement de la linéarité de l'intégrale.
u est bien un endomorphisme de E.

2. D’apres le théoréme fondamental du calcul différentiel-intégral, u(f) est de classe C! et :

Vo e 0] (@) = af(e)~ [ F0)dt -~ af(@)

_ —/jf(t)dt

Sous cette forme, la dérivée de u(f) est de classe C! ie u(f) est de classe C? et :
[u(H)]" =~

3. Si f est dans le noyau de u alors : f = —[u(f)]” = —(0)" = 0.
ker(u) = {0} et u est injective.
4. On déduit des expressions précédentes :

u(f)(0) = [u(f)]'(1) = 0.
Donc Im (u) € G = {g € C%([0;1],R) tq g(0) = ¢'(1) = 0}.

Réciproquement soit g € G.
_g// c E

Vo € [0:1] u(—g")(z) = /Ox tg" (1) dt+x/1xg”(t) dt

= W+ [ JOd+ (g @) - (1)

= —xg'(x) +g(zx) — g(0) + zg'(2)
= g(z)
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9= u(~g") € Tm (u)
Finalement :

Im (u) = {g € C*([0;1],R) tq g(0) = ¢'(1) = 0}

5. w est injective mais n’est pas surjective donc F n’est pas de dimension finie.

1.2 Quelques exemples
1. Vo € [0;1] u(f)(z) = —%xQ +x
2. Vo € [0;1] u(f)(z) = —1/62% +1/22

3. On trouve u(f) = %f.
T

4

J est un vecteur propre de u, associé a la valeur propre —.
T

1.3 Eléments propres de u

1. ker(u — 0Idg) = ker(u) = {0} donc 0 n’est pas valeur propre de u.
2. Soit f € E tqu(f) = \f.
1 1
A # 0 donc f = Xu(f) =u ()\f> € Im (u) et f est de classe C2.
De plus f(0) = f'(1) = 0.
1
On peut dériver u(f) = Af et obtenir —f = _ﬁf”'
f est donc solution de I’équation différentielle : 3" — w?y = 0.
On en déduit qu’il existe deux constantes A et B telles que :
Vo € [0;1] f(z) = Ae¥" + Be™¥*
A+B=0
Les conditions f(0) =0 et f'(1) = 0 conduisent au systéme : +
w(Ae* —Be ™) =0
. (B=-4
D’ou :
A(e*+e“)=0
On en déduit A =B =0, puis f =0
ker(u — Adg) C {0} mais l'autre inclusion est triviale donc :
ker(u — Aldg) = {0} donc A n’est pas valeur propre de u.

. 1
3. On pose cette fois A = — avec w € RY.

Soit f € E tq u(f) = )\}u.
A#0donc f = %u(f) =u (if) € Im (u) et f est de classe C2.
De plus f(0) = f'(1) = 0.

On peut dériver u(f) = Af et obtenir —f = %f”.

f est donc solution de I’équation différentielle : 3" 4+ w?y = 0.

On en déduit qu’il existe deux constantes A et B telles que :

Va € [0;1] f(x) = Acos (wz) + Bsin (wx)

A=0

Les conditions f(0) = 0 et f’(1) = 0 conduisent au systéme :
w(—Asinw + Bcosw) =0

qui équivaut a :

A=0
Bcosw =0
)f

cosw=0<«=3keZtqw=2k+1 5
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B 4

C(2n+1)202

Si A n’est pas de la forme A, alors cosw # 0 et on montre comme dans la question pré-
cédente que A n’est pas valeur propre de u.

Reste a montrer que A, est bien valeur propre de wu.

On est donc amené a poser pour tout n € N, A,

0;1] = R
On a déja établi ker(u — A, Idg) C Rf,, ou f, est la fonction

(2n + 1)7Tz)

s s
X sm( B

Réciproquement on détermine I'image de f,, par u :

vee B ut@) = [ th@dte [ po

= [(Zn_ftl)ﬂcos(zn—i_lﬂtﬂo—i-/o 2n+ D cos<(2n;—1)ﬂt>dt

—2 2n+ D) \1*
* ”C{<2n+1> oo (5 ]
—2x (2n+ 1)m
- (2n+ )7 o8 ( x) + 2n+1 27T2fn( z)
2x 2n+ I8k
* (2n+ 1)m o8 ( x)
= Anfu(z)

Donc A, est bien valeur propre de wu.

En conclusion :
e les valeurs propres de w sont les nombres A,, n € N.
e VneNE, (u)=Rf,

4. Ay~

et tout est positif donc la série de terme général A, converge.

n2m?2

1.4 Eléments propres de v

Soit f € E. On a cette fois :
Ve € [0:1] v _:c/f dt+/tf
On en déduit que v(f) est de classe C! avec :
Vo € 1] (o)) (@) = 2f@) + [ FOdt—of@) = [ 50
On en déduit que v(f) est de classe C? avec : [v(f)]” = f.

On peut aussi utiliser :

Vﬂce[O;l]u(f)(:r)+v(f)(;v):/(x—l—t dt—az/ f(t dt+/ LF (1)

De plus, on a [v(f)]'(0) = 0.
Par contre, contrairement & u, il n’y a pas de valeur simple de v(f).
On a tout de méme, v(f)(1) = [v(f)](1), ce qui peut rendre des services dans la suite.
1. Soit f € ker(v).
v(f) =0 donc, en dérivant deux fois : f = 0.
0 n’est pas valeur propre de v.
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2.

Soit A € RY.
Soit f € E telle que v(f) = Af.

1
A#0donc f = Xv(f) et f est de classe C2.
De plus f/(0) = 0.

1

En dérivant deux fois f = Xv(f), on obtient f” = w?f.
Donc :
3(A, B) € R? tq Vx € [0;1]f(z) = Ae¥® + Be %7,
La condition f’(0) =0 donne A = B.
0;1] = R
T YT 4 et
On a : ker(v — Mldg) C Rf,
Réciproquement, il s’agit de déterminer si f,, est vecteur propre de v.

Notons f,, la fonction {

Vo e [0;1] v(fo)(z) = $/Ox(ewt + e dt+ /: t(e“ + e ) dt

x

_ wTr _ —wT i wt  —wt :|1_
= w(e e )—i—[w(e e )m -

1
/ (ewt _ efwt) dt

_ e — e 1 wt —wt 1

N w T W2 [e te }
w—1)eY —(w+1)e™¥

_ lemne e

xT

On en déduit que :
A valeur propre de v <= w solution de (F) : (v +1)e™ = (z — 1)€” et dans ce cas le
sous-espace propre associé est la droite engendrée par la fonction f,,.

Ry - R
. Soitgo{ *

x= (x4+1)e = (r—1)e”
@ est de classe C*° sur Ry et :
Ve e RY ¢'(x) = —z (e +€%) <0
De plus ¢(0) =2 et lim ¢(z) = —o0.
T—>+00

D’apres le théoreme de la bijection, ¢ s’annule une fois et une seule sur R.

. Notons wy la seule solution positive de (E).

¢(1) =2e~! > 0 donc wy > 1 (regarder le tableau de variations).

Donc A = — <L
“o

. Soit A € R*.

Soit f € E telle que v(f) = Af.

A#0donc f = %v(f) et f est de classe C2.

De plus f/(0) = 0.

En dérivant deux fois f = %v(f), on obtient f” = —w?f.
Donc :

3(A, B) € R? tq Vz € [0;1]f(z) = Acos (wz) + Bsin (wz).
La condition f/(0) = 0 donne B = 0.

0;1] - R

x — cos (wx)

On a : ker(v — M dg) C Rgy,

Notons g, la fonction {
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Réciproquement, il s’agit de déterminer si g, est vecteur propre de v.

T 1
V€ [0;1] v(gy)(x) = x/ cos (wt) dt +/ t cos (wt) dt
0 T
T . t . L e
= _sin (wzx) + L} sin (wt)] R /x sin (wt) dt
sin w 1 1
= 1tz [cos (wt)]

wsinw + cosw
= ———— + Agu(z)
w

xT

On en déduit que :
A valeur propre de v <= w solution de (Es3) : wsinw + cosw = 0
et dans ce cas le sous-espace propre associé est la droite engendrée par la fonction g,,.

6. (a) Soit ¥ : w — wsinw + cosw.
1) est de classe C* avec :
Vw € R ¢ (w) = wcos (w).

1 est donc strictement monotone sur les deux intervalles : {Im; km + ;r} et [lmr + g; (k+ 1)m|.

Y(km) = (=1)F et <k‘7r + g) = (—=1)k (kﬂ + g) sont de méme signe.
W <k7r + ;T) = (—-1)k <k7r + g) et ¥((k+ 1)7) = (—=1)**1 sont de signes opposés.
Le théoréme de la bijection permet de conclure.

(b) wg < (k+ 17w < (k+1)m+ g < Wiy1 - la suite (wi)gen est strictement croissante.

T
wg > km+ = donc wy, ——— +o0.
2 k——+o0

(c) kﬂ’—i-g <wk < (k+1)7 donc wy, ~ k.

(d) A\p ~ _ 5 et tout est de signe constant donc la série de terme général A\, converge.

k2m
™
(e) On commence par écrire wy = k7 + 6y avec 0 € ] 5 {

(wg) = 0 donne :

wi sin Oy, 4+ cos O, = 0.
cos 0y,

On en déduit sinf, = — — 0, ce qui conduit compte tenu des intervalles

Wi k—+o00
envisagés a :
0, — .
k—+4o0
On a donc a = .

On écrit ensuite : wi, = km + 7 + € avec ¢, — 0.
k—+o0

wp, sin By, + cos 8, = 0 donne :

wp sin €, + cos e, = 0 d’ou on tire :
COS €}, -1 —1

~N — N —

€ ~ Sinep = —
W Wk km
et finalement :

W = KT ™ . o L
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2 Exercice 2

2.1 Premiers exemples et condition nécessaire

1 k21 M (k—1)(k+1
Vn>2P, = H(l—kQ):kl_[kQ:H(l)ch
k

k=2 =2 k=2
B ﬁ -1 ﬁ k+

k=2 k k=2 k

1 n+1 1
_ = =

n 2 n—+oo 2

N 1 pg 1 1
Donc le produit infini H 1- ) converge et H 1-— 2)=3

n>2 n=2

Do4k? -1 S (2k—1)(2k+1)

4 1
Yn>1P, = H(l—w)zﬂ e =11 12
1

k=1 k=1 k=1
L L 1 2n)! (2n + 1)!
~ 22(nl)? kl;[l(zk B 1),}1(2’“ D= gy (Q”n)' ( zntu )
2n)1)?
= (2n+1) 251”(71'14

Avec la formule de Stirling :

an\ 1 1 e\
P~ 2n(mn) () (¢
" n(4mn) < e ) 241 (27n)? (n)
8n? _ 2
4m2n2 1

e 1 = 1 2
Donc le produit infini H 1 — — | converge et H l1—-— ] =—.

2 2
et 4dn i 4n T
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- 2 K+k-2 f )(k +2)
Vn>2P, = H(l—) H H—
Pt k(k+1) Pt k(k+1) iy k(k+1)
_ ﬁ k—1 ﬁ k+2
fute k Pl kE+1
1 n+2 1
n 3 n—+oo 3
2 T 2 1
Donc le produit infini 1 — —— ) converge et 1—-— ) = -
: I (1= gy comersee T (1 Zy) =5
4. (a) On procede par récurrence sur n.
—~1)! —1)2 1
P, = 1—( ) 1—( ) =2x=-=1.
1 2 2
On suppose P, = 1.
(_1)2n+1 (_1)2n+2
2n+2 ( 2n+ 1 27”L—|- 9 2n
- () (m)
B 2n + 1 2n + 2
. 2n+2 o 2n+1
o2n4+17 2n 42
=1
(b) D’apres ce qui précede, Py, =1 —— 1.
n—-+0o
) (_1)2n+1
On en déduit Pop41 =1 — EreRE P, m 1
Donc P, —— 1.
n—-+o00
(—1)" o (e
Donc le produit infini H (1 — ) converge et H (1 — ) =1.
n>1 n n=1 n

5. Soit (an)nen une suite de réels non nuls.

On suppose que le produit infini H a, converge ie P, = H ag —> I #0.

n>0 k=0
Comme les a,, sont tous non nuls, les P,, aussi et :
Vn > 1 P l 1
n an, = - = 1.
=" Py notoo |
1
Pour tout n € N*, soit a,, =1+ — > 0.
n
L 1 ©k+1
vn>1P, = 1+ )= —_
me=tim kH ( - k) k
=1 k=1
= n+1l——+00

n——+oo

(2

1
an =14 — ——— 1 mais le produit infini H
n n—+oo n31

1
) diverge.
n

2.2 Utilisation de la positivité

6. e On suppose que le produit infini H an converge.
n>0

Les a, étant strictement positifs, on a :
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. Vn

Vn

n
vneNP, = H ap >0
k=0
En faisant tendre n vers 400, on obtient :

+oo
[Jarz0
k=0
—+00 —+00

Mais par définition, H ar # 0 donc 11 = H ag > 0.
k=0 k=0
n
Revenant a P, = H ap — 11 > 0 et prenant le logarithme, on a :
=0 n——+00

n

I;)ln (a,k) m In (H) € R

+00
Donc la série Z In (ay,) converge et Z In (a,) = In (II).
n>0 n=0
Prenant ’exponentielle, on a :

+o00o +o00
H ay, = exp (Z In (an)>
n=0 n=0

On suppose que la série Z In (a,,) converge.
n>0

VneNP, = H ar = exp (Z In (ak)> (ar, > 0)
k=0 k=0

n—o0

+o0
——  exp <Z In (ak)> € R’ continuité de I’exponentielle
k=0

Donc le produit infini H a, converge.
n>0

On suppose que le produit infini H (1 + uy,) converge.
n>0
D’apres la question 4), 1 + u, —— 1 et u,, —— 0.
n—oo n—oo
VneN1+wu, >0
Donc, d’aprés ce qui précede, la série Z In (1 + wu,) converge.
n>0
Mais u,, — 0 donc In (1 + uy,) ~ u, et tout est positif donc la série Z Uy, CONverge.
n>0

On suppose que la série E Uy, converge.
n>0

En particulier, u, —— 0 donc In (1 + wuy,) ~ .
n—0o0

Tout est positif donc la série Z In (1 + u,) converge.
n>0
VneN1+wu, >0
Donc, d’apres ce qui précede, le produit infini H (1 + uy,) converge.
n>0
eN*a,=n""") >0
1
€ N* In(a,) = n(:)
Premier cas : a <0

n~%In(n) —— 400 donc a, —— o0 et le produit infini H n™") diverge (cf
n—oo n—oo

n>1
3)).
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e Deuxiéme cas : a =0

an, =n — 400 et le produit infini H n( ) diverge.

e Troisiéme cas : a > 0 )
Sia<1,nln(a,) ~n'=%In(n) — tx donc In (a,) > — > 0 a partir d’un certain
n—00 n
rang et la série de terme général In (a,,) diverge. D’aprés la question 6), le produit
infini ] (™) diverge.
n>1
Si > 1, nH/21n (a,,) ~ n=*/21n (n) —— 0.
n—oo

1 1
Donc In(a,) = o (n(lJra)/2> avec % > 1 et la série de terme général In (ay)

converge. D’apres la question 6), le produit infini H n(™%) converge.
n>1
Finalement :

H n™%) converge < o > 1
n>1

2.3 Quelques résultats dans le cas général

_1\n
9.(a) e La série Z (=1 est alternée.

-1 1 L
° = | —= ] est décroissante.
Vn vn
Donc d’apres le théoreme spécial sur la convergence des séries alternées, la série

Z (=" converge.
n>2 \/ﬁ

(b) vnz21+(?;)n>o

n
(=™ _ =) 1 1
1n<1+ T = Tn —%—Fvnavecvn:() 32 )"
La série Z v, converge absolument donc converge.
n>2

S DRy (=Dt
I§IH<1+ \/E>_kz Ui 2
Donan:kl;[Z<1+ \/E)

10. (a) Pour tout n € N*, soit S, = Z Uk
k=1

n
g n—+0o0o >

L) o

2 n
Vn € N* Sy, = U = Z (ugk—1 + ua2k)
k=1

3

i
I

I
M:

e
I
—_

)
(

1
)

| =

Il
NE

£
Il
—
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1
——= converge donc S, —— +00.
n3/2 n—-+00

Or la série Z

n>2

La suite (S,,) diverge donc la série Z uy, diverge.
n>1

(b)

Vn € N* (14 ugp—1)(1 +uzn) = (1_\/17) <1+\}5+71L+n\1/ﬁ>

- 14 1 n 1 n 1 1 1 1
N vnoono onyn noon nyn
1
n
(c) Pour tout n > 2, soit P, = H(l + uy).
k=2
2n n
n > 2 Pgn = (1 + UQ) H(l + uk) =4 H ((1 =+ u2k,1>(1 + ng)
k=3 k=2
i 1
= 411 (1-52)
k=2
1
= 4x n2—|— d’apres la premiere question
n
_ 2(n+1) 5
B n n—+400

De plus Popy1 = (1 — > Py, —— 2 donc P, —— 2.

n—-+4o00o n—-4o0o

n+1
“+o00

On en déduit que le produit infini H (1 4+ uy) converge et que H (I+up) =2.

n>2 n=2
11. Vne N1+ u, >0

La série E Uy, converge absolument donc converge et u, —+> 0.
n—-+0oo
n>0

On en déduit |In (1 4 uy)| ~ |u,| et tout est positif.

La série Z up, converge absolument donc la série Z In (14 uy,) converge absolument

n>0 n>0
donc converge.

n n +o0o
Don P, = [J(1+ ux) = exp (Z In(1+ uk)> oo P (Z In (1 + Uk)) € R}

k=0 k=0
Donc le produit infini H (1 + wuy,) converge.
n>0

k=0

10



