ANALYSE 1
TD
2024-2025
Chapitre 3
Suites et séries de fonctions
Correction

941

1 Modes de convergence d’une suite de fonctions
Exercice 1

R+ — R
Pour tout n € N, soit f, nx
T ————
1+ ntad
1. La suite de fonctions (f,)nen converge-t-elle simplement sur Ry ?
2. La suite de fonctions (f,)nen converge-t-elle uniformément sur Ry 7
Correction
1. Convergence simple
Siz =0, fo(x) = fn(0) =0 ——0
n—-400

nx 1

Siz >0, folx) ~ e B
La suite de fonctions (f,) converge simplement vers 0 sur R...

2. Convergence uniforme

n(1 — 2nia?
Vn € NVz € Ry fi(z) = ((1+n4m3)2>

22/3 22/3
fn croit sur {O; (2n4)_1/3} de 0 & ?n_l/?’ puis décroit de Tn_l/?’ a 0.

22/3
Vn e N* | follo = 3 n~1/3 0

n—+oo
La suite de fonctions (f,) converge uniformément vers 0 sur R.

Autre méthode

Si on examine le dénominateur, au voisinage de 0 c’est 1 qui est prépondérant mais quand
4,3
.

on s’éloigne de 0 c’est n
_4

1 =n*3 pour x =n"3
4

Vn € N*Vz € [0;n73] [fo(z)| = fulz) <n <n~ 13
% -4 nvr_ 3 -2 3, -3\ _ i3
Vn e N*Vo >n73 |fu(x)] < T3 =n "z <n (n 3) =n

1.3
Donc :
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Vn € N* Vo € Ry |fu(z)| = fu(z) < n~'/3 indépendant de x et converge vers 0
Donc la suite de fonctions (f,,) converge uniformément vers 0 sur Ry.

Exercice 2

R—-R
Pour tout n € N*| soit f, n3
T +— a4
n*+x
1. La suite de fonctions (fy,)nen converge-t-elle simplement sur R ?
2. La suite de fonctions (f,,)nen converge-t-elle uniformément sur R ?

3. Soit [a;b] un segment de R.
La suite de fonctions (f,)nen converge-t-elle uniformément sur [a; b ?

Correction

1. Convergence simple

. ndr oz
Slx?é()’fn(ﬂU)NF:Emo

La suite de fonctions (f,,) converge simplement vers 0 sur R.

2. Convergence uniforme
3(,4 4
n°(n* — 3z%)
VneN*VzeR fl(z) = ——FF5>
fn( ) (n4 + $4)2
Comme les fonctions f, sont impaires, on peut se contenter des variations sur R, .
- n ] oo 3 deeratt de S
fn croit sur {O, 31/4] e0a e puis décroit de e a 0.
33/4
Vn €N [|fnlle = —

La suite de fonctions (f,,) ne converge pas uniformément vers 0 sur R.

3. Soit [a;b] un segment de R.
La suite de fonctions (f,) converge uniformément vers 0 sur [a;d] :
Soit ¢ = max (|a|, |b]).

W m +o00 donc :

. n
dng € N thnanm

Vn > ng Vo € [a;b] |fn(z)| < fn(c) indépendant de z et PR 0.

>c

Exercice 3 (CCP MP 2021)

2
On pose fp(z) = Zi 16*”“2 cos (y/nzx).

. Etudier la convergence simple de la suite de fonctions (f,).

1

2. La suite de fonctions (f,,) converge-t-elle uniformément sur [0, +oo[?

3. Soit a > 0. La suite de fonctions (f,,) converge-t-elle uniformément sur [a, +-o00[?
4. La suite de fonctions (f,) converge-t-elle uniformément sur |0, +-o00[?

Correction
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n+2 _
e
n+1

n2? cos (y/nx).

1. On pose pour tout z € R, f,(x) =
Soit x € R. 5
Siz =0, alors f,(0) = %, donc lim f,(0) =1.

n——+00
Six # 0, alors nll)r}rloo fn(z) =0.

En effet, | f,(z)] fo e~ | cos (y/nx) | et 0 < e™%”| cos (y/nz) | < e ™
oo

On en déduit que (f,,) converge simplement sur R vers la fonction f définie par :

f(w)z{(l) ST

S1

2. Pour tout n € N, f,, est continue sur [0, +o00[ et f non continue en 0 donc (f,,) ne converge

pas uniformément vers f sur [0, +o0].

Ou bien : ) +1
Ve N sup (|fale) — F@)) > |fo (ﬁ)\ = e eos (1)

reR 4

— cos (1)

Donc la suite ( sup (|fn(z) = f (x)\)) ne converge pas vers 0 et la suite de fonctions (f},)

zeR
ne converge pas uniformément vers f sur [0, +ool.

3. Soit a > 0. 5
Ona:Va € o, +ool, |fule) = f@)] = |fula)] <
de z).

n+2 _

Par ailleurs, lim e~ = 0 (car ~ e
n—+oon 4 1 n+1 +o0
Donc (f,) converge uniformément vers f sur [a,+o0].

() -

n+2€

[§]

n-+—2 2

—na

)

4. Vn € N* sup (|fu(x) — f(z)]) >

*
x€R+

—na® (majoration indépendante

“leos(1) — cos(1)

Donc la suite < sup (|fu(z) = f (m)|)> ne converge pas vers 0 et la suite de fonctions (f;,)

z€RY
ne converge pas uniformément vers f sur 0, +ool.

Exercice 4 (X 2016)

Etudier la convergence de la suite de fonctions définie par :
Vr € R fo(z) =sinz
Vn € NVz € R fpii(x) = sin (fn(z))

Correction
On commence par étudier la suite numérique (uy)nen définie par :
{Uo € [-1;1]

Vn € N upqq = sin (uy)
sin ([—1;1]) C sin (R) = [—1;1] donc la suite est bien définie et :
Vn € Nu, € [-1;1]
Il résulte de I'inégalité des accroissements finis que :
Vn €N |upt1| < |un|
Supposons tout d’abord ug € [0; 1].
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sin étant continue et croissante sur [0; 1], sin ([0;1]) = [0;sin 1] C [0;1] donc :
Vn € N u, € [0;1].

De ce qui précede, on déduit que (u,,) est décroissante et minorée par 0.

On en déduit que (uy,) converge vers [ qui vérifie sinl = [.

Une étude de la fonction z — sinx — x permet de montrer que [ = 0.
Supposons maintenant uy € [—1;0].

On définit une suite (v, )pen par :

{Uo = —ug

Vn € N vp41 = sin (vy,)

Une récurrence élémentaire permet de prouver :

vn € Nu, = —v,

On en déduit que (u,) converge vers 0.

On a donc prouvé que la suite de fonctions ( f,,) converge simplement sur R vers la fonction nulle.

Etudions maintenant la convergence uniforme.
Revenons a la suite (uy,) dans le cas ou ug est positif.
On définit une suite (wy)nen par :

wo =1
Vn € N wy41 = sin (wy,)
Une récurrence élémentaire permet de prouver :
Yn e NO < u, <wy,
Compte tenu des remarques précédentes, on a :
Vn e NVz € R |fy(x)| < wy, indépendant de x et convergeant vers 0.
On en déduit que la suite de fonctions (f,,) converge uniformément sur R vers la fonction nulle.

Exercice 5 (Mines 2021)

Soit d € N* et (P,)nen une suite a valeurs dans Ry[X].

1. Soient x, ..., x4 des réels deux a deux distincts appartenant a [0; 1].
Montrer qu’il existe une famille de polynémes de Ry[X] : (L;i)o<i<q telle que :

d
Vn €N P, = Py(x;)L;
1=0
2. Montrer :
(Pn)nen converge uniformément sur [0; 1] <= (P,)nen converge simplement sur [0; 1]

Correction

1. Je vais donner une solution qui ne présuppose pas la connaissance des polynomes d’in-
terpolation de Lagrange.
Si la famille existe, c’est une famille génératrice de Ry[X]| dont le cardinal est égal a la
dimension de Ry[X].
C’est donc une base de Ry[X]. Les coordonnées d’un polynéme dans cette base sont liées
a ses coordonnées dans la base canonique par :

P(x) 1 2 ... 8 ag
P(zy,) 1 x5 ... acg ag
La matrice de passage de la base (L;)o<i<q vers la base canonique est donc VdM (zo, . .., zq).
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Passons a la solution de la premiére question.

les x; étant deux a deux distincts, la matrice VdM (x, ..., x4) est inversible.

Il existe donc une base (L;)o<i<qd de R4[X] telle que la matrice de passage de la base
canonique vers la base (L;)o<i<q soit VdM (zo,...,x4)"'. En d’autres termes, les coeffi-
cients du polynoéme L; se lisent (de bas en haut pour les degrés croissants) dans la colonne
d’indice i + 1 de VdM (xo, ..., zq) "L

lo
Si on note | : | les coordonnées d'un polynéme P dans la base (L;)o<i<q de Rgq[X], on
L
a:
ag lo
= VdM(xg,...,mq)"1 | : | donc :
aq lq
lo ag P(x)
| =VdM(zo,...,zq) | P | = :
lg aq P(xy)

2. La convergence uniforme entraine toujours la convergence simple.
Réciproquement, on suppose que (P, ),en converge simplement sur [0; 1] vers une fonction

f-
d

Soit P le polynome Z f(zi)L;
i=0

VneN ||P,—P|, =

o0

< Do 1Pa(wi) = f@)l 1 Lilloe ——— 0

n—-+00

Donc la suite de fonctions (P, )nen converge uniformément sur [0; 1] vers P.

Donc la suite de fonctions (P,)nen converge simplement sur [0; 1] vers P.

Par unicité de la limite simple, f = P.

Finalement, la suite de fonctions (P, )nen converge uniformément sur [0; 1] vers f.

Exercice 6 (X 2022)

1. Soit (fy)nen une suite de fonctions de classe C! de [0;1] dans R.
On suppose :
e La suite de fonctions (f] — fy)nen converge uniformément sur [0; 1].
e La suite de nombres (f,,(0)),en converge.
Montrer que la suite de fonctions (fy,)nen converge uniformément sur [0; 1].

2. Soit (fn)nen une suite de fonctions de classe C? de [0; 1] dans R.
On suppose :
e La suite de fonctions (f)) — fn)nen converge uniformément sur [0;1].
e Les suites de nombres (f,(0))nen et (fn(1))nen convergent.
Montrer que la suite de fonctions (fy,)nen converge uniformément sur [0; 1].

Correction
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1. Soit n € N.
fn est solution de l’équation différentielle y' —y = f/ (z) — fu(x).
On résout cette équation par la méthode de la variation de la constante.
ESSM : ¢ —y =0
Solution générale de 'ESSM : y(z) = C'e”.
Variation de la constante : C'(z)e” = f) (x) — fn(2)
D’om la solution géilérale de I’équation :
v@) = Cemt e [ (0 = f(0) et
On en déduit : ’ .
Vi € NVa € [0;1] fu(z) = fu(0) " + e$/ (F1(t) — fult)) et dt
Soit ¢ la limite de la suite de fonctions ( f?L — fn)nen-
Pour tout n € N, f/ — f, est continue sur [0;1] et la suite de fonctions (f}, — fn)nen
converge uniformément vers g sur [0; 1] donc g est continue sur [0;1].
Soit I la limite de la suite de nombres (f,,(0))nen-

fn(@) = (l e’ + e /Oz g(t) dt)‘
= |(fal0) = D) " + ¢ /D S = £ = g(8) e dt‘

Vn € NVz € [0;1]

< 15O -l e+ e [T - £ - g(0) e at
< 18O —tete [ Ifi— gl at
< fa(0) =1l e+ el fy, — fn — g, indépendant de x et ——— 0

n—+o0o
Donc la suite de fonctions (fy)neny converge uniformément sur [0;1] vers la fonction
€T
x> le® + ex/ g(t)dt
0

2. Indication fournie par I’examinateur (quand ?)
L’opérateur f — f” — f peut s’exprimer avec f — f' — f.
En fait f/ — f=F +FsiF=f—f.
Si f est une fonction de classe C? de [0;1] dans R, on a :
xX
Vo € [0:1] f(z) = FO) " + o [ (1)~ f(t) e at
0
En raisonnant comme & la premiére question, on a pour F de [0;1] dans R de classe C! :
x

Vr e [0;1] F(z)=F(0)e " 4+ e_m/ (F'(t) + F(t)) e dt
0
On en déduit, en posant F,, = f] — fn :

Vn € NVz € [0;1] fr(z)
= fn(0)e" + ew/ (Fn(O) et et /Ot(f,’{(u) — fu(u))e du) e tdt

0
T

= fu(0)e” + ex/o Fn(0)e 2t dt 4 ¢® /m (e_zt /Ot(ff{(u) — fn(u))e® du) dt

T

0
= fu(0)€” +Fn(0)eTe_x + e /Om <e_2t /Ot( 7 (1) —fn(u))e“du) dt

Soit g1 la limite de la suite de fonctions (f)) — f)nen-
Pour tout n € N, f/ — f,, est continue sur [0;1] et la suite de fonctions (f)) — fn)nen
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converge uniformément vers g; sur [0;1] donc g; est continue sur [0; 1].

La fonction gg : t +— / t g1(u) " du est donc bien définie. C’est une fonction de classe C!
sur [0; 1]. "

La fonction g3 : t — €* / ' e 2l gy(t) dt est donc bien définie. C’est une fonction de classe

0
C! sur [0;1].

Vn € NV € [0;1]

o [ (e [0 - futw) e du) dt - g

/gg <e_2t /Ot( 70) — fo()) e du — e_2tgg(t)) dt‘

= e(E

< [Fe | [Gnw - syt [ gtwerau] a
< [ ([ 1500 = 5ate0 - n)] du) e
< [ ([ al aw) ar

S Hf”_fn gl”

En particulier e! /01 (e_2t /Ot( M) — falu))e® du) dt P g3(1). Or :
el — el 1 t
W €N 1,1 = Fu0) ¢!+ Fu(0) 5=+ ot [ (e [ (i)~ fulu)) et du) at
0 0

2
ol _ o1
avec ———— # 0 donc la suite de nombres (F},(0)),en converge.

On note alors I} = ngrfoo fn(0) et Iy = nll}rfoo F,(0)

Vn e NVz € [0;1] |fo(x) —l1e" — ZQ# — g3(x)
< [fal0) -1 ex+|Fn<o>—z2|$+ & /0( [ G200 = ) du) at - go(o)
< 1ful0) = ta] €+ [Fn(0) — o] L 7 fu— gl

indépendant de x et ——— 0
n——+o0o

Donc la suite de fonctions (fy,)nen converge uniformément sur [0;1] vers la fonction
X

e e *
.’E'—>llem+l2T+gg($)

2 Modes de convergence d’une série de fonctions
Exercice 7 (Centrale)
Soit (ay) une suite réelle positive décroissante. On pose :

un(x) = anz™(1 — x)

1. Montrer que Z uy, converge simplement sur [0; 1].

7
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a
2. Prouver qu’il y a convergence normale sur [0;1] si et seulement si Z f converge.
3. Prouver qu’il y a convergence uniforme sur [0; 1] si et seulement si Erf an = 0.
n o0
Correction
1. Soit z € [0;1] fixé.
e Premier cas : x € [0;1]
Vn e NO <apz™(l—z)<(1—2x)agz"™
Donc la série de terme général u,(z) converge.
e Deuxieme cas : x =1
Vn € Nu,(1) =0
Donc la série de terme général u, (1) converge.
Finalement, Z uy, converge simplement sur [0; 1].

2. Soit f, {[O; J-R
x a1l —x)
Vn € NVx € [0;1] fi(z) = 2" Y (n — (n+ 1)z)

£, croit sur {o; nil] de 0 & f, ( ") puis décroit de f, < n ) 3 0.

1 n+1

+
1
Un calcul classique donne f, <n> ~—
n+1 ne

n a
Donc ||upl|o, = anfn (n—i— 1> ~ n—z.

On conclut facilement.

n

3. Comme on a établit la convergence simple, on peut utiliser le reste.
Du fait de la décroissance de la suite (a,), on a ’encadrement suivant :

+o0 +o0 +o0o
Vr e [0;1] (1 — x) Z * < R, (z) = Z ape®(1 — ) < apy1(1 — 2) Z z*
k=n+1 k=n+1 k=n+1

On en déduit :
Vo € [0;1] 2" < R, (2) < apyra™™!

puis :

et on conclut facilement.

3 Continuité

Exercice 8 (X 201/)

On considere la série de fonctions E fnoou fn

{R: - R
n>0

2
e "®
1. Montrer que la série de fonctions Z fn converge simplement sur RY .

n>0
On note S sa somme.

2. Montrer que S est continue.
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3. Etudier la monotonie de S.

4. Etudier la limite en +00 de S.

5. Etudier le comportement en 0 de S.
Correction

1. Soit x € R fixé.

n? fn(x) —— 0 donc Z fn(x) converge (absolument).
n—+00 S0
On en déduit que la série de fonctions Z fn converge simplement sur RY .
n>0
2. e Pour tout n € N, f;, est continue sur R .

e La série de fonctions Z fn converge normalement sur tout segment de R :
n>0
Soit [a;b] un segment de R* (0 < a < b).
Vn e N m[a)lc)} |fn(z)| = fn(a), terme général d’une série convergente
xrE|a;
On en déduit que S est continue sur R .
3. S est une somme de fonctions décroissante donc® S est décroissante.
o fo(x)=1——1

T—+00

e La série de fonctions Z fn converge uniformément sur [1;+oo] :

n>0
VneN sup |fu(z)| = fn(1), terme général d’'une série convergente
T€[1;+00]

Donc la série de fonctions Z fn converge normalement sur [1;+o0l.
n>0

Donc la série de fonctions Z fn converge uniformément sur [1;4o00|
n>0

D’apres le théoreme de la double limite : S(z) —— 1

T—+00

5. Par comparaison série intégrale :
e t? e t?
Ve e R} / e ” dtﬁS’(:n)gl—i—/ e Tt dt
0 0

En faisant le changement de variable C! strictement croissant : s = \/z ¢, on a :

+oo 2 I +oo 2
/ e T dt = — avec [ :/ e % ds
0 NZ3 0

I 1
On en déduit S(z) ~ —= = = T

NERVAN
Exercice 9 (Mines 2018)

T
On considere la série de fonctions Z ———— et on note S sa somme.
x2 4+n?
n>1
1. Montrer que S est définie et continue sur R.
2. Limite de S en +o0?

Correction

1. démonstration facile, méme s’il s’agit d’une somme infinie



TD analyse 1 2024-2025 Chapitre 4, correction

R—-R
1. Pour tout n € N*, soit f,

z? + n?
e Pour tout n € N*, f,, est continue.

e La série de fonctions E fn converge normalement donc uniformément sur tout seg-
n>1
ment de R :

Soit [a;b] un segment de R.
Soit ¢ = max (|al , |b]).

Vo € [a;b] Vn € N* ‘

c . ., - -
< —; indépendant de x et terme général d’une série
n

x? + n?
convergente.
2. On fixe x > 0.
La fonction ¢ — ———— est continue, positive, décroissante et intégrable sur RT.
z? +t2

Par comparaison série-intégrale on obtient :

——dt < < dt
/1 2412 T S(w) < /o

x2 4 ¢2
Mais :
too g t\1t>® 7«
/ - dt = {arctan () = —
0 x4 4+ t X 0 2
et
too g t\1t® 1 s
/ ——— dt = |arctan | — = — —arctan | — | = arctan (x) —— —
1 12+t z)| 2 T z—+o0 2

donc la limite cherchée est g

Exercice 10 (CCP 2019)

(="

Pour tout n € N, soit T) = .
fn( ) n—+x

1. Montrer que Z fn converge simplement vers une fonction f sur |0, +oo].
n>0

2. Montrer que f est continue sur |0, +oo].
1

3. (a) Montrer que Vz > 0, f(z + 1) + f(z) =

(b) En déduire un équivalent de f quand z — +oo.
Correction

1. Soit z € R fixé.
eVneNz+n>0
n

(=1) ,
Donc E est alternée.
(—1)" r+n )
° ( > = < > est décroissante.
T+n n>0 n—+x n>0
_1\n
(1)

r+n n—+oo

10
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_1)n
D’apres le TSCSA, Z (x+)n converge.
R%Y — R
Dong, si on note pour tout n € N, f, (-1)»  alors Z Jn CVS sur RY.
}_} [ —
n-+x

[ est bien définie sur RY .

2. e Pour tout n € N*, f, est continue sur RY.
° Z fn CVU sur tout segment de R .
+oo
Comme Z fn CVS sur RY, on peut définir R, = Z fn.
n=p+1
Soit [a;b] (0 < a < b) un segment de R*.
Vn € NVx € [a; 0] |Rp(x)] < |fas1(z)| d’apres le TSCSA cf 1)
< 1 1
- n4+l4+x n+l+a
indépendant de x et —— 0
n—-+o0o
Donc (R,) CVU vers 0 sur [a; b].
Donc (R,) CVU vers 0 sur tout segment de R
Donc Z Jn CVU sur tout segment de RY .
En fait, il y a méme convergence uniforme sur R’ car :
Vn e NVz € RY |Ru(z)] < |[fay1(x)| d’apres le TSCSA cf 1)
1 1
<
T on+l4+z 7 n+1
indépendant de x et ——— 0
n——+o0o
Donc f est continue sur R* .
3. (a)
+o0 +oo
Ve >0 f(zx) = Z fu(z) = fo(x) + Z fn(z)
n=0 n=1
B ;—}_nz::()fnﬂ(x) N ;—'_nz::()n%—l—l—az
1 =X~ 1
= —_ — _— = — — 1
z ;n+1+x z fl+1)
(b)
+oo +oo
(=" (="
_ 1) = _
vz >0 [f(@) = flz+1)] nz::on—i-:c gz:on—kx—i-l
+Z°° (="
= m+az)(nt+a+1)
1
< ——— avec le TSCSA (a détailler)
z(z+1)

11
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On en déduit : f(x+1) = f(z)+o <i) puis :

f@)+ 5@ o () =3
Donc f(x) = % +o (i) et f(z) ~4oo %

Une autre méthode est possible.
e Pour tout n € N, f, est de classe C! sur R% avec :

/ (_1)n+1
Vn € NVz € R} = —"
n x + fn(x) (n + .’E)2
e La série de fonctions Z [, converge uniformément sur R¥ :
n>1
1 1
Vn € N* Vo € RY |f)(2)] = ——— < — indépendant de z et terme général

(n+x)?2 — n?
d’une série convergente.
Donc la série de fonctions Z [, converge normalement sur R .
n>1
Donc la série de fonctions Z f1, converge uniformément sur R% .

n>1
+o0
Donc Z fn est de classe C! et on peut la dériver terme & terme.
n=1
Comme fy est de classe C!, on en déduit que f est de classe C' avec :
+o00 (_1)n+1

Vz e RY f'(z) = Zm

n=0
Mais a x fixé cette série vérifie les hypotheses du théoreme sur la convergence de

certaines séries alternées :
n+1

-1
° E ———— est alternée
(n+ x)?
n>0

(-1

e La suite ( m

1
) = ((+)2> est décroissante et converge vers (
n+x
neN

Donc :

Ve e RY f'(x) <0 (f'(x) a le méme signe que le premier terme de la somme).
Donc f est décroissante et :
Ve>02f(x+1) < f(z)+ f(x+1) =
On en déduit :

ISR

<2f(x)

Vm>1x§2f(x)§$i%~i
Et on retrouve : f(x) ~ %
Exercice 11 (Centrale 2022)
Pour tout z > 0, on > (=1
on e i) = 32 C

1. Montrer que f est bien définie.
2. Montrer que f est de classe C*.

3. Trouver une relation entre f(z) et f(x + 1).
En déduire un équivalent en 0 et en 4o0.

12
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Correction
R%Y — R
Pour tout n € N, soit f, (=)™
T —
n—+x
1. Soit x € R fixé.
e VneNx+n>0

Donc Z (=" est alternée
r+n ’
—1)" 1
° ( (=1 ) = < ) est décroissante.
r+n n>0 n—+x n>0
—_1)"
(=1) .
r+n n—+4oc

_1)»
D’apres le théoreme spécial sur les séries alternées, Z (=1) converge.
T+n
En d’autres termes, la série de fonctions Z fn converge simplement sur RY .
n>0
2. Pour tout k € N soit P(k) : f est de classe C* sur R* avec :
(k) s (=D)"
Vz >0 x) = (—1)"k! —_—
) = CUM Y

P(0) est vraie.
I s’agit de montrer que f est continue sur R , la formule pour f O)(z) = f(x) étant facile
a vérifier.

e Pour tout n € N, f,, est continue sur R;.

e La série de fonctions Z fn converge uniformément sur R? .

n>0
En effet le théoréme spécial sur les séries alternées permet d’affirmer :
+oo
1 1
Vr>0Vn eN z)| < z)| = < indépendant de x et
3 | € o) = ey €y i

tend vers 0 quand n tend vers +oco.

+0o0

Donc la suite de fonctions Z fx converge uniformément vers 0 sur RY .
k=n+1 neN

Donc f est continue sur R .

On suppose P(k) vraie.
R%? — R
Pour tout n € N*| soit g, (=)
(n + z)k+1
e Pour tout n € N*, g, est de classe C! sur R% et :
—1)"t(k + 1)
Vn € N*Vz >0 ¢/ (z :(
gn( ) (n + x)k.t,_z
e La série de fonctions Z gn converge simplement sur R* : c’est implicite dans I’hypo-
n>0
these de récurrence.
e La série de fonctions Z g,, converge uniformément sur R* .
n>0

Vn € N* Vo € Ry g, (2)] =

k+1 k+1
(z +n)kt2 = pht2

indépendant de = et terme général

13
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d’une série convergente (k + 2 > 1).

On en déduit que la série de fonctions Z g,, converge normalement sur R .
n>1

On en déduit que la série de fonctions Z g, converge uniformément sur R¥ .

n>1
On en déduit que la série de fonctions Z g, converge uniformément sur R .
n>0
On en déduit que la fonction f*) est de classe C! ie la fonction f est de classe CF*! et :
+oo n+1 +o0 n
1) k+1) (—1)
Ve > 0 FE () = (£0) (@) = (1R S = (CD )Y
v >0 fE (@) = (F9) @) = (0L e = (O
Donc P(k + 1) est vraie.
Donc P(k) est vraie pour tout k € N
Finalement, f est de classe C* et :
400 n
K)oy 1\k (-1)
Vk e NVz >0 fY(z) = (-1) k!,;)($+n)k+l

+o0 T
Vo >0f(z) = Y fal@) = fol@) + > ful@)
n=0 n=1

1 = 1 X (—pnt?
R N e Dy

1 =~ 1
- _Zn< ll-x:_f(x—i_l)
n=0

x T

flx+1) — f(1) €R (car f est continue sur R)

>0
1
— —— +00
r x—0
>0

1
On en déduit f(z) ~¢ —
x

ey (x

Zn—i—x Zn+x—i—1

Ve >0 |f(z)— f(z+1)] =

n=0 n=0
io (="
= mt+z)(nt+a+1)
On fixe z > 0.
L (=" ,
e La série Z est alternée.
= (m+z)in+z+1)
. (=" 1 .
e La suite = est décroissante.
(m+2)n+tz+1)/) ey \(n+2)(n+tz+1)/,cy

)
(n+x)(n+z+1) notoo

D’apres le théoréeme spécial sur les séries alternées :|f(z) — f(x +1)| < ——
x(x+1)
1

On en déduit : f(z+1) = f(x) +o (93) puis :

14
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f@)+ 5@ +o(5) =5

T
Donc f(z) = % +o <i> et f(z) ~4oo 2

Exercice 12 (CCP 2017)

n
1. Soient n € N* et 6 € R. Calculer Z ¢*? (Indication : distinguer le cas ot 6 est un
k=1
multiple de 27)

2. Soient (ay,) et (b,) deux suites de nombres complexes. On pose pour n dans N*, S, =

n
Z br. Montrer que

k=1
n n—1
Vn € N*¥, Z arbr = Z(ak - akJrl)Sk; + anSh.
k=1 k=1
iko
3. Discuter en fonction de 6 la nature de la série Z o
k>1
400 .
k
4. Montrer que x — Z sin(kz) est continue sur |0, 27].
k=1
Correction
n ) n
1. Ze’ka:Z:nsiGEQWZ.
k=1 k=1 ,
oL LN gl — e , sin (n6/2) ,
ko _ o\* _ __i(n+1)6/2 . 9
kzzzlez —kz::l(e’ ) = ¢ [ e\ S (0/2) sinon car e" # 1.

Vn € N* Z arbr, = Z ak(Sk — Skfl) = Z ap Sy — Z apSE_1
k=1 k=1 k=1 k=1
n n—1
= Z ap Sk — Z ak+1Sk
k=1 k=0
n—1

= Z(ak — ag+1)Sk + anSy, car Sp =0
k=1

On peut également raisonner par récurrence.

n n—1
Pour tout n € N*, soit P(n) : Z apby = Z(ak — ag+1)Sk + anSp
k=1 k=1
n n—1
Pour n = 1, Zakbk = aib; et Z(ak — Qk+1)Sk + anSp = a151 = a1by donc P(1) est
k=1 k=1

vraie.
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On suppose P(n) vraie.

n+1 n
D arby = > apbk + ani1bnia
k=1
n—1
= > (ar — ar11)Sk + anSn + any1bpi1
k=1
n—1

(ar, — ag+1)Sk + (an — @ng1)Sn + @ny1Sn + Anp1bnga

|
(]

k=1

Il
NE

(ak‘ - ak’—l—l)skz + anJrl(Sn + bn+1)

B
Il
—

(ar — aks1)Sk + ant15n41

Il
NE

=
Il
—

3. La série diverge si 6§ € 277, converge sinon.
1
En effet si 0 € 277 c’est la série harmonique Z T

Par contre, si on suppose 0 & 277 :
n

on pose Si(6) = Z ¢'* ot on a par application de la question précédente :

k=1
LN e e | 1 S.(0)  S0) S.(0)
Vn € N* = —— — ) Si(0 = =
me kzl 2 kz_:l<k k+1> RO+ = Zk(k:+ D
Il résulte du calcul de la premiére question, qu’a 6 fixé, la suite (S, (6)) est bornée.
Sn(0)
Donc — 0.
n n—+400
0 1 0
De plus k(Skk(+)1) = Ok—100 <k2> donc la série de terme général l‘m converge
absolument donc converge.
Z ik0 'io okt 'io Sk(‘9>
On en déduit que la série converge avec = —
k>1 P k=1 k(k +1)
ik
4. V0 €]0;2
€l0;2m kzl k Z k k+ 1
10;27[— C
Pour tout k£ € N*, soit fj, Si(0)
0 — ——
k(k+1)

e Pour tout k € N*, fi, est continue sur ]0; 27/
e Pour tout € €]0; 7| la série de fonctions Z fr converge uniformément sur [e; 27 — €] :

1 1
ST — * < <
VO € [e;2m — €] Vk € N* |Si(0)| < 0 (0/2) = sin(c/2)
Donc :

VO € |21 — €] Vk € N* | fi(0)

d’une série convergente.
Donc la série de fonctions E fr converge normalement sur [¢; 21 — €].

1
| < m indépendant de 6 et terme général

Donc la série de fonctions E fr converge uniformément sur [e; 2 — €].

16
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+o00
La fonction Z fr est donc continue sur tout segment [e; 27 — €] avec € €]0;7[. Elle est
k=1
donc continue sur ]0; 27].
+oo k6
La fonction § — ) ’ est donc continue sur |0; 27].
k=1
Remarque
On peut aussi écrire :
oo ko 400 i(n+1)0/2
1 0/2
VQE]O;QW[Zek - e kksni(n/)
= sin (0/2) = (k+1)

et la série de fonctions converge normalement sur R en entier.

+oo .
sin(k
Il n’y a plus qu’a prendre la partie imaginaire pour prouver que la fonction x — Z 1n§€ z)
k=1
est continue sur |0, 27].
4 Intégration
Exercice 13 (CCP 2022)
+o0 n T
Pour n € N*, on pose I, = / ———1In (1 + ) dzx.
o z(1+2?) n
Justifier I'existence de I, et calculer lim I,,.
n—-+00
Correction
R% — R
Pour tout n € N*, soit
our tout n soit f, . n 1n(1+x)
(14 22) n
Soit n € N*.
o fn est continue sur R .
o fu(x) ~o " —1 done fn est prolongeable en une fonction continue sur R.
A )
r .
e En +o0, 1 + — ~ — et ce sont des infiniment grands donc :
x x
In{l+—)~In{—)=In(z)—In(n) ~In(z).
(1) V) e i~
nln (z
Donc fn(2) ~4oc x3’()
1
Donc fn(m) = 0400 <$2)
fn est donc intégrable sur R.
On applique ensuite le théoréme de convergence dominée.
e Pour tout n € N*, f,, est continue et intégrable sur R .
R} — R
e La suite de fonctions ( fy,)nen+ converge simplement sur R* vers la fonction f 1
T ——
1+ 22

e f est continue sur RY.
e L’hypothése de domination est vérifiée :
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1
Vn € N* Vo € RY |fu(z)| = ﬁ In (1 + fl) < {2 (concavité de In)

avec T — T continue, positive et intégrable sur R*

T
S
T = [arctan (2)]7> = =

Donc I,, ——— 5"

n—+oo Jo 1+ 22

Exercice 14 (Centrale 2003)

Calcul de lim <1 — 2) cosz dx

n—+oo Jo

Correction
R+ — R

€T n
Pour tout n € N*, soit f, { x +— (1 - ) cosz si x € [0;n]
n

r—=0siz>n
e Pour tout n € N*, f,, est continue et intégrable sur R,.
e Soit z € Ry.
dng e N*tqVn>ngx <n

Vn >ng fo(z) = exp (nln (1 - Z)) cos () = exp (n (—Z +o (i))) cos ()

_ e—a:—‘ro(l)

cos ()

R+—)R

La suite de fonctions (f,) converge simplement sur R vers f
x +— e Tcos(x)

e La fonction f est continue.
e [’hypothese de domination est vérifiée :
Soit n € N*.
Soit x € [0;n[.
| frn(x)| = exp <n In (1 - x)) |cos (x)| < e™* (inégalité In (1 4 ¢) < ¢ a justifier)
n
C’est trivial pour x > n donc :
Vn e N* Ve € Ry |fn(z)| < ¢(x) = e avec ¢ continue, positive et intégrable sur R, .

400
Donc la limite cherchée est / e “cos(x)dx.
0

too +oo oi-Dz ]+
/ COS (x) eix dl’ = %e </ e(lfl).’b d.’]:) — %C :
0 0 7 —1 0
1 1+1
B 9%<1—i) _éRe< 2 >

Exercice 15 (Mines 2022)

oo In (¢) e ™
Pour tout n € N*, soit I, = / & dt.

0 Vi
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1. Montrer que I,, est bien définie quand n € N*.
2. Déterminer la limite de la suite (I,,).
3. Donner un équivalent de I,,.

Correction
RY — R
1. Pour tout n € N*, soit f, In (¢) et
t— ————
Vit
Soit n € N*.
e fn est continue sur RY .
o fu(t) = 0100(e ™) avec n > 0 (donc t — e~ ™ est intégrable sur [1;+00])
1 3 1
3/4 _ 41/4 —nt _ - 2 el
o t/2f(t) =t"*In(t)e o 0 donc f,,(t) = o9 <t3/4) avec - < 1 (donc t S/
est intégrable sur |0;1])
Donc f;, est intégrable sur R7 .

Pour tout n € N*, f,, est continue sur R7 .

La suite de fonctions (f,,)nen+ converge simplement sur R* vers la fonction nulle.
La fonction nulle est continue sur R? .

L’hypothese de domination est vérifiée :

Ve NVt >0 [£,(8)] < |fa(2)]

avec |fi| continue, positive et intégrable sur R .

On en déduit que la suite (I,,) converge vers 0.

x
3. On fait le changement de variable C! strictement croissant : t = = :
n

oo [hEmeTd 1 b))y,
0 0

va/n n n VT
1 yt~n(z) - xiln(n) oo e7® .
- Gh oEE T m

—T

+o0 eiw

o0
dx > 0 (facile a justifier) donc /

In(n) [T e™®
I, ~— dzx
Vvn o Jo N

L’intégrale se calcule en faisant le changement de variable C! strictement croissant z = t2 :

+oo g~ +o00 eft2 +00 2 \/»
dZL‘:/ 2tdt:2/ et dt =7
0o Vv 0 t 0

Finalement : I,, ~ —\/?ln (n)
n

e

NG

dx #0 et :

Exercice 16 (Mines 2014)

“+o0o
Pour n entier strictement positif, on pose I,, = / a
0

e [, est-elle bien définie ?
e Limite de I,, quand n tend vers 400 ?

Correction
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RY — R
e Pour tout n € N*, soit f, t—%
b= ———m
(1+7)
fn est continue sur R* .

fn est posit}ve donc la convergence de I, se confond avec 'intégrabilité de f,,.
fn(t) ~ot~n donc :

1
fn intégrable sur |0;1] <= — <1 <= n > 2

n

n
1

Fn(t) ~4oo tnzil/n et n+ > 1 donc f,, est toujours intégrable sur [1;+o0].
Finalement :

fn intégrable sur R <= n > 2

e On applique le théoréme de convergence dominée :
— Pour tout n > 2, f,, est continue sur RY .
R%Y — R

— (fn) converge simplement sur R vers f { L

t—e
— [ est continue sur R .
— Domination

— Vn =2Vt El01] |fult) <t <t
1

NG

*VHZQVtG["“OOan(NSm
Avec la formule du binome : n ) ( ) )
t n—1 n—1 t
> 92 -] >1 >72>7
Vn > 2Vt e [1; ( n) +t4+ — 5 22 an t 2
Vn > 2Vt € [1;+00[ | fn(t) St
R*—HR

On peut donc dominer par ¢ t+—>t Tsit<l
t+—>—81t>1

 est bien continue par morceaux, pos1t1ve et intégrable sur R .

“+o00

Donc I,, ——— e tdt=1
n—-+o0o 0

Exercice 17 (Mines 2015)

On pose, pour n € N, u,, = /01 Mdm.
1. Vérifier que (up)nen est bien définie.
2. Etudier la convergence de la suite (uy)nen-
3. Etudier la nature de la série de terme général u,,.

Correction
10;1[— R
1. Pour tout n € N, soit f, " Inzx
H e —
(1 —z)t/4
Pour tout n € N, f,, est continue sur |0; 1.
En 1, Inx ~ 2 — 1 donc pour tout n € N, f,, est prolongeable en une fonction continue
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sur ]0; 1] (en posant f,(1) = 0).
Pour tout n € N*, f,, est prolongeable en une fonction continue sur [0;1] (en posant
fn(0) =0).

Enfin fo(z) = Op (\}5)

Pour tout n € N, f, est intégrable sur |0; 1].
2. e Pour tout n € N, f,, est continue sur |0; 1].
e La suite de fonctions (f,) converge simplement vers f = 0 sur ]0; 1[.
e f est continue sur ]0; 1[.
e L’hypothese de domination est vérifiée : on prend ¢ = | fy].

On en déduit que u,, —— 0.
n——+oo

- ' Inz N+1
3.VNENZun:/ (17(1—95 ) dz
0

n=0 - $)5/4
10;1[— R
Pour tout N € N, soit gy Inz (1 — 2N+
(1 —x)5/4
e Pour tout N € N, gx est continue sur ]0; 1.
10;1[— R
e La suite de fonctions (gn) yen converge simplement sur |0; 1] vers la fonction g Inx
(1 —z)5/4
e La fonction g est continue sur |0; 1].
e Hypothése de domination
|In | Nal 2 |In x|
VN € N*Vz €]0; 1] |gn ()] (1_$)5/4(1 ¥ ) <p(x) (1= 2)5/
avec 1) continue, positive et intégrable sur ]0;1] :
P(x) ~g+ In (x) avec In intégrable en 0
(x) ~q- m avec T m intégrable en 1
N L' lnz
D’apres le théoreme de convergence dominée, T;)un N /0 (1= 2y dz € R.

On en déduit que la série de terme général wu,, converge.

Remarque
On peut se passer du théoréeme de convergence dominée : On remarque :
VneNuwu, <0

N 1 1
VN € N Z(—un) = / i(l — 2Nt de < / Y(xz)dz € R (apres avoir justifié
n=0 0 (1 B $)5/4 0
I'intégrabilité de 1) sur ]0; 1[ comme ci-dessus)
La suite des sommes partielles de la série a termes positifs Z(—un) est majorée donc la
n>0
série Z(—un) converge.
n>0
On en déduit que la série Z Uy, converge mais on n’a plus ’égalité :
n>0

+o0 1
Z Uy = / 71n (=) dx
n=0 0 (1 - .%')5/4
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Exercice 18 (Mines 2016)

Limite de

/ \/2+¢2+ NoEe

(il y a n racines dans 'expression de uy,)
Correction
Considérons une suite récurrente définie par :

vo € [0;1]
Untl = V2 + vy
Ry - R
Soit g{ *
T2+
g est croissante sur R (inutile de la dériver).
2+z —2? (x+1)(z—2)
Vz € R T)—r=+24+r—2= =—
+9(@) 2+\V2+z 2+ x
g est croissante sur Ry, g(0) = v/2 > 0 et g(2) = 2 donc l'intervalle [0;2] est stable par g.
La suite (vy,)nen est donc bien définie et :
Vn € N o, € [0;2]
Donc :

(vp + 1) (v, — 2) >0
2+ /v, -
La suite (v, )nen est croissante et majorée par 2 donc elle converge vers [ € [0;2].
Vn € N vy = g(vp)
Donc a la limite : [ = g(1).
Comme [ € [0;2], [ = 2.

Vn € Nupp1 —vp = g(vp) —vp = —

On définit alors une suite de fonctions de [0;1] dans R, (f,,) par :
{Vm € [0;1] fo(z) ==

Vo € [01] fusr(2) = I F Ful@)
On a :

L
Vn € N* u,, = / ——dx
" 0o fn (l’)
On applique alors le théoreme de convergence dominée.

1
e Pour tout n € N*, — est continue sur [0;1] :

11 résulte de ’étude %réalable de la suite (v,) que :
Vn € NVz € [0;1] fn(z) >0
On en déduit :

Vn € N*Vz € [0;1] fu(z) = /2 + fu1(z) >V2>0

1 0;1] - R
e La suite de fonctions () converge simplement sur [0; 1] vers la fonction h 1
n/ neN* T = 5

e La fonction h est continue sur [0;1].
e Hypothése de domination

1 1
Vn € N* Vz € [0;1] A0

@)

<

1
V2
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1
avec x — 7 continue, positive et intégrable sur [0; 1].
1

D’apres le théoréme de convergence dominée, u,, — 5
n—-+o0o

Remarque
1
On peut montrer que la suite de fonctions <> converge uniformément sur [0; 1] vers la
neN*

fn
fonction h.
Pour tout n € N*, soit P(n) : Vo € [0;1] f,(0) < fo(z) < 2.
P(0) est vraie.
En effet :
Vo € [0;1] fo(x) =
On suppose P(n) vraie.
Vo € [0;1] 0 < fu(0) < fu(z) <2
La fonction g étant croissante sur Ry :
Vr € [0; 1] fn+1(0) = g(fn(o)) < g(fn(m)) = fn+1(x) < 9(2) =2
Donc P(n + 1) est vraie.
On a donc :
Vn € N*0 < f,(0) < fa(z) <2
On en déduit :

1 1 1
Vn e N* = < <
2 7 falx) T fu(0)
Donc : 1 1 1
Vn € N* —hH = - = 0
In o fn(0) 2 nodoo
Exercice 19 (Mines 2022)
Montrer : .
Fo0 sin ( X 2x
v R = —
ve / Slnh Z (2n+1)2 + 22
n=0
Correction
On fixe z € R.
sin (xt) 2sin (zt)  2sin (zt) et
<R+ S (t) et — et 1—e 2

= 2 Z sin (zt) e —(2n+1)t

RY — RY

t + sin (xt) e~

e Pour tout n € N*, f,, est continue sur RY .

e Pour tout n € N*, f, est intégrable sur R* :
Vt € RE | f(t)| < em(ntDt
avec t —» e~ (2"t intégrable sur RY.

Pour tout n € N*, soit f, {
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%
3

(/+OO ix—2n+1)t dt>
0

+oo
vneN*/ fa)dt =
0

e(zx 2n+1)t +oo
= Qm
iz — (2n + 1)
— Cx
S 2n +1-— z:):>
B (2n + 1) + a2

“+o00 +oo
Vi € N* / fu(t)] dt = / Isin (wt)] e rHDE g
0

< |z / ~(2n+Dt 4t accroissements finis

_ e(2nt1] e too a—(2n+1)t
= t———— - dt
=] o+ 1 + /0 o+ 1

0
x
(2n +1)2
=]
4n?

+oo
On en déduit que la série de terme général / | frn(t)] dt converge.

On peut donc appliquer le théoréme N1, qui conduit facilement & la formule proposée.

Remarque
“+00

Si on ne pense pas aux accroissements finis pour majorer / | fn(t)| dt, on peut revenir aux
0

sommes partielles :

N

N 00 o N
VneN*gom = EZ:O/; fn(t)dt=/0+ an(t)dt
= /0+Oo <sm (xt)e tz( _2t> )

+o00 1— (2N+2)t
= / sin (xt) e_tle— dt
0

— o2t

sin (:Ut)

1 est continue et intégrable sur R :

La fonction g : t —

sin (zt) e~ GN+3)

1— e 2

De méme, pour tout n € N*, la fonction — est continue et intégrable sur
R*
3

On peut donc séparer les intégrales et écrire :

dt

Vn € N* i _n41 /+oo sin (t) ™ dt — /+°° sin (t) e~ (2N+3)t
n=0 (2n +1)% + 22 0 1— e 2 0 1— e 2
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Pour conclure, on n’a pas besoin du théoréme de convergence dominée :

VN € N*

avec M = sup

0 1— e 2 - 0 2(N+1:3)
i t
(|2 ) e & @ ustifen
ter: \I1—e

Exercice 20 (Mines 2019)

L

+oo dz
I, = —_ *
/0 1+ 22y n €N

Vérifier que I,, est bien définie pour n € N*.
Etudier la monotonie de la suite (I,),en-.
Etudier la convergence de la suite (I, )pen=.

Etudier la convergence de la série Z(—l)”*lln.
n>1

Etudier la convergence de la série Z I,.
n>1

Correction

1.

R+ — R
Pour tout n € N*, soit f, 1
T
(14+a2)n

Pour tout n € N*, f,, est continue sur R et f,,(z) ~4o0 —.- avec 2n > 1 donc :
x

pour tout n € N*, f,, est intégrable sur R .

. On montre sans probléme que la suite (I,),en+ est décroissante :

1
Yn e N*Vz €[0;1] 0 < <1
1+ 22

D’ou, avec les propriétés des suites géométriques :

1 n+1 1 n
VnEN*VSCE[O;l]( > S( )

1+ 22 14 22
ou encore :

Vn € N* Vz € [0;1] (14 22)nt1 = (14 z2)n

Et en intégrant :
vn S N* In+1 S In

Pour tout n € N*, f,, est continue sur R;..

R+ — R
La suite de fonctions (fy,)nen+ converge simplement sur R vers la fonction f ¢ o+ 0 si 2 > 0
0—1

La fonction f est continue par morceaux sur R.
Hypothése de domination

Vn e N*Vz e Ry |fu(z)] =

1 o1
(1+22) — 1422

avec T — 1522 continue, positive et intégrable sur R.
x
“+o00

D’apres le théoreme de convergence dominée, I, —T> f(z)dx = 0.
n—-+0oo 0
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4. e La série Z(—l)”*lfn est alternée.
n>1
o (1)L, —0
n—
e La suite (](—1)"*1In|)n€N*
D’apres le théoréme spécial des séries alternées, la série Z(—l)"‘lln converge.
n>1

= (I,)nen+ est décroissante.

y >0+ff() §°< 1 >" 1 1
T n\T = =
=\ 1+ 22 1—|—m21_ 1

n=1 1 n [,(;2
1
T2
+oo
La fonction Z fn n’étant pas intégrable sur R* | on intuite que la série de terme général
n=1

I, diverge.
Pour le démontrer, on raisonne par I’absurde :

On suppose que la série Z I,, converge.
n>1
e Pour tout n € N*, f,, est continue et intégrable sur R .

e La série de fonctions Z fn converge simplement sur R* (mais pas sur R ) et Z In 1

n>1 n=1 2

+oo R%Y — R
2

x
est continue.

+oo
e La série Z/ | fn(z)| dx converge :
0

n>1

+o0 +oo
Vn € N* / u(@) de = [ fule)de = I,
0 0
+oo

D’apres le théoreme N1, la fonction Z fn est intégrable sur R .
n=1
C’est absurde donc la série Z I, diverge.
n>1
Remarque
Il est possible d’obtenir un équivalent de I,,.
e Premiere méthode

+o0 1 x +o0 +o0 —2nx
VneN*I, = ———dr = | ——— - ———d
e /0 (TS [(1 +a?)m ], /0 T a2yt

too g2 411

On en déduit : 5 1
Vne N i = 1,

2n
Soit a > 0 et J, = n%I,.
In(Jpt1) —In(Jy) = aln(n+1)+In(Ip41) —aln(n) —In(J,)

= aln(1+1)+ln(ln+1):aln<1+1>+ln<1—1)
n I, n 2n
1\ 1 1
= (o-3)n+0(a)
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1
En prenant a = 5 la série de terme général In (J,,41) —In (J,,) converge donc la suite

(In(Jy,)) converge.
On en déduit que la suite (y/nl,) converge vers un nombre K strictement positif.

K
On en déduit I, ~ —.

n
e Deuxiéme méthode
2

Au voisinage de 0, =exp (—nln(1+2?%) ~ e

(14 a2)n
+o0o
e " dz se calcule avec le changement de variable t = x+/n.

0
On fait le méme changement de variable dans I, :

1 ! e 1 r 7nd
n=— —]
Jn%; T

Avec le théoréme de convergence dominée :
+oo 2 too
/ 1+ — dt —— e v dt

On obtienﬁc la domination en écrivant avec la formule du binome :
2

t
1+> > 14t
n

Exercice 21 (Mines 2019)

et —1

Montrer que I converge et 1’écrire sous la forme d’une série convergente.

+00 gj
I:/ sin (x) da
0

Correction
RY — R
Soit f sin ()
T —
et —1

f est continue sur R .
f(x) — 1 donc f est prolongeable par continuité en 0.
T—r

22 f(xr) —— 0
x%Jroo B .
f est donc intégrable sur RY .

0 sin (x
/ (i dx converge absolument donc converge.
0

ea} —
. 1 +oo
Ve >0 f(x) = smei:v) [pp—— sin (x)e™ " Z(e_x)” car e * €]0; 1]

n=0

+oo +o00

= Z sin (z) e~ (DT = Z sin (z)e™ "™
n=0 n=1
RY — R

x > sin (x) e ™
e Pour tout n € N*, f,, est continue sur RY .

Pour tout n € N*, soit f, {
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e Pour tout n € N*, f,, est intégrable sur R :
fn(x) — 0 donc f,, est prolongeable par continuité en 0.
T
2
v hnl@) 52 O
+00
° Z fn converge simplement sur R* et Z fn = [ est continue sur R% .

n=1

+oo
o La série de terme général / | fn(z)| dz converge :
0

+oo +oo
Vn € N* / ()| do = / sin (z)] e da
0 0

Mais :

Vr € R |sin (z)] = |sin (x) — sin (0)| < |z — 0] sup |cos (t)| < |z| par les accroissements
€[0;x

finis.

400 +o0
Vn € N* / | fr ()] dmg/ rxe " dx
0 0

On procede a une intégration par parties :
u(zr) =z, u(x) =1
V(z) = e ™ v(x) = —
n
u(z)v(z) — 0 et u(z)v(z) —— 0 : 'intégration par parties est justifiée.
z—0t T—+00

oo 1 [toe 1 0 1
Vn € N* / e " dr = [u(x)v(x)]F® + - / e dr = — [—e ™) = =
0

e—nz

0 n2 0 n2
On en déduit :
+oo 1
Vn € N* / | fo ()] do < —
0 n
+o00
et la série de terme général / | fn(x)| dz converge.

0
On peut donc appliquer le théoreme N1 et :

+0  tco
I= Z/ sin (z) e "™ dx
n=1"0

+o0 +oo . eli—n)z +oo
Vn € N* / sin(x)e™™dx = Sm (/ elimm)z dx) =Qm ,
0 0 i—n

B 1
o241
Finalement :
+oo 1
I =
Z_: n?+1
n=1

Exercice 22 (Mines 99)

Soit o € RY.
1
Etudier la série de terme général u,, = / (1 —t)" dt.
0

Correction
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0;1] > R
t— (1 —t*)"
Il n’y a pas de probléme de définition de wu,,.

e Pour tout n € N, f,, est continue et intégrable sur ]0; 1].

est continue sur [0;1].

Pour tout n € N, f, {

e La série de fonctions Z fn converge simplement sur |0;1] et S = Z fn

= {]0; 1]—R
n=0

t—t
est continue.

° Z / |fnl = Z Uy converge-t-elle ?
n>0+1051] n>0
C’est justement la question posée.

° Premler cas a < 1

Vp e N Z fn= / Z fn @ pas de probléme
10;1] 0;1]
Mais :

Vp € N anSScar.VneanZO
n=0
et S est intégrable sur ]0; 1] (car on a supposé a < 1) donc :

VpeNZ/ <[ ser

10;1]

Donc la suite des sommes partielles de la série a termes positifs Z f = Z /
n>0"10; n>0
est majorée.

Donc E U, converge et :

+o00 1 1
Sune [ 5= [ i

e Deuxiéme cas : o >1
Cette fois S n’est pas intégrable sur ]0;1].

iy / | fr| convergeait, S serait intégrable sur ]0; 1].
n>0

Ce n’est pas le cas donc Z / |fn| = Z / fn diverge et Z“” divverge.

n>0 n>0

Exercice 23 (Centrale 2017)

g(z) = arcsin (1 — 22)
1. Montrer que g est C* sur [0;1].

7r
2. Donner un équivalent de arcsin (t) — 5 en 1.

1 t3\/ﬁ
3. On pose, pour n € N, u,, = / _—
0o m/2—arcsint
Quelle est la limite de u, ?

Quelle est la nature de la série de terme général wu,, 7
Correction

1. La fonction arcsin est continue sur [—1;1], de classe C! sur | — 1;1].
Vo € [0;1] 1 — 22 € [0;1]
Vo €]0;1] 1 — 22 € [0;1]
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On en déduit que g est continue sur [0; 1], de classe C! sur ]0;1].
De plus :

-2 -2
vz €)0;1] ¢'(x) - -

= = L S— 2

0 P vy
D’apres le théoréme de la limite de la dérivée, g est C' sur [0;1] et ¢/(0) = —v/2.
g(z) — g(0)  arcsin (1 — 2?) — w/2

2. D’apres ce qui précede, = -2
T T z—0
>0
Pour t € [0;1[, on pose z = /1 — ¢ T 0
—
t<1

g(x) — g(0) _ arcsin (t) — m/2 )

T Vv1—t t—1

t<1
Donc :

arcsin (1) — g ~1 —1/2(1 — 1)

3. e Existence et limite de u,
0;1[— R
Soit PR 1 .
/2 — arcsin (t)
D’apres ce qui précede, ¢ est continue et intégrable sur [0; 1].
0;1[— R

Pour tout n € N, soit f, 3vn
t—

/2 — arcsint

— Pour tout n € N, f,, est continue sur [0; 1].

— La suite de fonctions (fy,)nen converge simplement vers la fonction nulle sur [0; 1].
— La fonction nulle est continue.

— Hypothése de domination

3vn
Vn e NVz € [0;1] |fn(x)]

S ——
m/2 — arcsint — e (t)

avec o continue, positive et intégrable sur [0; 1.

D’apres le théoreme de convergence dominée : u,, — 0
n—-+o0o

e Nature de la série de terme général u,
Une solution rapide est possible :
Vn>1yn<n
Donc :

Vn > 1Vt €]0;1] 3y/nln(t) > 3nln(t)

et :

Yn > 1Vt €)0; 1[#3V" > 37 > 0

Par ailleurs :

vVt €]0;1[ 0 < g — arcsin () <
On en déduit :

vt €)0;1] 7/ >

5 arcsin (t)

b 3

2
7T

Donc :

2 1 2
Vnzlunz—/ At =——— >0
7 Jo m(3n+1)

et la série de terme général u,, diverge.
Si on veut éviter I'astuce précédente, on peut procéder ainsi :
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+o00 t3\/ﬁ
On commence par intuiter le résultat : la fonction ¢ — E ——— est-elle in-
“— m/2 — arcsint

tégrable sur [0;1]7

La premiére méthode a laquelle on pense consiste a chercher un équivalent en 1 de
cette fonction.

Pour cela on a recours & une comparaison série-intégrale.

On fixe ¢ €]0;1].
La fonction z — t3VZ = 3VZInt ogt continue, positive, décroissante et intégrable sur
R+ :Int < 0.
+00 too “+o0
vt €]0; 1[/ VeIt 4 < > 3V < / VI 4y
1 0

n=1
On fait le changement de variable C! strictement croissant z = 9z (Int)?

1 +o0 too 1 +00
vt €]0; 1] 7/ e Vidz < Y 3V < / e V2dz
9( n—1 0

g(lnt)z Int)2 - 9(11175)2

Les intégrales se calculent mais cela ne sert a rien.

—+00
c
On a Zt?"/ﬁwl —— avec ¢ > 0.

— )2
— 9(1—1¢)
400 3vn
t
D ~ d>0.
One z_: /2 — arcsin t ! (1 —1t)5/2 avee
n=0
400 t3\/ﬁ

La fonction t — n’est donc pas intégrable sur [0; 1].

/2 — arcsin t

n=0
Si on demande de montrer qu’elle n’est pas intégrable, on peut aller plus vite :
+ZOO t3\/ﬁ ‘io t3n t3 e
Vit €]0; 1] _ > = 3 ~1
) _ . - _ . _ _ . _ 3 2
‘= m/2—arcsint — ‘= m/2—arcsint (1 —t3)(7m/2 — arcsint) (1—1t)3/
avec e > 0.

On conclut facilement.

On montre ensuite que la série de terme général u,, diverge.
On raisonne par 'absurde.
On suppose que la série Z Uy, converge.

n>0
— Pour tout n € N, la fonction f, est continue et intégrable sur [0; 1.
— La série de fonctions Z fn converge simplement sur [0; 1] :

n>0

Soit t € [0;1] fixé.
]

Sit>0,n%f,(t) =exp (2In(n) + 31In (t)y/n) — 0 (In(n) =o(y/n) et In (t) <
0).

Donc la série de terme général f,(t) converge.

Sit =0 alors f,(t) =0 est le terme général d’une série convergente.
+0o0o

— La fonction Z fn est continue sur [0;1].

Dans le programme actuel, on indique qu’on peut se passer de cette vérification.
Elle peut se faire en remarquant qu’il y a convergence normale sur tout segment
[0;a] avec a > 0 :

Vn € N |fp(2)] = fu(z) < fn(a) indépendant de x et terme général d’une série
convergente.
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— La série Z / | fn(t)| dt converge.

n>0
En effet :

1 1
\meN/O Ifn(t)ldtZ/O falt)dt = u,

+o00
D’apres le théoréme N1, la fonction ¢ — Z 3V et intégrable sur [0;1].

n=1
C’est absurde donc la série Z uy diverge.
n>0
5 Dérivation
Exercice 24 (Mines 2018)
x x
On pose pour tout n € N* et tout = € [0;1], up(z) = In (1 + ) -
n n
+o0
1. Montrer que S : z — Z un(z) est C sur [0;1].
n=1
2. Calcul de S’(1).
Correction
1. e Pour tout n € N*, u, est C' sur [0;1] : clair.
1 1
Vn € N*Vz € [0;1] ul,(z) = e
n+x n n(n + x)

e La série de fonctions Z uy, converge simplement sur [0;1] :

$2

unle) ~ =5

o) . /
e La série de fonctions E u,, converge normalement sur [0;1] :

1
Vn € N* Vo € [0;1] |uy,(z)] < — indépendant de z et terme général d'une série
n
convergente.
Donc S est C! sur [0; 1] et

V. 0;1] S'(z
zel xz n(n + x)
+o00 +00
1 1 1
2.8)=-) — = ——]=-1

(1) nz::ln(n—i—l) nX:l<n+1 n)
Exercice 25 (Mines 2016, 2021)

—+00 1
S(z) = -

(z) ;n%—i-n

1. Montrer que S est continue sur RY .
2. Montrer que S est C! sur R .
3. Equivalent de S en 07

4. Equivalent de S en 4007

Correction
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R% — R
1. Pour tout n € N*, soit f, 1
T

n?r +n
e Pour tout n € N*, f,, est continue sur RY .

e La série de fonctions Z fn converge normalement donc uniformément sur tout seg-
ment de R :
soit [a;b] (0 < @ < b) un segment contenu dans R .

1
Vn e N* Vo e RY |fu(x)] =

s n2x + n
série convergente.
On en déduit que que S est continue sur RY .

2. e Pour tout n € N*, f,, est de classe C! sur R% .
n? 1
Vn € N*Vr e R* f/(x) = — = —
" v R u@) (n?z + n)? (nz +1)2

e La série de fonctions Z fn converge simplement sur RY .

1
< —— indépendant de x et terme général d’une
n2a

e La série de fonctions E f converge normalement donc uniformément sur tout seg-
ment de RY :

soit [a;b] (0 < a < b) un segment contenu dans R .

1 1 1
Vn € N* Vo € R% |f!(x)] = < = indépendant de = et terme
+ |fn( )| (nx—|—1)2 — (na)2 n2a2 p
général d’une série convergente.

On en déduit que que S est de classe C! sur R%.
3. On fixe v € RY.

[1;4+o00[— R
Soit ¢ 1

|_>
t2r +t
© est continue, positive décroissante et intégrable sur [1; 4o0].

+o0 +o0
/1 o(t) dt < S( Z(p

—+00 d —+00 1 d —+00 1 d
t)ydt = ———dt = —dt
/1 () /1 x4t /1 t(tx 4+ 1)
:C > dt

+oo /1
_/1 (t_tx+1

= —lnz+In(z+1)

“+oo

- [m (tmi—l) .

On en déduit : S(z) ~o —Inz.
4. On fixe z € R*

2 +o00 1 +o0 n +o0 1
"6z Z n%—i—n Z% :_anx(n2x+1) :_Z nz(nx + 1)
n= n=1 n=1 n=1
On en dedu1t
2 1 +00
|S(x 6x| = CL‘2 Z n3
2 1
Donc S(z) — 6— =0 ( ) et finalement :
T
72
S(z) ~ —
(l‘) —+00 6
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Exercice 26 (CCP)

+o00o
arctan (nx
Domaine de définition, continuité et dérivabilité de la fonction f définie par f(x) = Z #
n
n=1

Correction
R—R

Pour tout n € N*, soit fn arctan (nx)
T —— "
- n

Vn e N*Vz e R |fp(z)] < 52 indépendant de = et terme général d’une série convergente.
n

Donc Z fn converge normalement sur R.
Or les f, sont toues continues donc f est définie et continue sur R.

Passons a la dérivabilité : :
e Pour tout n € N*, fn est de classe C! sur R et :

1

° Z fn converge simplement sur R*.
° Z f1, converge normalement donc uniformément sur tout segment de R% -
Soit [a;b] (0 < @ < b) un tel segment.
Vn € N* Vo € [a;0] |f ()] <
série convergente.
Donc Z fn converge normalement sur [a; b]
On en déduit que f est C! sur R% et :

——5 < —3 5 indépendant de z et terme général d'une
n3x n3a

400 1
0= —
= n(l+n2z?)

Par parité, on a le méme résultat sur R* .

On fixe z > 0.
[1; +oo[— R
Soit g
t(1 4 t222)

g est continue, positive, décroissante et intégrable sur [1; +oo[ (démontrable directement ou avec
la convergence de la série de terme général g(n)).

Donc :
[ e Z y<o+ [ gt
1 9(n 1 g

+o0 +ool+t2 2 _ +00 332
tydt = = - dt
/1 9() /1 (1+t2 2) / <t 1+ 222

= {m()-;m( 1+t 2) +OO

e
- (D)) ()
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On a donc :

1 1 1
Vo >0 —ln($)+§ln(1—|—x2) < f'(z) §—ln(m)—|—§ln(1+x2)—|—

1+ 22

On en déduit f'(x) —— +o0
r—+00

On en déduit que f n’est pas dérivable en 0 (théoréme de la limite de la dérivée + hypotheses).
Exercice 27 (Centrale 2019)

X ppe e

Etudier la convergence simple sur R4, la convergence normale sur R et sur [a; +oo[ avec a > 0
et la convergence uniforme sur R;.
Montrer que f est C! sur R .

Correction
R+ —R
Pour tout n > 1, soit f, nre "
In (n)

Soit z € Ry fixé.

Si x =0, il est clair que la série de terme général f,,(x) = f,(0) = 0 converge.

Siz>0,n’f,(r) R 0 et la série de terme général f,(x) converge.
n—-+0oo

o —1)e "z
Vi > 1 > 0 fi () = 0 (n)) -

On dresse le tableau de variations et on obtient :

n

eln (n)
1

donc AP
I (n) notos — +00 donc CR1 )

>—-2>0

1
n

On en déduit que la série de terme général diverge.

1
In (n)

On en déduit qu’il n’y a pas convergence normale sur R.

Soit a > 0.
1
dng>1tqv¥n>ng — <a
n
Vn=no sup |fu(z)| = fu(a)
z€[a;+oo]
D’apres I’étude de la convergence simple, la série de terme général f,(a) converge donc il y a
convergence normale sur [a; +00].

ws1n,(2) - 5 fk(;)

k—n+l

£

k=n+1

3\#
~

— exp

> Z fk( ) =
k=n+1 k=n-+1 (k)
d _ _ _ L
4 (xe ™) =(1—z)e ® donc x — ze~? est décroissante sur [1; +oo].

k
Si k est compris entre n + 1 et 2n alors — est compris entre 1 et 2 donc :
n
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1 o 9e2 2ne 2
Vn>1R,|—| > = >
" " (n) - k:zn;rl In(2n) In(2n) n—dtoo oo

La suite de fonctions (R,) ne converge pas uniformément vers 0 sur Ry donc la série de fonction
E fn ne converge pas uniformément sur R,.
Cela n’empéche pas f d’étre continue sur R mais ici :

1 1
n n
donc f () — 400 et f n’est pas continue sur R;..
n

n—-+o0o
Elle n’est donc pas non plus C! sur R,.

e Pour tout n > 1, f,, est C! sur R% et :

_ —1)e "=
Vn > 1Vx >0 f)(z) = n(nz —1e

In (n)
e La série de fonctions de terme général f, converge simplement sur R .
e La série de fonctions de terme général f) converge normalement sur tout segment de RY. :
Soit [a;b] (0 < a < b) un segment de RY.
n(nb+ 1)
Vn > 1Vx € [a;b] |f! < =~ 7
n z € [a;b] |fa(2)l < — )
b+1
2n(n + ) e—na s 0
In (n) n—+00
On en déduit que f est de classe C! sur R% .

—na

e indépendant de = et terme général d’une

série convergente : n

Exercice 28 (Mines 2022)

+00o —nz
xe
fizw Z
“— In(n)

1. Domaine de définition de f 7
2. Montrer que f est de classe C' sur R%.

3. Montrer que f n’est pas dérivable en 0

Correction
R—R
1. Pour tout n > 1, soit f, re ™
—
In (n)

Soit x € R fixé.
Si z =0, il est clair que la série de terme général f,,(z) = f,(0) = 0 converge.
Siz >0, n?f,(x) — 0 et la série de terme général f,(x) converge.

n (o0}

Siz < 0alors f(z) —+> +00 et la série de terme général f,,(x) diverge grossiérement.
n—-+0oo
2. e Pour tout n > 1, f,, est C! sur R% et :
—(nx —1)e ™
Vn>1Ve >0 fl(x) = (

e La série de fonctions de terme général f,, converge simplement sur R .
e La série de fonctions de terme général f; converge normalement sur tout segment de

R% :

Soit [a;b] (0 < a < b) un segment de RY.
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b+1
Vn > 1V € [a;b] |f](z)] < TIL (+) e " indépendant de x et terme général d’une
n(n
b+1
série convergente : n2n + e "¢
In (n) n—3+00

7 . 1
On en déduit que f est de classe C* sur R.

3. Yz e RY f(xg)g_f(()) :f(a:) :"“ZOO o

-0 x “=In(n)
Soit 1 et xo € RY tels que z1 < @o.
—nri e~ Nz
Vn €N >
"N Mn) < In(na)
Donc en sommant : f(z1) > /(@)
I xT9
La fonction x /@) est décroissante donc /(@) —— 1 € RU{+0o0}.
X T z—0
x>0
De plus :
Vo € R @) <l
x

Par ailleurs soit N un entier supérieur ou égal a 3.

+00 —nx N
RRICNS LS
z n ) n=2

e nx
— In(n

In (n)

car tous les termes de la somme sont positifs.

Donc :
e—?’lﬂ?

N
vx>on§_:21n(n)gz

En faisant tendre z vers 0, on obtient :
N

YN >3 )

n=2

Mais :
Vn>3Inn)<n—-1<n
Donc :
Vn >3

O

—_

> 1
In(n) — n

Donc la série de terme général

>0

1
In () diverge. Comme c’est une série a termes positifs :
n(n
S|
D i o
“—In(n) Notoo
On en déduit | = +o00 et f n’est pas dérivable en 0.

+0o0
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