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1 Fonctions lipschitziennes
Exercice 1 (X 2013)

Soient (E, ||||) un espace vectoriel normé et Y une partie non vide de E.
Siz € E, on pose f(z)=inf{||lz —y|,y €Y}

Montrer que f est 1-lipschitzienne.

Question subsidiaire posée a la lumiére du programme actuel
Quel lien peut-on faire entre f et I’adhérence de Y ?

Correction

e Premiere méthode
f est bien définie : toute partie non vide et minorée de R posséde une borne inférieure.
Soit x1 et 29 € E.
Ve Y Jlay —yll < a1 — ol + oz — vl
On prend la borne inférieure :
f(@1) <z — 22| + f(2)
Dot : f(a1) — f(x2) < [lz1 — 22
De méme :
f(x2) = f(21) < lwg — a1 = [lzy — 22|
On en déduit :
|f(z1) = f(@2)] < [lz1 — 22|
Deuxieéme méthode
f est bien définie : toute partie non vide et minorée de R posséde une borne inférieure.
Par contre, cette borne inférieure n’est pas forcément atteinte.
Supposons Y fermée et bornée : c’est une condition suffisante pour que la borne inférieure
soit atteinte :
Soit z € E.

Y —-R
La fonction { est continue et Y est une partie fermée et bornée de £ donc :

y=llz =yl
z(x) eY tqVy eY |z —y| > ||z — z(z)]
On a en particulier :
V(z1,22) € B [la1 — 2(21)]| < [la1 — z(w2) || et w2 — 2(22)|| < [lwz — 2(z1)
Soit (w1, z2) € E2.
Quitte a échanger x; et x9, on peut supposer f(z1) < f(x2).
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0< fla2) = fz1) = [lwa — 2(@2) || = 21 = 2(21) || < w2 — 2(20)[| = [le1 — 2(21) ]
La fonction || est croissante sur R donc :
1f(22) = fa)|| < llwz = 2(z)]| = llor = 2(z)l] < w2 = 2(21) = (21 — 2(22)) || = |22 — 2.

Passons au cas général :
Soient x1 et 29 € E.
On cherche a montrer que |f(x2) — f(z1)] < ||z2 — x1]|
C’est trivial si f(z1) = f(x2).
On suppose f(z1) # f(r2).
Quitte & échanger 1 et x5, on peut supposer f(z1) < f(x2).
Il existe deux suites (zp)nen €t (wp)nen & valeurs dans Y telles que :
o1 = 2l o £(@) et 22 = wall > f(z2)
0< fz2) = f@1) < [lwz — 2znll = 21 — 20l + llz1 — 20|l = f(21)
La fonction || est croissante sur R4 donc :
[f(z2) = f(z)] < llwe = znll = [l = 2nll + (21 = 20ll = f(21)]
< llws = zall = o1 — zalll + 21 — 20l = £(z)]
<

lze — 21| + |21 — 20| — f(21)

En faisant tendre n vers +o00, on obtient :

|f(z2) — f(21)] < [|lw2 — 21|

On va montrer : Y = {z € F tq f(z) = 0}.
Soit x un point adhérent a Y.
Il existe une suite (y,) € YN qui converge vers .
VneNO< f(z) < |z —yn|| —— 0

n—-+00
D’ou f(z) =0.
Réciproquement, on suppose f(z) = 0.
Soit n € N*.

1
f(z) < — donc il existe y, € Y tel que ||z —yy| < —.
n n
(yn) est une suite d’éléments de Y qui converge vers x.
x est point adhérent a Y.
Exercice 2 (Centrale 2019)
On consideére une suite de fonctions définies sur [—1;1] par :
Vo € [-1;1] fo(z) =1
€T
Vn € NVz € [=151] fopi(z) = /0 (Fal) + fult2) dt
1. Montrer que pour tout n € N, f,, est continue sur [—1;1].

2. Montrer que la série de fonctions Z fn converge simplement sur [—1; 1] et que sa somme
f est une fonction lipschitzienne vérifiant :

Vo e L1 @) = [ (£0)+ 1) a

Correction

On cherche a montrer :

Vn € NVz € [-1;1] |fu(2)| < ap |z|”

La propriété est vraie au rang 0 avec ag = 1.
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On suppose la propriété vraie au rang n.

Vo e 051 @] < [ (15000 + 7)) dt < [ (ant" + an) at

anrl x2n+1 1 1 "
< < n
A T R e <n+1+2n+1>

2
< n+1
- n+1an|x|

Vo € [=150] |fupa(z)| < /: (1)1 + [ £2(2%)]) dtg/: (an(~1)"" + ant®") dt

(=) x (=1) x g™t g2 n+1 ( 1 =" )
< _ <
= a”( n+t1 oy 1) = ol R S

n+1

< an|x’

n+1
Donc la propriété est vraie avec :

Vn € N = —
n Anp+1 n+1 Qan
On en déduit :
2n

2n
Vn € NVz € [-1;1] |fu(2)] < — |z|" < — indépendant de z et terme général d’une série
n!

n!
convergente.

Donc la série de fonctions E fn converge normalement sur [—1;1].
On a alors, si on note S sa somme :

+o00o +oo
Ve e [-1;1] S(z) = Z fu(x) = folx) + Z frnt1(z)
n=0 n=0
—+00 T 9
- 1+7§/0 (£alt) + £u()) dt

. [-1;1] - R

Pour tout n € N, soit g, 5

t = fu(t) 4+ fu(t%)

2

Vn € NVt € [~1;1] |ga(t)] < [fa(®)] + | fa(t?)] <
série convergente.
Donc la série de fonctions Z gn converge normalement sur [—1;1].
De plus, les fonctions g,, étant continues :

n+1

indépendant de x et terme général d’une

x T
vz e[-1:1 S(z) = 1+/ Z(fn T 1) dt

- 1+/ (S@) +5()) at
On en déduit que S est de classe C! et que :
Vo € [-1;1] S'(x) = S(x) + S(x?)
Une fonction de classe C' sur un segment y est lipschitzienne.

2 Parties fermées

Exercice 3
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Soient E = Ry[X] et F' 'ensemble des polynémes de E qui sont scindés sur R ou constants.

Montrer que F' est un fermé de E.

Correction
FE est un R ev de dimension finie.

F est formé des polynémes de degré < 1 et des polynémes de degré 2 aX? + bX + ¢ tels que

b2 — dac > 0.

Donc F = {aX? 4+ bX + c tq b? — dac > 0} (si a = 0 b — 4ac > 0).

F—R

L’application
bp f{P:aX2+bX+c'—>b2—4ac

est continue car polynomiale.

De plus R est un fermé de R donc F = f~!(R,) est un fermé.

Exercice 4

Soit E un espace vectoriel de dimension finie.
Soit F' un sous-espace vectoriel de E.
Montrer que F' est une partie fermée de E.

Correction

Soient p la dimension de F', n celle de F et B = (eq, ...

p =0 ou p =n sont clairs).
Soit z € E un point adhérent a F'.
1l existe (zn)nen € FN telle que 2y ——— 2.

N—+o00
n
= Z Yi€i
=1

n
TN = Z YN, i€i
i=1

1=
Vi€ [Lin]yi= lm yy,
Mais :
VN eNVie[p+1;n]yn;, =0carzy € F.
Donc :
Vielp+lin]y = lim yyi= lim 0=0
P
Donc z = Zyiei e F.
i=1
Donc F C F et F est fermé.

Exercice 5 (Centrale 2002, PC)

Soit » > 0.

,€n) une base de E adaptée a F (les cas

n

1 2 1 2 2
Pour tout n € N*, on note Bn:{(x,y)€R2 tq <x—) +<y—) STQ}
n n

Donner une CNS portant sur » pour que A = U B,, soit un fermé de R2.

n>1

Correction

T 11
Pour tout n € N*, B,, est la boule euclidienne fermée de rayon — et de centre €2, = ( )
n

Supposons A fermé.

’
nn
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VvneNQ,eB,CA
Q, —— (0,0) donc (0,0) € A.
n——+o0o )
2
Il existe ng € N* tel que (0,0) € B,, ie — < —2.

r
n% n?

On en déduit ro > /2.

Réciproquement, on suppose rg > v/2.
Soit n € N* et M € B,,.
OM <0, +Q.M

TN 1
0,0, = <n — 1> (7+ 7) done 9,0, = \/5(1 — )
T

n
1 1

QlM<\/§<1—>+T<r<1—)+r=
n n n n

Donc M € B;j.

Donc B,, C Bj.

Donc A = Bj est fermé.

Finalement :

A fermé < r > V2
Exercice 6 (X 2012)

Soit f : [a;b]3 — [a;b]® (ol [a;b] est un segment de R).
On suppose :
V(z,y) € ;0 x [a; 0] & # y = [ f(2) = FW)]| < [l= — y]|
1. Montrer que f admet au plus un point fixe.
2. Montrer que f admet exactement un point fixe.
Correction
1. Soient [ et I’ € [a;b]® tq f(I) =1l et f(I') =1
Sil#1" alors [l =U'|| < ||l =V
C’est absurde donc [ = [’

2. f est continue donc x — ||f(z) — x|| aussi.
[a; b]? est une partie fermée et bornée de R? donc :

wo € [a;b] tq Vo € [a;b]* [|f(z0) — wol| < [ (@) — 2]

Supposons f(zg) # xo.
zo et f(zo) € [a;b]® donc :

1 (f(20)) = fzo)ll < [If (o) — 2ol < £ (f(x0)) — f (o)

C’est absurde.

3 Continuité des fonctions de plusieurs variables

Exercice 7

R? - R
Soit f Ty
B9 e

f est-elle continue sur R??

Correction
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La réponse est triviale. Le but de cet exercice est de faire utiliser les théorémes généraux.
. [RZ>R , ,
La fonction est continue car polynomiale.
(2,y) = zy
R? - R

5 5 est continue car polynomiale. De plus elle ne s’annule ja-
(x,y) = 2® +y* +1

La fonction {

mais.
Donc la fonction f est continue sur R2.

Exercice 8
R? - R
Soit f ¢ (z,y)— " ¥siz >y

(z,y) — 1 sinon
f est-elle continue sur R??

Correction
La réponse est oui.
e Premiere méthode
On note Dy = {(x,y) € R? tq o > y} et Dy = {(z,y) € R? tq z < y} son complémen-
taire.
. {Dl —R . .
La fonction est continue car polynomiale.
(z,y) =z —y

D1 — R

La fonction exponentielle étant continue sur R, par composition la fonction
(z,y) — ™Y

est continue.

. Dy — R :
La fonction est continue car constante.
(z,y) —1
Reste a examiner le raccord :

Soit zg € R.

"V —— e =1= f(x,70)
(l’,y)—>(l’071'0)
($7y)€D1

Donc f est continue en (xg, xg).
Finalement, la fonction f est continue sur R2.
e Deuxieme méthode
R—R
On introduit la fonction ¢ { t — et sit >0

t—1sit<0
On a alors :
V(z,y) € R? f(z,y) = p(z —y)
Il suffit alors de montrer que la fonction d’une seule variable ¢ est continue sur R.
Or elle est clairement continue sur R_ et sur RY et ¢(t) = € Py 1 = ¢(0) donc ¢ est

t>0
continue sur R.

Exercice 9
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R? - R
. 1
Soit f ¢ (z,y) > exp (332_|_y2_1

(,y) — 0sia?+y?>1
f est-elle continue sur R??

)Six2+y2<1

Correction
R—>R

Soit p¢t—=0sit>0
t— e%sit<0

1 1

— —— —oo donc et — 0.

t t—0 t—0
<0 <0

Donc ¢ est continue sur R.

R2 5 R

5 5 est continue sur R2.
(z,y) = 2* +y° — 1

La fonction {

Or:
V(z,y) € R? f(z,y) = p(a® +y* — 1)
donc f est continue sur R? par composition.



