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1 Fonctions continues sur une partie d’un espace vectoriel normé

1.1 Définition

Soient (E, ||.||) et (F,||.||) deux espaces vectoriels normés, A une partie non vide de E. On
dit qu’une application f : A — F est continue si et seulement si elle est continue en tout point
de A.

On note C(A, F) 'ensemble des applications continues de A dans F'.
C(A,K) est noté simplement C(A) lorsqu’il n’y a pas d’ambiguité.

1.2 Propriétés
1.2.1 Combinaisons linéaires

Soient (E, |.||) un espace vectoriel normé et (F, ||.||) un K-ev normé.
Soit A une partie non vide de F.
Soient f; et fo: A — F continues.
Alors pour tous A1 et Ay € K, A1 f1 + Ao fo est continue.
En d’autres termes C(A, F') est un sev de F(A, F).
(C(A,F) C F(A,F),C(A, F) # () sont clairs)
En particulier C(4, F') est un K ev.
Cette proposition découle directement des propriétés des fonctions continues en un point établies
dans le chapitre précédent.

1.2.2 Produit d’applications continues

Soient (£, |.||) un espace vectoriel normé et (F, ||.||) un K-ev normé.
Soient A une partie non vide de F, f : A — F continue et ¢ : A — K continue.

A—F
Alors ¢f { est continue.

z = p(x).f ()

En particulier si f1 et fs sont deux fonctions de A dans K continues alors fi fo est continue.
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1.2.3 Composition d’applications continues

Soient (E,|.||), (F,||.]]) et (G, ||.||) trois espaces vectoriels normés.
Soient A une partie non vide de E et f: A — F continue.
Soient B une partie non vide de F' et g : B — G continue.
On suppose f(A) C B.
Alors go f (A — G) est continue.

2 Fonctions lipschitziennes

2.1 Définition

Soient (E1,|.||;) et (E2,||.]l;) 2 espaces vectoriels normés.
Soient Ay une partie non vide de Fq, f: A1 — Fyet k € Ry.
On dit que f est k-lipschitzienne (ou lipschitzienne de rapport k ou en abrégé lipy) si et seule-
ment si :
V(z,y) € A do(f(2), f(y)) < kdi(2,y)
ou ce qui revient au méme :

V(z,y) € A |[f(y) = f@)lly <k lly — =lly

Remarque

Dans la pratique si on a plusieurs evn on note ||.|| la norme dans chaque evn (en faisant attention
dans la manipulation des normes).

La définition précédente s’écrit alors :

f k — lipschitzienne <= V(z,y) € A% lf(y) = f(@)|| <k |ly— =

Définition
On dit que f est lipschitzienne si et seulement si il existe & dans R tel que f soit lipschitzienne
de rapport k.

Remarque

La notion de fonction lipschitzienne est indépendante du choix des normes en dimension finie
mais pas la constante k£ de la définition.

Ce résultat découle de 1’équivalence des normes en dimension finie.

2.2 Continuité des fonctions lipschitziennes

Soient (E,|.||), (F,||.]|) deux espaces vectoriels normés et A une partie non vide de E.
Toute application lipschitzienne de A dans F' est continue.

Démonstration

Soit f: A — F lipschitzienne.

Ik € RY tq V(z,y) € A% [[f(y) — f(@)l| < kly — 2|
Soit a € A.

On va montrer que f est continue en a.

Vo € A ||f(z) — f(a)] <k lz — al

Soit € > 0. .

On pose § = T
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On a alors pour tout z € A tel que ||z —al <9 :

1f(z) = fla)] < e

d’ou f(x) —= f(a) ie f est continue en a.
xr a
f est continue en tout point de A donc elle est continue.

2.3 Un exemple fondamental

Proposition
Soit (E,||.]|) un espace vectoriel normé.
La norme est lipschitzienne de rapport 1.
En clair :

V(@,y) € B2 [llyll - ll=lll < lly — =]

1 - o E—R .
On en déduit en particulier que I'application Iz est continue.
x— ||z

Démonstration

Soit (z,y) € E2.

[z]] = llz — y + yll < [lo — yll + [[y[| donc :

2l = llyll < llz =yl

De méme :

lyll = llzl] < [ly — =] = [z -yl

Donc [[|z]| = [|yll| = [l=l| = [lyll ou [ly|| — [l=[| < [lz — y]|

Exemple d’application
Soient E, ||.||) et (F,||.||) deux espaces vectoriels normés.
Soient A une partie non vide de E et f : A — F continue.

A—-R
Alors I’application { est continue.

z = || f (@)

2.4 Remarque a propos de la réciproque

La réciproque est fausse : une fonction continue n’est pas forcément lipschitzienne.

0;1] = R
Par exemple la fonction f {[ 1]
T =T

4™ — f(0 1
VnEN—f( ) f<):4n.f:2”—>+oo
4" —0 AL n—+00

alors que si f était lipschitzienne cette suite serait bornée.

est continue mais n’est pas lipschitzienne :

3 Fermés d’un espace vectoriel normé

3.1 Définition

Soit (E,|.]|) un espace vectoriel normé.
Soit I’ une partie de F.
On dit que F' est un fermé de E si, et seulement si, F' est égal a son adhérence ie :
F ferméde E <= F = F
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Comme pour toute partie de E A C A, on a :
F fermé de E <= F C F

3.2 Remarque

Si E est un espace de dimension finie, la notion de partie fermée est indépendante du choix

de la norme.

3.3 Exemples

e Les intervalles de R qui sont des fermés de R sont :
1. Ret (.

2. les intervalles du type [a, b] avec a < b.

3. les intervalles du type | — 00, a] ou [a, +00].

On a vu dans le chapitre précédent I’ensemble des points adhérents de tous les types
d’intervalle. 11 suffit alors de regarder pour chaque type d’intervalle si la condition de la
définition est vérifiée.

e Dans R, Z et N sont fermés.
Démonstration
On va montrer :
187 =—=2¢7

Soit «x € Z

On note p la partie entiere de x.
p<zr<p+1

Soit € = min (z —p,p+ 1 —x).
e>0

Soit y €]z — €;x + €.
y<zx+e<zr+p+1—xdoncy<p+1.
y>rx—e>x—(x—p)=pdoncy >p
p<y<p+1doncy¢&Z.

Donc |z — ¢z +€e[NZ =0 et = € Z.

On a bien montré :

1¢Zl=—=2x¢7

Par contrapposition :

r€l=xcZ

ieZ CZ

7Z est bien une partie fermée de R.

On peut montrer de méme que N est une partie fermée de R.

e Soit (£, ||.]|) un espace vectoriel normé.
0 et E sont des fermés de FE.

Va € EVe>0B(a,e)nPh =10
Donc ) = 0 et () est fermé.
L’inclusion FE C FE est triviale donc E est fermé.
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Proposition

Soit [|.|| une norme sur E.

Pour tout xg € E et tout » € Ry, By(xo,7) et S(xg,7) sont des fermés de E.
Les boules fermées et les spheres sont des parties fermées de FE.

En effet, il a été vu dans le chapitre précédent :
L’ensemble des points adhérents & By (zo, ) est By(zo, 7).
L’ensemble des points adhérents a S(zg,r) est S(xo, 7).

3.4 Caractérisation séquentielle

Soient (E,|.||) un espace vectoriel normé et F' une partie de E.
F fermé <= F contient la limite de toute suite convergente d’éléments de F'
(découle directement de la définition et de la caractérisation séquentielle des points adhérents)

Revenons a la propriété ”Z fermé”.

Cela revient a dire que toute suite convergente d’entiers (relatifs) converge vers un entier.
Il est bon de savoir le démontrer directement.

On considére donc une suite (zy,)nen d’entiers relatifs qui converge vers un réel [.

Soit € = T

dng € N tq Vn > ng |z, — | g%

Vp,q = no |zp — zq| < |zp — U 4 |l — 24 §%
Mais x, — x4 € Z donc :

Vp,q > no xp = x4

Donc :

Vp > ng Tp = Tp,

(Zn)nen est stationnaire et | = x,, € Z.

3.5 Réunion de fermés

Soient (E, ||.||) un espace vectoriel normé, I un ensemble fini non vide et (F;);er une famille
de fermés de E.
Alors U F; est un fermé de F.
iel
Toute réunion finie de fermés de E est un fermé de E.

Démonstration

Soit (up)nen une suite d’éléments de F' qui converge vers | € E.

Pour tout n € N, soit A; = {n € N tq u,, € F;}.

N = U A; et I est fini donc il existe ig € I tel que A;, est infini.
el

Il existe ¢ : N — N strictement croissante tel que ¢(N) = A;,.

La suite (ug(n)) est extraite la suite (u,) donc elle converge vers [.

Pour tout n € N, uy(,) € Fj, partie fermée de E donc | € Fj,.

On en déduit que [ € F.
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I est bien une partie fermée de E.

Conséquence
Toute partie finie de F est fermée.

Remarque
L’hypothese "I fini” est indispensable : sinon toute partie de E serait fermée.

3.6 Intersection de fermés

Soient (F, ||.]|) un espace vectoriel normé, I un ensemble non vide et (F});er une famille de
fermés de F.
Alors ﬂ F; est un fermé de F.
el
Toute intersection de fermés de E est un fermé de E.

Démonstration

Soit (un)nen une suite d’éléments de F' qui converge vers [ € E.
Pour tout n € N, u,, € F; partie fermée de ¥ donc [ € F;.

On en déduit que [ € F.

I est bien une partie fermée de E.

3.7 Continuité et ensembles fermés
3.7.1 Théoréme

Soient (E1, ||.]|) et (E2,].||) deux espaces vectoriels normés et f : E1 — Eo continue.
Pour tout partie fermée Fy de By, Fy = f~1(Fy) = {z € E; tq f(z) € F»} est une partie fermée
de El.

Démonstration

Soit (un)nen une suite d’éléments de Fy qui converge vers | € Ej.

La fonction f est continue donc la suite (f(uy)) converge vers f(l) € Es.

Mais la suite (f(uy,)) est a valeurs dans Fy partie fermée de Es donc f(I) € Fb.
On en déduit que [ € Fy.

F} est bien une partie fermée de E.

3.7.2 Applications
Soient (£, |.||) un espace vectoriel normé et f : E — R continue.

{r € Etq f(z) >0} et {x € E tq f(x) = 0} sont des fermés de E.

En effet, {x € Etq f(x) > 0} = f7Y(Ry) et {x € Etq f(x) = 0} = f~1({0}) et Ry et
{0} sont des fermés de R.

3.7.3 Remarques

e La remarque précédente est celle qui figure explicitement dans le programme. On peut la
généraliser :
{zrebtqflz) <0}, {zeEtqf(z)>r}, {z€Etqf(z) <r}et{zekLtqf(z)=r}
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sont des fermés de E.

e On dispose ainsi d’un moyen commode d’établir que tel ou tel ensemble est fermé.

. 12 , , L. E—R , .
Par exemple, si zg est un élément fixé de F, I’application étant conti-
x = ||z — x|

nue, on retrouve que Bf(zo,r) = {x € E tq |[x —xo|| < 7} et
S(zo,7) ={x € E tq ||z — xo|| = r} sont des parties fermées de E.

e [’image d’un fermé par une application continue n’est pas en général un fermé.
Exemples

R—R .
est continue.

x — arctanx

R est fermé mais f(Ry) = [O, ;T[ ne est pas.

4 Continuité en dimension finie

4.1 Utilisation d’une base de 1’espace d’arrivée

Soient E un espace vectoriel de dimension finie, F' un K-ev de dimension n > 1 et
B = (ei,...,en) une base de F.
Soit A une partie non vide de E.
Soient f: A— Fet fi,...,fn: A— Kles coordonnées de f.
Ona:
f est continue <= Vi € [1;n] f; est continue

4.2 Continuité des coordonnées

Soit E un K-espace vectoriel de dimension n € N* et B = (eq,...,e,) une base de E.
E—-K

Pour tout i € [1;n], la fonction ¢; & t continue.
our tout ¢ € [1;n], la fonction ¢; ﬂfzzxjej'%wi est continue
7j=1

E—>R+

En effet, si on prend |.|| , pour tout i € [1;n] ¢; est lipschit-

n
= ;xjej = max (jxj))
zienne de rapport 1 :

n n
Vie=> zjejy=> yjej | € E* loi(y) — ¢i(x)| = |yi — x| < |ly — 2|
j=1 j=1

4.3 Continuité des applications linéaires

Théoréme
Soient E et F' deux K-ev de dimension finie.
Toute application linéaire de E' dans F' est continue.
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Démonstration
Soit u € L(E, F).
. . . E— F .
Si E ou F est de dimension nulle alors 0 est constante donc continue.
T

On suppose désormais dim £ =n € N* et dim F = p € N*,
Soit B = (e1,...,ep) une base de E et C = (€1, ...,€,) une base de F.
Soit A = (am') 1<i<p = Matlg,c(u)
1<j<n
Les coordonnées de v dans C sont les fonctions :

E—-K
1/]' n n
"o = ijej — Zai,jxj
Jj=1 Jj=1

EF—-K

Pour tout j € [1;n], soit ¢; -

J [[ ]] ¢J r = Z Tpek — Z;j
k=1

On a:

o Vi< [Lip] =) ai;o;
7j=1

e Vj € [1;n] ¢; est continue cf 4.2.
Donc :
Vi € [1;p] ¢ est continue cf 1.2
Donc u est continue (cf 4.1).

4.4 Continuité des applications multilinéaires
4.4.1 Théoréme

Soient K7, ..., E, et F' p+ 1 K-ev de dimension finie.

Soit Eix---xE,=F
(0)]
AW V) 0(Viy o V)

 est continue.

une application p-linéaire.

Démonstration

On commence par le cas F' = K.

Pour tout j € [1;p], on note Bj(ej1,...,¢€jq;) une base de Ej; (d; est la dimension de Ej).
Eyx---xE,—K

Pour tout j € [1;p] et tout ¢ € [1;d;], on note ; ! P R )
(Vi,...,Vp) — laieme coordonnée du vecteur V;

Pour tout j € [1;p] et tout i € [1;d;], 1 ; est linéaire. En effet c’est la composée de :
{&xmx&%K”
[ ] 7'[']'
(Vl,...,‘/;)) '—>VJ
et de
Ej — K

* O &
V= Z TkCjk = T
k=1
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toutes deux linéaires.
Par conséquent, pour tout j € [1;p] et tout i € [1;d,], ¥;; est continue.

VWVi,...,Vp) € By x --- X B

d1
@(Vl,...7‘/;)) = @(Z gbil(‘/l)eil,‘/g,...,v;;)

i1=1

dy
= 3 du (Ve (en, Vay- ., V)

i1=1

d1 d2
= > (Ve (ez’l, > 60, (Va)eiy, Vs, .. '7‘/}))

i1=1 io=1
di d2
= Z Z Piy (Vl)qblz(VQ)(P (ei1>ei2> Va, ... 7‘/12)
i1=142=1

= Z ¥ (eil’ s 7€ip) ¢11(V1)¢12(V2) s ¢ZP(VZD)

(il,...,ip)e[[l;dﬂ]><~~~><[[1;dp]]

Donc ¢ = Z @ (s eip) Vi1 iy p-
(21,e-yip) E[L;da ] X - X [1;dp]
On en déduit que ¢ est continue.

Dans le cas ou F' est un K-ev de dimension finie quelconque, on choisit une base de F. D’apres
ce qui précede, les coordonnées de ¢ sont continues.On en déduit que ¢ est continue.

4.4.2 Continuité du déterminant

Si E est un K-espace vectoriel de dimension n et B = (eq, ..., e,) une base de F, Papplication
{E" —K ,
est continue.
Vi, y V) = detg (Vi, ..., V)

4.4.3 Continuité du produit matriciel

My (K) x My (K) = My (K)
(A,B) — AB

Donc, par exemple, si (Ap)pen et (Bp)pen sont deux suites & valeurs dans M, (K) qui convergent
alors la suite (ApB))pen converge et on a :

i () = (Jim ) tim By

4.4.4 Continuité du produit scalaire

L’application { est continue.

Soit E un ev euclidien.

o ExFE—R .
L’application est continue.

(z,y) = (zly)
On en déduit par exemple :
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e Soient (up)nen et (vn)nen deux suites a valeurs dans E qui convergent.
Alors la suite réelle ((uy|vy))nen converge et on a :
lim (uplvy) = ( lim u,| lm vy,)

n—+00 n—-+o0o n—-+00
e Soient F' un ev sur R ou C de dimension finie et A une partie non vide de F.
A—R
Si fetg: A— E sont continues alors h : { est continue.
z = (f(z)lg(z))

4.5 Continuité des fonctions polynomiales sur K"

On appelle fonction monoéme sur K" toute fonction de la forme :

K" - K
{(ml,...,xn) —afleg?
ou pour tout i € {1;...,n} a; € N.
On appelle fonction polynomiale sur K™ toute combinaison linéaire de fonctions monomes.
Exemple

R3 - R
{(m, y,2) = 22 +y? + 22 + 323yz + 4oyt 4+ 5
L’ensemble des fonctions polynomiales sur K™ est un sev de F(K",K) donc en particulier un
K-ev. De plus il est stable par le produit interne de F(K", K).

Qn
n

Toute fonction polynomiale sur K™ est continue.

M, (K) - K

En particulier 'application n(K) est continue.
A—detA

Application

Soit n > 1.

Soient A et B € M, (K).

Les matrices AB et BA ont le méme polynéme caractéristique.

Démonstration
Soit A, B € M, (K).
e Premier cas : A € GL,(K)
BA=A"1(AB)A=A"1(AB) (A ™))"
Les matrices AB et BA sont semblables donc ont le méme polyndme caractéristique.
e Deuxiéme cas : A ¢ GL,(K)
Il existe une suite (A,)pen de matrices inversibles qui converge vers A.
VA e KVp e N det (A, — A,B) = det (Al,, — BA,) cf le premier cas.
On fixe X et on fait tendre p vers 4o0.
VA € K det (A, — AB) = det (A, — BA)
D’ou le résultat car K est infini.
Mines 2021
Soit (4, B) € M, (R)%.
1. (a) On suppose que A est inversible.
Montrer que AB et BA ont le méme polyndéme caractéristique.

(b) On admet que toute matrice de M,,(R) est limite d’une suite de matrices inversibles.
Montrer le résultat précédent pour toute matrice A de M, (R).

10
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2. Montrer que AT A et AAT sont semblables.

Question supplémentaire en fin d’oral : Avez-vous une idée pour montrer ce qui a été admis
en 1)b)?

Correction

On vient de voir comment traiter la premiere question.

Pour la seconde, ATA et AAT sont diagonalisables car symétriques réelles. Comme elles ont
le méme polynoéme caractéristique, elles sont semblables a la méme diagonale donc semblables
entre elles.

4.6 Continuité des fonctions rationnelles sur K"

Ce paragraphe n’est pas mentionné dans le programme.
On appelle fonction rationnelle sur K" tout quotient de fonctions polynomiales sur K".

Toute fonction rationnelle de K™ dans K est continue sur son domaine de définition.

Exemples
R? - R
xz .
e La fonction f { (z,y) = Wny si (z,y) # (0,0)  est continue sur R?\ {(0,0)} car c’est
(0,0) — 0

une fonction rationnelle sur cet ensemble. Par contre, elle n’est pas continue sur R? car
on a vu qu’elle n’avait pas de limite en (0,0) donc qu’elle n’est pas continue en (0,0).

R? - R
3., .3
e La fonction g { (z,y) — o si (z,y) # (0,0)  est continue sur R?\ {(0,0)} car c’est
Ty
(0,0) — 0

une fonction rationnelle sur cet ensemble. On a vu que g est continue en (0,0). g est donc
une fonction continue sur R2.
GL,(K) — M, (K)

Ao A1 est continue.
H

e [’application {

4.7 Théoréme des bornes atteintes
4.7.1 Théoréme

Toute fonction réelle continue sur une partie fermée bornée non vide d’un espace de dimen-
sion finie est bornée et atteint ses bornes.
Dit autrement :
Soient F un espace vectoriel de dimension finie, F' une partie non vide de F fermée et bornée
et f: F — R continue.
Il existe T.min et Tprqe appartenant a F tels que :
Ve eF f(mmzn) < f((L‘) < f(:I:Max)

Remarques
e La démonstration de ce théoreme n’est pas exigible.
e Ce théoréeme est une généralisation d’un résultat vu en Sup :
Toute fonction réelle continue sur un segment est bornée et atteint ses bornes.

11
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4.7.2 Exemples
e Soit E, = {P € R,[X] unitaire}.
1
Montrer que inf / |P(t)| dt est atteint.
PeFE, 0

R,[X] = R

]
N 1 est continue (c’est une norme).
P / P(¢)] dt

0

E, = {P: Zaka tq Jko € [0;n] tq ar, = 1 et Yk > ko ax :O}
k=0

= U{P:ZakatqakOzleth‘>k0ak:0}
ko=0 k=0

I
1C=

({Ptqakozl}ﬂ( (n] {Ptqakzo}))

ko=0 k=ko+1

R,[X] =R
= af

{P tq a =1} et {P tq ar = 0} sont des fermés.

Une intersection de fermés est un fermé donc :

n
Pour tout ko € [0;n], {P tq ag, = 1} ﬂ ﬂ {Ptqar = 0}) est fermé.
k=ko+1
F),, est une réunion FINIE de fermés donc FE,, est fermé.

On peut alors montrer la généralisation suivante :
Soit E un espace vectoriel normé de dimension finie.
Soit F' un fermé de E tel que 0 ¢ F.

Alors :

dxg € F tq Ve € F ||z|| > ||zo|| (faire un dessin)

Le résultat est trivial si 0 € F' (29 = 0).

Soit y € F' quelconque.

Soit K = F N Bs(0, [ly]]).

K est une partie fermée et bornée de F et K est non vide : y € K.
Donc :

dxg € K tq Vo € K ||z]| > ||zo]|-

K C F donc xg € F.

Soit x € F.

Siz € K alors ||z| > |lzo]-

Siz & K alors [|z]| > ||y

Mais y € K donc ly|| = [[zol et [|z]| = [lzoll

On a bien :

Vo € F ||z = [lzoll

Pour tout k € [0; n]],{ est continue (linéaire en dimension finie) donc :

1
Pour en revenir a la question initiale, Ping / |P(t)| dt est atteint et est donc strictement
€En Jo

positif.

e Soit F un espace vectoriel de dimension finie non nulle.
Soit f : E — R continue.

12
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On suppose qu'il existe ||.|| une norme sur E telle que f(x)

llz]| =00
Montrer : 3xg € E tq Vx € E f(x) > f(x0)

Attention : F est fermé mais E n’est pas borné.

VM eR3IR>0tqVz € E |z|| > R= f(z) > M.

On prend M = f(0).

dR>0tqVx € E |z|| > R= f(x) > f(0).

[ est continue et Bf(0, R) est une partie fermée et bornée de E donc :
Jxg € Bf(0,R) tq Va € B¢(0, R) f(x) > f(xo).

0 € B¢(0,R) donc f(0) > f(xo)

Soit x € E.

Si x € By(0, R) alors f(x) >
Si x & B¢(0, R) alors f(x) >
Donc :

Vo€ B f(z) > f(z0)

(z0)-

flx
f(0) = f(zo).

e Centrale 2010
Montrer que P € C[X], non constant vérifiant P(0) = 1, peut s’écrire
P(X)=1+4aX"+ X" R avec r € N*, a € C* et R € C[X].
Montrer qu’il existe une constante positive C telle que, pour tout z vérifiant z" = —a
et tout € € [0;1], on a |P(ez)| < 1 — " + Ce™ L.
En déduire qu'il existe zg € C tel que |P(z9)| < 1.
Soit @ € C[X] non constant. Montrer qu’il existe un réel positif R tel que pour tout
complexe z de module supérieur ou égal a R, |Q(z)| > |Q(0)|.
Montrer qu’il existe zg € C tel que pour tout z € C, |Q(z)| > |Q(z0)].
Déduire de toute 1'étude faite que Q(zp) = 0.

-1

Correction

Soit n le degré de P.

n > 1 car P n’est pas constant.

{i € [1;n] tq a; # 0} est une partie non vide de N. Elle posséde un minimum. Notons le
r.r e N*.

Vie[l;r—1]a; =0

Donc :

n n
P(X) = ao+Y a;X'=P0)+a X"+ Y aX’
i=r i=r+1
n
= 14+aX"+X""R(X)aveca=a, #0et R= Z a; X120 € C[X]
1=r+1

Soit z une racine r'®™¢ de —a~! (et il en existe).

Ve € [0;1] P(ez) 1+ ae” (zr = —a_1> + T R(e2)
1— €+ R (ez)
[1— € > 0]+t 2" |R(ez)|

1—€ + 2T R(e2)]

|P(ez)]

VANVAN
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Analyse 2, chapitre 3 2024 - 2025

1 1
2" = —= donc |2|" = — et |z| = |a|7V/".
a lal
C—R
est continue et B(0, |a|_1/ ") est une partie fermée, bornée et non vide
z = |R(z)|
de C donc :
AD € R, tq Yz € By (0,|a|"/") |R(z)| < D
Ve € [0:1] [P(ez)| < 1— ¢ + et o~ 0FV/" D
Dol le résultat avec C' = |a|~ "1/ D
Ve € [0;1] |P(ez)| <1 —€"(14 Ce)
) de= 0; 1].
n prend € C+1€[,]
z C
P < 1-(CH+1)7"(1—-—=——
P = - (1-555)
1
< 1-((C+1)y"——=>0)<1
(( Ve )

1Q(2)] m +00

@ € C[X] non constant donc :
Q=a, X"+ ---+agpavecn >1et a, #0.
Vze C"Q(z) = 2" (an—l—anl T
z 2"
lan + ap_1t + - + aot™| Py |an| > 0 donc :
—
teC

dp > 0tq Vt € B#(0,p) |an + an—1t + -+ aot"| > \a;\

1 nl 1 in
v:eCall 2 Q)= 2

a
Mlt” —— 400 donc :
2 t—~4o00
teR

JA > 0 tq Vit € [A; +00] |a2”‘t” > [Q(0)]
Soit R = max <A, 1).

p
Vz € C 2] > R=[Q(2)] > |Q(0)]

B¢(0,R) est une partie fermée, bornée et non vide de C donc :
Jzp € B¢(0,R) tq Vz € B¢(0,R) |Q(2)] > |Q(20)]

En particulier : |Q(0)| > |Q(z0)|

Donc :

vz € C |Q(2)] > |Q(20)]

Supposons Q(zg) # 0.

X
Soit P(X) = Q2o + X)
Q(20)
P n’est pas constant et P(0) = 1.
Donc :

dz1 € Ctq |P(z1)] < 1

Donc : ‘Q(g)(jzl) <1let |Q(z0+ 21)| < |Q(20)]
0
C’est absurde donc Q(zg) = 0.

)
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