Algebre linéaire
Chapitre 5
Correction du QCM

941

Ce QCM est une adaptation du QCM 2007 de 'ICNA.
Pour chaque question, parmi les 4 premiéres propositions, 0,1 ou deux sont exactes.
L’espace vectoriel R? est rapporté & la base canonique B = (e1, e, €3).
On consideére I’endomorphisme f de R?® qui & tout triplet (z, y, z) de R3 associe le triplet
(r, 2x+3y+z,4x—4y— z).
id désigne I'endomorphisme identité de R? et I la matrice unité de I'ensemble, M3(R), des
matrices carrées d’ordre 3 a coefficients réels.

Question 1 La matrice M de ’endomorphisme f par rapport a la base B s’écrit :

1 -2 4
— |10 3 —4
0o 1 -1
1 3 -1
— |10 -2 —4
0 0 4
10 0
— -2 3 1
4 -4 -1
0o 0 1
— 11 3 =2
-1 —4 4
— Aucune des 4 propositions précédentes n’est vraie.
Correction
On a :
x x
V(z,y,2) ER*M |y | = | 20+3y+2
z o — 4y — 2

C’est donc la troisiéme proposition qui est vraie.
Question 2 L’endomorphisme f est de rang :
— inférieur ou égal a 3
— inférieur ou égal a 2
— 3 car le rang d’une matrice est égal au nombre de colonnes non nulles de cette matrice
— 1 car une seule colonne de M a tous ses coefficients non nuls
— Aucune des 4 propositions précédentes n’est vraie.
Correction
— La premicre proposition est vraie : le rang d’un endomorphisme d’un espace de
dimension finie est inférieur ou égal a la dimension de cet espace.
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1 0 0
det(f) = |-2 3 1
4 -4 -1
3 1
-4 -1 =1

f est donc un automorphisme de E et son rang vaut 3 : la deuxiéme proposition est
fausse.

— Le rang de f est bien égal a 3, mais en général le rang d’une matrice carrée n’est pas
égal au nombre de colonnes non nulles : la troisiéme proposition est fausse.

— La quatrieme proposition est grossiérement fausse.

Question 3 La matrice M

— est symétrique

— est triangulaire

— est inversible car ’endomorphisme f, étant de rang 3, est bijectif

— est inversible car toute matrice de trace non nulle est inversible.

— Aucune des 4 propositions précédentes n’est vraie.

Correction
1 0 0
M=|-2 3 1
4 —4 -1

— M n’est clairement pas symétrique.

— M n’est pas triangulaire. Néanmoins, elle est triangulaire inférieure par blocs.

— f étant un endomorphisme de rang 3 d’un espace vectoriel de dimension 3 est bijectif
et sa matrice dans toute base est inversible.
La troisieme proposition est vraie.

— Une matrice de trace non nulle peut ne pas étre inversible : cf G 1)
C’est avec le déterminant que la propriété serait vraie.

Question 4 Le polynéme caractéristique x s de la matrice M

— est de degré 3, car de maniere générale, le degré du polynoéme caractéristique est égal
au rang de ’endomorphisme auquel il est associé

— admet 1 pour racine car la somme des coefficients du polynéme est nulle

— n’est pas divisible par le polyndome X car sinon sa trace serait nulle

— est égal & X3 —3X24+3X — 1.

— Aucune des 4 propositions précédentes n’est vraie.

Correction

— x M est bien de degré 3 : le degré du polynoéme caractéristique d’une matrice carrée
est égal & son nombre de lignes (ou de colonnes), indépendamment du rang de cette
matrice : la premieére proposition est fausse.
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— Cette question nécessite le calcul du polyndéme caractéristique de M.

z—1 0 0
VeeR xym(x) = det(zlz—M)=| 2 -3 -1
—4 4 z+1

r—3 -1

= (@=-1) -4 z4+1

= (-1 ((z=3)(z+1)—4)=(z—1)(2® -2z +1)

Donc 7 = (X —1)3 = X3 - 3X2 +3X — 1.
La deuxieme proposition est vraie
— Pour une matrice M de taille quelconque :

X divise xpr <= xm(0) =0
< det(—M)=0
< (=1)"det (M) =0
< det(M)=0

ce qui n’a pas de rapport avec la trace : la troisiéme proposition est fausse.

— La quatrieme proposition est vraie.

Question 5 L’endomorphisme f

— a pour valeur propre les racines de tout polynéme P tel que P(f) =0

— ne peut admettre 0 pour valeur propre car f est un automorphisme

— admet 2 valeurs propres —1 et +1

— admet une valeur propre triple 1.

— Aucune des 4 propositions précédentes n’est vraie.

Correction

— Soit P un polynome tel que P(f) = 0.
Si A est valeur propre de f alors P(A) = 0 mais la réciproque est fausse.
La premiére proposition est fausse.

— f est un automorphisme donc f — 0id est bijective donc f — 0id est injective et 0 n’est
pas valeur propre de f.
La deuxieme proposition est vraie.

— On a vu dans la question précédente que x s = (X —1)? donc la troisiéme proposition
est fausse et la quatriéme proposition est vraie.

Question 6 L’endomorphisme f

— n’est pas diagonalisable sinon on aurait f = id

— est diagonalisable car f est bijectif

— n’est ni diagonalisable ni trigonalisable car son polynéme caractéristique n’est pas
scindé sur R

— n’est pas diagonalisable car dim (Ker(f —id)) < 3 mais est trigonalisable car son
polynéme caractéristique est scindé sur R.

— Aucune des 4 propositions précédentes n’est vraie.

Correction

— 1 étant la seule valeur propre de f, si f est diagonalisable alors f = id, ce qui n’est
pas.
La premiere proposition est vraie
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— Un endomorphisme bijectif n’a aucune raison d’étre diagonalisable : la deuxiéme pro-
position est fausse.

— X7 = (X — 1) est scindé sur R.

— On a déja vu que f n’était pas diagonalisable car f # id ce qui revient a dire que le
noyau de f —id est de dimension strictement inférieure a 3. De plus x s est scindé sur
R donc f est trigonalisable. La quatriéme proposition est vraie.

Question 7 On note A1, Ao, A3 les valeurs propres, éventuellement confondues, de I’endo-

morphisme f

— le sous-espace Ker(f) admet pour base (0, 1, —2)

— pour tout ¢ entier entre 1 et 3, tout vecteur v; de R3 vérifiant f (vi) = A v; est vecteur
propre de f associé a la valeur propre A;

— le sous-espace propre associé a la valeur propre —1 est le plan d’équation —2x +2y+
z=0

— le sous-espace propre associé a la valeur propre +1 est le plan d’équation —2x +2y+
z=1

— Aucune des 4 propositions précédentes n’est vraie.

Correction

— f étant bijective, son noyau est réduit au vecteur nul : la premiére proposition est
fausse.

— Le vecteur nul vérifie f(v;) = A\;v; mais n’est pas vecteur propre de f : la deuxieme
proposition est fausse.

— -1 n’est pas valeur propre de f donc la troisiéme proposition est fausse.

0 0 O
— M-1=1-2 2 1 | donc le sous-espace propre de f associé a la valeur propre
4 —4 -2

1 est bien le plan d’équation —2z + 2y + 1 = 0 (la troisieme ligne est colinéaire a la
premiére).La quatriéme proposition est vraie

On considére la matrice de M3(R) définie par

1
N=10
0

oS = O

0
1
1

Question 8 On suppose qu’il existe une base (uy, uz, u3) de R? dans laquelle la matrice
de 'endomorphisme f est égale & NV
— la famille (u1, ug) est une base du sous-espace Ker(f — id)
— l’endomorphisme f — id est de rang 2
— Im (f —id) = Rugy
— le plus petit entier k tel que (f — id)* = 0 est égal & 3.
— Aucune des 4 propositions précédentes n’est vraie.

Correction
0 0 O
— N—-I=1]0 0 1
0 0O

11 suffit d’écrire le systéme pour voir que la famille (u1, us) est une base du sous-espace
Ker(f —id). La premiére proposition est vraie.

— D’apres ce qui précede, Ker(f — id) est de dimension 2 donc f — id est de rang 1 : la
deuxieme proposition est fausse.
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Im (f —id) = Vect((f —id)(uy), (f —id)(u2), (f —id)(u3)) = Vect(0,0, uz) au vu de
la matrice N — I donc la troisieme proposition est vraie
(N — I)? = 0 donc la quatriéme proposition est fausse.

Question 9 — On déduit de l'expression de la matrice M — I que 'on peut prendre

uy = —2e; +2ex+e3

On déduit de I'expression de la matrice M — I que 'on peut prendre us = ey — 2 e3
la famille (u1, ug) = (e1, —2e1 + 2 e2 + e3) est une base du sous-espace propre associé
al

la famille (u1, ug) = (e1 + e2,e2 — 2e3) est une base du sous-espace propre associé a
1.

Aucune des 4 propositions précédentes n’est vraie.

Correction
0 0 O
— M-I=1-2 2 1
4 —4 -2
On en déduit que I'image de f — id est le sous-espace vectoriel de R? engendré par
—2e9 + 4eg = —2(eg — 2e3), 2eq — deas = 1(ea — 2e3), ea — 2e3 donc la droite engendrée

par ex — 2es.

Il résulte alors de la question précédente :

La premiere proposition est fausse.

La deuxieme proposition est vraie

On a déja vu que le sous-espace propre de f associé a la valeur propre 1 est le plan
d’équation —2x + 2y + 1 = 0 dans la base (e, e, €3).

Par conséquent e; n’appartient pas a cet espace et la troisiéme proposition est fausse.
e1 + eo et eg — 2e3 vérifient ’équation du plan et ne sont pas colinéaires donc ils
forment une base du plan.

La quatrieme proposition est vraie.

Question 10 On pose ug = ae; + bes + ces ou a, b, ¢ sont des réels, et on considere les
vecteurs u; et uo définis dans la question 9. On note § le déterminant du systéme de
vecteurs (u1, ug, us) dans la base B.

0=2c—b

d=c—2b+2a

0=2c—3a+3b

d=c+2b+2a

Aucune des 4 propositions précédentes n’est vraie.

Correction

1 0 a 1 a

6 = |1 1 b|/=0 1 b—a
-2 c 0 -2 c
_ EQ b=al o hop— 2

donc la premiere proposition est fausse.

la seconde proposition est fausse.

la troisieme proposition est fausse.

la quatriéme proposition est fausse.

C’est la derniere possibilité qui est la bonne.
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Question 11 Pour que la famille (u1, ug, ug) considérée a la question 10 soit une base de

RS

dans laquelle la matrice de f est égale a N

il faut et il suffit que ¢+ 2b — 2 a soit non nul

il faut et il suffit que c+2b—2a =1 et que c+ 2b+ 2 a soit non nul
il suffit de choisir (a, b, ¢) = (0, 1, 0)

il suffit de choisir (a, b, ¢) = (1, 1, 1).

Aucune des 4 propositions précédentes n’est vraie.

Correction

Il résulte de la question précédente que ¢ + 2b — 2a # 0 est une condition nécessaire
et suffisante pour que (u1, ug,u3) soit une base de R3. Mais quelle est la matrice de u
dans cette base ?

(u1, ug) = (€1 + ez, e2 — 2e3) est une base du sous-espace propre associé a 1 donc
flur) = ug et f(uz) = ug.

flus) —us = (—2a+ 2b+ c)ea + (4a — 4b — 2¢)es cf la matrice M — T
= (—2a+2b+c)(ea — 2e3)

donc f(ug) — ug n’est pas forcément égal & ug et la premieére proposition est fausse.
La CNS pour que la famille (u1, ug, us) considérée a la question 10 soit une base de
R3 dans laquelle la matrice de f est égale & N est donc ¢ + 2b — 2a = 1.

On en déduit que :

La seconde proposition est fausse.

c+ 2b — 2a # 1 donc la troisieme proposition est fausse.

¢+ 2b — 2a = 1 donc la quatrieme proposition est vraie.

Question 12 — les matrices M et N ne peuvent étre semblables car il n’existe pas de

famille (u1, ug, ug) constituant une base de R? dans laquelle la matrice de f est égale
a N

les matrices M et N sont semblables car deux matrices de méme rang sont nécessai-
rement semblables

1 0 1
M=P!'NPavecP=|[1 1 1
0 -2 1
1 0 1
N=P1lMPavecP=[1 1 1
0 -2 1

Aucune des 4 propositions précédentes n’est vraie.

Correction

D’apres la question précédente, la premiere proposition est fausse.

la seconde proposition est fausse : deux matrices de méme rang ne sont pas forcément
semblables.

Il résulte de la question précédente et des formules de changement de base que M =
PN P! donc la troisieme proposition est fausse et :

la quatrieme proposition est vraie.

Question 13 On a :

(M —I)? =0 car les matrices (M — I) et (N — I) sont semblables et (N — I)? =0
(M —1)>=0et (M —I)? est non nulle

la formule du binéme s’applique au calcul de (A + B)™ pour toute matrice A et B
pour appliquer la formule du binéme au calcul de (A + B)™ il faut que les matrices A
et B commutent.
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— Aucune des 4 propositions précédentes n’est vraie.

Correction

— M —I1=PNP!'-PIP'=P(N—-I)P': M ~—1et N— I sont semblables.
(M —-1)2=P(N-1)*P 1 =P0P ' =0
La premiere proposition est vraie
On en déduit :

— La deuxieme proposition est fausse.

— La troisieme proposition est fausse : c’est du cours.

— La quatrieme proposition est vraie
Il a été vu en Sup que si A et B commutent alors on peut appliquer la formule du
binéme : ”A et B commutent” est donc une condition suffisante.
Mais elle est aussi nécessaire puisqu'on doit avoir A% + 24AB + B? = (A + B)? =
(A+ B)(A+ B) = A2 + B2 + AB + BA.

Question 14 On obtient :

— M" =1+ 2"(M — I) pour tout entier naturel n

— M™ =1+ (n/2)(M — I) pour tout entier naturel n

— la suite de terme général M™ /n, pour n entier strictement positif, a pour limite (M —1)
lorsque n tend vers +oo

— la suite de terme général M™/n, pour n entier strictement positif, a pour limite (M —
I)/2 lorsque n tend vers +o00

— Aucune des 4 propositions précédentes n’est vraie.

Correction

— M =1+ (M —1) avec I et M — I qui commutent donc :

n
n
M=) <k>1”k(M —DF=T4n(M—1)car (M —1)2=0
k=0
La premieére proposition est fausse.
— La deuxieme proposition est fausse.
s . M T
— La troisiéme proposition est vraie — = — 4+ M — I
n
— La quatrieme proposition est fausse.



