ANALYSE 1
TD
2024-2025
Chapitre 4
Séries entieres
Correction

941

1 Rayon de convergence d’une série entiere

Exercice 1

, . 2
Déterminer le rayon de convergence de Z o Hl A2+
n>1
Correction
Soit r > 0.

Vn € N* 27 pl+2t4n 5
9(n+1)2 . 1424 +n+1
= 22ntlpntl — (4)n 2p

on? p142++n

. 1 upiq 2
Sir< 7 a0 E oM plF2HFn 5 () converge.
Un n——+00 n>1

. 1 w
Sir> 7 ml oo et Z on’plt2ttn 5 diverge.
Un n—-+00 n>1

1
D R=-
onc 1

Exercice 2

Déterminer le rayon de convergence de Z e~ lnv3ln
n>0

Correction

VneN —1+nf<{nxfj§ nv3
1—nV3>—|nV3] > —nV3
e*n\/gz e*Ln\[J Z \/g

et tout est positif donc :
e—nV3l — o (e_"‘/g) ce qui entraine R > Roy (Z e " 32”)

W3 =0 (e_L"\/gJ> ce qui entraine Roy (Z e " 32”) <R
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Or: Revy (Z e_"\/gz"> = Reov (Z (e_\/gz)n) — V3

Donc R = eV3.
Exercice 3
o2m)! 2n
Déterminer le rayon de convergence de Z Mz"
= n! (3n)!
Correction
Soit r > 0. (2m)1 n?
. 2n)! n"
| 2n+2 o9n, | |
Upy1  (2n+2)(n+1) 2"n!(3n)! .
up, 2" (n 4+ 1)!(3n +3)! (2n)In2n
2" (2n+2)!  n! (3n)!  (n+1)2+2
= r
2t (2n)! (n+1)! (3n+3)! n2n
1 (2n+1)2(n+1)(n+1)? (n+1>2"
= - r
2 (n+1)3(n+1)(3n+2)(3n+1) n
(2n +1)(n+1) <n+1)2" 2e%r
= r
3(3n+2)(3n+1) n n—+oo 27
27 2e? 2n)! n?"
Sir< 22 alors 2e7r < 1 et la série n§>:1 Q(HZ?(ZTZ)!T” converge.
27 2 2 . (2n)!n2n
Sir > BY) alors 2e77“ > 1 et la série 7; %r” diverge.
5 >
On en déduit R = —7
22

Exercice 4 (CCP 2019)

uo G]-— 1;0[

Soit la suite (u n définie par
(n)ne {Vn € Nupt1 =un + u%

1. Soit f:x — x4+ 22
Etudier les variations de f et en déduire :
Vn € Nu, €] —1;0]
2. (a) Est-ce que la suite (u,) converge. Si c’est le cas, déterminer sa limite [.

(b) Est-ce que la série de terme général u2 converge ? Si c’est le cas, exprimer sa somme
en fonction de ug.

3. (a) Déterminer le rayon de convergence de la série entiére E upx".

(b) Déterminer la nature de la série de terme général (—1)"w,,.
1 1
4. (a) Soit a, = — — .
Unp Un+41
Montrer que (a,) converge. On note ! sa limite.

1 s .
(b) On admet npz:; R ——— [ (théoreme de Césaro).

Déterminer un équivalent de u,,.
Est-ce que la série de terme général u,, converge ?
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5. Démontrer le théoréme de Césaro.
Correction

1. fetC®sur Ret:
Ve eR f(z) =1+ 2z

f est strictement décroissante sur | — oo; —1/2] de +o0 & 7
1
f est strictement croissante sur [1/2;+oo[ de 1 a +00.

1
D’apres le tableau de variations, f(] —1;0[) = {—4; 0 [

L’intervalle | — 1;0[ est donc stable par f.
Une récurrence facile permet alors de montrer :
Vn € Nu, €] —1;0]

2. (a) (up) est croissante et majorée donc elle converge.
Notons [ sa limite.
f étant continue sur R, f(I) = 1.
On en déduit [ = 0.

(b) u? = upi1 — up.
Par téléscopage :
n

Vn e N up = u — upg ——— —Up.
kz_% k n+1 0 oo 0

La série de terme général u2 converge et sa somme est —u.

Un+1 Un+1

3. (a) M:i:1+un—>ldoncR:f:1.
[un | Unp n—+00 1
(b) La série de terme général (—1)"u,, converge par application du théoréme spécial sur
la convergence des séries alternées :

° Z u, est alternée.
n>0
_ n
o (=D)"un T 0
o (|[(—=1)"unl|),,ey = (—Un)nen est croissante.
4. (a) an:unH_Un = tn > 1
UpUn+1 Up41 M—+00

(b) Par téléscopage et Césaro :

— — — 1.
nuy NUp41 N—+o0
1

—— ——— 0 donc — —1 et nup4; — —1.
nu; n—+oo NUpy1 n—+oo n—+00

. . 1 1
On en déduit (n — 1)u, —— —1lpuis up ~ ———— ~ ——

) n—+00 n—1 n

Vne Ny, <0et —— <0

n
La série de terme général —— diverge donc la série de terme général wu,, diverge.
n

n—1

5. Il s’agit de montrer que si v, — [ € R alors — Z up — L.
n——+o0o n part n—-4o00

Soit € > 0.
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dng e NtqVn >ng |u, — 1] <e

1 n—1 1 n—1
Vn > 92 |= il = = -
n > ng+ nzuk l‘ nZ(uk l)|
k=0 k=0
1 n—1 1 no 1 n—1
< D lme=l == ue =1+ = Y fu =
=0 =0 Ly S——
180 1 = 180 n—no—1
< fZ\uk—lH—f Z esz\uk—lH—ioe
=0 "h=no+1 k=0 n
1 &
< = _
< nZ\uk I|+e
k=0
no no
Z|uk—l| est indépendant dendonc—2|uk—l|—>()et:
k=0 nkzo n—-+00
1 X
ElnlethVnznl—ka—ng
=0
On a alors :
1 n—1
Vn > — <
n > max (ng, n1) ‘nZuk I < 2¢
k=0
1n—1
Onabien—Zuk—M.
7lk:0 n—4o00

Exercice 5 (Centrale 2017)

On définit une suite (ay)nen par :
(i) ap >0
(ii) Vn e Napt1 =In(1+ay)
1. Déterminer le rayon de convergence de la série entiere Z anz”.

2. Déterminer la nature de la série Z an(—R)".

3. Déterminer un équivalent de a,,.

Indication :
1 1

Utiliser u,, =
an+1 an

4. En déduire la nature de la série Zaan.
5. Question supplémentaire :
Démonstration du théoréme de Césaro.
Correction
1. On commence par une étude classique de suite récurrente.
—1;400[— R
Soit f ) [
x—In(l+2x)
On fait I’étude rapide des variations de f : f est C! et strictement croissante sur | —1; +oo.
f(R%) =]f(0); +oo[= R% donc (ay) est bien définie et :
vn € N* a,, > 0.
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On fait ensuite 'étude de g : x — f(z) — z.

On en déduit : Vo >0 f(z) <z

On en déduit que (ay) décroit (strictement).

(an) étant minorée par 0, elle converge vers [ € Ry.

f étant continue sur Ry, f(I) = 1.

D’apres 'étude précédente, la seule possibilité est | = 0.
Donc (a,,) converge vers 0.

On peut alors utiliser la regle de d’Alembert.

Gp4-1
n s letR=1.
an, n—-+00

2. Comme R =1, il s’agit de déterminer la nature de la série Z an(—1)".

On applique le TSCSA :

® > an(—1)" est alternée.

e La suite (|(—1)"an|)nven décroit.

e La suite (|(—1)"an|)Nen converge vers 0
Donc la série Z an(—1)" converge.

3.
1 1 ap — Ap41
u,n _= _——— = —
Q41 Qap ApnGp+1
_an—In(l+a)  a2/2+o(ad)
Anan+1 AnAn41

. 1

On en déduit : u,, ———— —
n—+oo 2
Par Césaro :
1 1
LS s
n n—+oo 2
k=0

1 1/1 1

Mais:Zuk:(—>
n n \a, ap

k=0
1 1 1 1
— —— 4oodonc — | — — — | ~ —
a, n—+oo n \a, ag nan,
Onadonc: — — —et a, ~ —.

na, n—+oo 2 n

4. Comme tout est positif, on en déduit que Zan diverge. (R =1 donc a, R" = a,)

n—1
5. Il s’agit de montrer que si u,, — [ € R alors — Z up —— 1.
n—-+4oo n =0 n—-+oo

Soit € > 0.
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dng e NtqVn >ng |u, — 1] <e

1

1 n—1 n—1
Vn2n0+2‘2uk—l‘ = Z(uk—l)‘
=0 " k=0
1n71 1 no 1 n—1
< EZ!%—UZEZ!%—ZHE > Juk =1
k=0 k=0 k=no+1
1 & 1 = 1 & n—ng—1
< =D u—l+= )0 62—2\%—”4—706
™ k=0 " Znot1 k=0 n
1
< =D fur—Il+e
" k=0
no 1 no
Z |ur —I| est indépendant de n donc — Z lup — | —— 0 et :
k=0 nk:o n——+00

1
ElnlethVnan—ka—ng
" =0
On a alors :

VYn > max (ng, ny) < 2¢

1 n—1
~ > ug =l
k=0
n—1

On a bien —Zuk — L.
s n—-+o0o

Exercice 6 (X 2018)

Soit I, le nombre de bijections f : [1;n] — [1;1] telles que f o f = Idj,,-

’ . n
Déterminer le rayon de convergence de E —'x”.
n!
n>1

Correction

On note S,, 'ensemble des permutations des entiers 1,2,...,n.

On définit T, = {0 € S,, tq 0? = Id}.

On note I,, = Card(T,,) et on pose Iy = 1.

Sy ={id}, [ =1

Sy = {id; (12)}, I = 2

Dans Ss, il y a id, (1 2),(1 3) et (2 3) qui appartiennent a 73 et (1 2 3) et (1 3 2) qui n’appar-
tiennent pas a T5.

I3=4

I, = Card(71,) = Card ({0 €S, tqo? = zd})

— iCard ({a €S, tqo?=ideto(l) = z})

=1

= Card ({0’ €5, tqo’=idet o(1) = 1}) + ZCard ({0 €S, tqo®=idet o(l) = z})
=2

= I,—1+ (n—1)Card ({a €S, tqo® =idet o(l) = 2})

Mais, {0 € S, tqo? =idet 0(1) =2} = {0 € S, tq 0% = id et (1) = 2 et 0(2) = 1} qui est
de cardinal I,,_s (y compris si n = 2 avec la convention Iy = 1) donc :
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Yn>21,=1,_1+ (TL — 1)In_2

I
Onposeun:i:etona:
n!

Vn>2u, = In I+ (n=1Dlhs  (n—Dup1+ (n—1)(n—2)lup—s

n! n! a n!
Up—1 + Up—2
n

e Premiére méthode
Soit r € RY..
Supposons un_—1 < Mr™" ! et u,_o < Mr™ 2.

Up—1 + Up— M _ _
U, < nlanSZ(rnl_i_rnZ)

Mr"™ <1 l)
n r o r2

+

1/1 1
dng € N* thn>n0<+2) <1
n\r r
On choisit donc M assez grand pour que :
Vn € [0;no] un, < Mr™
et on a alors_:

vneNog—ngr"
n!

1
Le rayon cherché est donc plus grand que — pour tout » > 0. C’est donc +oo.
r

e Deuxiéme méthode
Vn € N* I,, < Card(S,) = n!

YneNOQO <L In <1
n!
I,
Donc E :O(].)

Donc R = Rey (Z i%”) > Rev (Z x") —1.

+o00
Vr €] — R;R[ S(z) = Z upx"
n=0

“+oo “+o00
S'(x) = Z e = uy + Z(Un—l + )z
n=1 n=2
+00 400
= up+ Z Uy 2" Z Up 22"
n=2 n=2

“+o00 —+00
= wui+ Zunx”—l—xZunm”
n=1 n=0
1+ S(x) —up + zS(x)
= (1+42x)S(z) car up =1
e Compte tenu de S(0) = 1, on en déduit :

Vz €] — Ry R| S(z) = evt%"/2
qu’on peut écrire :



TD analyse 1 2024-2025 Chapitre 4

Va €] — R; R S(z) = e x */2
S est donc le produit de deux fonctions DSE sur R.
On en déduit R = +o00

Exercice 7 (CCP 2021)

On considére une application fy € C°(R,R) et I'on pose pour tout n € N :

Ve € R, foti(z / fn(t)

n
, . . . x
1. Déterminer le rayon de convergence de la série entiere E — et donner la valeur de sa

n>0
somme.
2. (a) Montrer que f; est de classe C! et déterminer f/.
(b) Montrer que, pour tout n € N, f,, est de classe C".
On admet provisoirement la propriété suivante :
n
Va>0,3K e Ry, Vn e N, Vo € [—a,d], |fu(z)| < K| |'
n!
+o0o
3. (a) Soit F':z — Z fn(z). Montrer que F est définie et de classe C* sur R.
n=1

(b) Montrer que F' — F = fj.
x
4. Montrer que pour tout x € R, F(x) = ex/ fo(t)e " dt.
0

5. Prouver la propriété admise.
Correction

1. 1l s’agit de la série exponentielle. Son rayon est infini et sa somme est la fonction expo-
nentielle.

2.(a) Vo € R fi(x /fo ) dt

D’apres le théoréme fondamental du calcul différentiel-intégral f; est de classe C' et
fi=fo
(b) Pour tout n € N, soit P(n) : f, est de classe C" sur R.
P(0) est vraie : fo=f € FE
On suppose P(n) vraie.
D’apres le théoreme fondamental du calcul différentiel-intégral, f,11 est dérivable de
dérivée f,, qui est de classe C". Donc f,+1 est de classe C"*1 et P(n + 1) est vraie.
3.(a) e Pour tout n > 1, f, est de classe C! sur R.
e La série de fonctions Z fn converge simplement sur R :
Soit zg € R.
On applique la propriété admise avec a = |zo| + 1 > 0.

Vn > 1 | fu(zo)] <K’ 0|

Donc la série de terme general fn(xo) converge.

e La série de fonctions Z f1, converge normalement donc uniformément sur tout
segment de R :
Soit [b; ¢] un segment de R et a = max (||, |c|).

terme général d’une série convergente.
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On applique la propriété admise.
vn € N*Vz € [b,c] |fy(2)] = [fa1(2)| £ K

x et terme général d’une série convergente.

|Jﬂn71 an—l . )
<K ' indépendant de

(n—1! = (n—1)!

On en déduit que F' est bien définie et qu’elle est de classe C' sur R.

(b) Le théoréeme de dérivation terme & terme utilisé dans la question précédente donne
aussi :

+00 400 +o00 +o00
F ==j£:fﬁ ::EEZfﬁAJ ::jz:jﬁ ::ﬁj+'§£:jﬁ =fot+F
n=1 n=1 n=0 n=1

4. F est solution sur R de 'équation différentielle ¢’ —y = fo(z).
ESSM : ¢/ =y
Solution générale de 'ESSM : y(z) = Ce”®
On cherche une solution particuliere sous la forme y(x) = C(x)e
On trouve C'(z)e* = fo(x)
x
La solution générale est donc y(z) = C'e” + ex/ fo(t)e tdt
0
En particulier :
xX
AC eRtqVr eR F(z) =Ce* + ex/ fo(t)e tdt
0

Mais F'(0) = 0 car la somme démarre & n = 1 donc C' = 0.

T

5. Soit a > 0.
fo est une fonction continue sur le segment [—a;a] donc K = sup |fo(z)| € R.
z€[—a;al
- ="
Pour tout n € N, soit P(n) : Vo € [~a;a] [fu(z)| < K—-
n!

P(0) est vraie.
On suppose P(n) vraie.

Ve 0 @) = |[ fule)de

< /Om\fn(t)\ dt

x tn xn+1
< / K—dt=K—
0 n! (n—i—l)!
Lﬂn+1
(n+1)!

vee a0l fun@l = |[ @< [ i a

0 (—t)” _ N _:Un—i-l _ (—:l?)n'H

= /x K= dt=K(=1) (n+1)! _K(n—l—l)!
2"
(n+1)!

2 Continuité, limites
Exercice 8 (X 2021)

Soit (an)nen une suite de réels positifs telle que la série de terme général a,, diverge.
On suppose que le rayon de convergence de la série entiere Z anx” est supérieur ou égal a 1.
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+00

Déterminer lim Z anx”

z—1 = g
Correction
La série de terme général a,, diverge donc le rayon de convergence de la série entiere Z anx"
est inférieur ou égal a 1.
Comme on le suppose supérieur ou égal a 1, il vaut 1.
Soit S la somme de la série entiere.

Vz € [0;1] S'(x) Znanx1>0

Donc S est Cr01ssante sur [0; 1].
Donc S a une limite [ € [0; +00] en 1.
Supposons [ € R.
S est croissante donc :
Vz e [0;1] S(z) <.
Mais, les a,, étant positifs :
n
Vn € NVzx € [0;1] Zakxk < S(z)

k=0
On en déduit :

n
Vn € NVz € [0;1] Zakxk <l
k=0
On fixe nnet on fait tendre x vers 1 :

VneN Y a <l
k=0
La suite des sommes partielles de Z an est majorée. Comme c’est une série a termes positifs,
elle converge.
C’est absurde donc [ = +o00.

Remarque
Si la série de terme général a,, converge alors la série entiére converge normalement sur [—1;1] :

VneN sup (|fu(x)]) =an
z€[—1;1]
donc la somme de la série entiere est continue sur [—1; 1].

+oo
On en déduit : lim (Z an® ) = Z an,
n=0

r—1—

Exercice 9 (Centrale 2018, 2019 maths 2)

On pose f(z Z x"

1. Montrer que Dy =] — 1;1].
2. Montrer :
Vo €] — ;1] f(x) >0

3. Donner le graphique de f. Que peut-on conjecturer lorsque x tend vers —17
+o00
4. On pose G = / e~ dt et on donne G = \/27?
0
(a) Existence de G.

10
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(b) Montrer que f(z) ~q- 1G .
-
5. A Tlaide d’ h t f(z) ¢ - L
. aide d’un graphe, montrer que f(z) — —.
graphe, q 1or 2211 B
6. Soit z €]0;1].
R+ — R
Soit g t

t— 2%’ ds

0
Montrer que g est C*°.
Montrer :

n+1 n+1 1 —¢)?
/ 2 dt = 2" +nln (1:):6”2 + / ug(g’) (t)dt

n 2
G 1
7. Montrer que f(x) — —.
vicw gy ?
1
8. Montrer que f(z) —— —.
z——1 2

r>—1
Correction

1. Méme si elle est lacunaire, il s’agit d’'une série entiere.

Soit r > 0.
2
Vn € 1\21 r™ >0
+1
T(n 2) _ 7a(n+1)27n2 — p2n+l
/rn

Si r < 1 alors r2ntl T> 0.
n—-—+0oo

Sir>1alors r2ntl — 5 4100,
n—-+oo

Donc R =1.

Enfin, la série est grossiérement divergente pour +1
2. Clest trivial pour x €]0;1].

f(0)=1>0

Soit x €] — 1;0[.

n et n? ont la méme parité donc (—1)" = (—1)"".

On en déduit que la série est alternée.

On vérifie les autres hypotheses, dont la décroissance stricte et on écrit que f(z) est du

signe strict de son premier terme a savoir 1.

3. def f(x,N):
return sum(x**(n**2) for n in range(N+1))

import matplotlib.pyplot as pypl
les_x=[-1+2%i/100. for i in range(1,100)]
les_y=[f(x,50) for x in les_x]

pypl.plot(les_x,les_y,color=’black’)

11
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pypl.grid )

pypl.show()

i
-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0

. 1
On conjecture f(z) 75
4. (a) Classique

(b) On fixe z €]0;1].
La fonction h : t — zt* = exp (t2 In (z)) est décroissante, positive et intégrable sur
R,.

+oo +oo
/ exp <t2 In (az)) dt < f(x) <1+ / exp (t2 In (w)) dt
0 0
Le changement de variable u = ¢ty/—In (z) donne :

+00 1 +o0 2
/0 exp (t2 In (x)) dt = \/T(QT)/O e " du

et on conclut facilement.

5. from math import pi,sqrt
G=sqrt(pi)*0.5
les_y=[f(x,50)-G/sqrt(1-x) for x in les_x]
pypl.plot(les_x,les_y,color="black’)
pypl.grid )

pypl.show()

12
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s21n

6. La fonction s — 2" = e*°n(*) gtant clairement C*° sur R, la définition de g ne pose pas
de probleme et g est C*° sut R.
On applique ensuite la formule de Taylor avec reste intégral entre n et n + 1 :

n+l
VnEN/ 27 dt = gn+1-g(n)
n

= (n+1-n)g(n)+

n+1 1 _ t 2
= 2" +nh (m):cn2 —i—/ (nt1-t > ) g®

n+l (7’L + 1-— t)2 (3)

i (n+ 1 —t)?
R omal < [0 g0 0] a

n 2
< [ o) a

n+1 9 n+1 9
< 2yln(x)y/ zt dt + 4(In (:):))2/ 2zt dt

n

Les fonctions t — zt° et t — t2z!° étant intégrables sur R, la série de terme général
n+1 1 _ t 2

/ (n+2) g (t) dt converge et :
n

100 rntl 1—1¢)2 +o0 +oo

Z/ n+L=0" &y arl < 2 (x)|/0 o dt+4(ln(x))2/0 227 dt

n=0""

13
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+00 41 1 —¢)2
On en déduit : Z/ (n+2)g(3) (t)dt —7 0
n=0"" <1

o 1sss - . 2 2 L
On sait déja que la série de terme général 2™ converge et que t +— z¥ est intégrable
sur Ry donc la série de terme general nx™" converge (facile a vérifier directement et) :

f@)_ij (s E:nx +§:/%Hn+1_t)(®@ﬁﬁ

On en déduit :

G =
) — ——=—In(x nx™ 4+ o(1
)~ ey = @) e o)

Onposex=1—het:

1 1 e, \ T
T(aj) = —mz <h+2+0(h ))

1/2
hlﬂ(y+2+qm> h*ﬂ(L—Z+dm>
= ! +o(1)
vii—z
De plus :
n+1 5 n+1 5
Vn e N / ta' dtﬁ/ (n+1)z™ dt =(n+1)x"
et : " "

n+1 n+1
Vn € N / tat” dt > / na (D qt = pg (D’

En sommant, on en déduit :

+o00
Z na(t)? < / tet’ 0@ qp < Z(n + 1)z
n=0

0 n=0
puis :
+00 +00 21n (z) ] T 1 +00
2 2 €
Z(n—l)m" :Z(n—l)x” < [] :7§Z(n+1)x”
=1 = 2In(z) |, 2In(z) ~ =
ou encore :
—1 = n2
Zﬁw - §2m@)§2;mr+f@)
puls
-1 Z na™ 71 + f(z)
21n (z) - 2111( )
et :
1
5—1—]‘( x)In (x Znaj _f— f(z)In (x)
Compte tenu de ’équivalent de f en 1, —In (z) Z nz" —— 1
p q ) 251 9

<1
Remontant plus haut, on a :

ﬂ@—G(%iﬂﬁmu):;+dU
ce qui donne :

G 1
fl@) = =+ 5 ol)

14
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8. (—1)"2 = (—1)" car n et n? ont la méme parité.

Donc :

Ve €] - LA f&) 1 f(—x) =23 o = 27 (a)
p=0

Si on pose £ = —1 + h alors :

2 +1-
VAh = 6h2 + o(h?) Vi 2

fx) = 2f((=14+h)* = f(1 —h) = 2f(1 — 4h + 6R% + o(h?)) — f(1 — h)
3 o
(1 ~Sht o(h))

G G 1
+o(1)
2

G
N

Slagla
Sl o

3 1
_ (1+2h+o(h)>— +5 +oll)
1
Exercice 10 (Mines 2017)
Soit (an)nen une suite bornée.
Trouver le rayon de convergence de Z a—"t” et calculer lim I e 2t Z %tk dt
Y & n! n—+o0 Jo — k!

n>0

Correction :

1
(an)nen est bornée donc In_ 0o ()
n! n!

1
On en déduit R > Rey Z —'t" = 400
=

e Premiére méthode
]R+ — R

+o0 ag
—2t koo
t ey ot
k=n
— Pour tout n € N, f,, est continue.
— La suite de fonctions (fy,)nen converge simplement vers la fonction nulle sur Ry (la

suite des restes d’une série convergente converge vers 0).
— La fonction nulle est continue.

Pour tout n € N, soit f,

— Domination
dM e Ry tqVn eN Jay| <M
vt € R ioakt’f <Z‘a’“‘t’f Miotk M
- e
TlE R | T A k!

On en déduit :

vt € Ry ‘ *QtZ—tk <Me™

avec t — Me™ contlnue, positive et intégrable sur R .
—+00

. P . . _ k
D’apres le théoréme de convergence dominée, lim e E —thdt =0
n—+o0 Jo k!

15
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e Deuxiéme méthode

+oo +o0 N d
Vn € N / e tdt = / r e_x—x
0 0

On fixe n € N.

Ry - R

t Chtbe

— Pour tout k > n, fi est continue et intégrable sur R

— Z fr converge simplement sur R et la somme est continue sur R : c’est la fonction
k>n

“+o00 a
—2t k
t— e E —k!t
k=n

400
— La série de terme général / | fx(t)| dt converge :
0

Pour tout k > n, soit fj {

oo ]ak] k!
vhzn [ Rmla = S o
< M
- 9k+1
Le théoreme N; s’applique donc.
+oo too a to 400
-2t Z kK _ —2t Ak K
/ ¢ —tdt_Z/ e 22tk dt
| |
0 = k! = Jo k!
- S
B k+1
k=n 2
——— 0 comme reste d’une série convergente

n—-+o0o

Exercice 11 (X 2018)

n

1. Déterminer le rayon de convergence de Z (:;)2.
On note S la somme de cette série entiére.

2. Montrer que S(z) = 0400 (€7).

Correction
1

1. Vn e Na, = (n!)? >0

[y _ Ont1 _ (n!)2 _ 1 0
|ay| an ((n+ 1)!)2 (n+ 1)2 n—s+oo

On en déduit que le rayon de convergence cherché est +oo.

2. e Premiére méthode
Vn>2nl=1x2x-xn>1x2x-x2=2""1
Cette formule est encore valable pour n = 1 mais pas pour n = 0.

+oo n
€z _ /2
V2 >00< S(z) < 1+n§::12n1n!_1+2(e 1)

< 2e%2 1

16
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On conclut facilement.
e Soit € > 0.

1
EInOEN*thnZnO—'<e
n!

no—1 " 400 "
VeeRy 0< S(z) = —5 t+ —
* n{lo (n!)2 n;() (n!)2

[\
]
3y
=
]

IA
s
e
_l’_
[
@
8

n=0
noz—l "
— (n!)?
n=0 0 donc
et T—+400
no—1 "
P
Elm0>0thx2xo%§e
e
D’ou : 5
T
Vo > x90 < (2) < 2e

Xz
On conclut facilement.

e La deuxiéme méthode peut se généraliser aux hypotheses suivantes :
(an) et (by) sont deux suites a valeurs dans R et a, = o(by,).

Les rayons de convergence des deux séries entiéres E a,x" et E bpx™ sont infinis.

+oo +o0o
Alors Z anx” =0 (Z bnac">.
n=0 n=0

3 Intégration terme a terme

Exercice 12 (Centrale 2019)

Soit E a,z" une série entiere de rayon de convergence R > 0.

D(0,R) — C
Soit S = )
Z Z anz"
n=0
1. Montrer :

27 . .
Vr e [0;R[Vn € N / S (7‘ e’t) e " dt = 2ra,r"
0
2. On suppose que R = +o0.
(a) Si la fonction S est bornée sur C montrer qu’elle est constante.

(b) D’autres questions non traitées.

Correction

17



TD analyse 1 2024-2025 Chapitre 4

1. Soit n € N et r € [0; R[.

1 2T " 0 1 2m . 9+°0 o0
% —in _ —in D LD
727T/0 S(re )e do = 727?/0 e E apr? e’ do
p=0

1 2w +0

= Zaprpei(p_")edQ
2w Jo =0

[0;27] — C
0 — apr? ellp—n)
e Pour tout p € N, f, est continue sur [0; 27].
e pEN fyll = laplr?
C’est le terme général d’une série convergente car r < R.
Donc la série de fonctions de terme général f,, converge normalement sur [0; 27].
Donc :

Pour tout p € N, soit f, { 0

1 &=

L™ (rei®) emintap = 7 p(0)6
%/0 £re”) e - QWI;)/O f2(®)

= a,r" en détaillant

2.(a) IM eRL tqVz e C |S(z)| <M
Soit n € N*.
i ne L7 o) ag < L [ prao = m
Vr e RY |an|r S%/o ‘S(re )‘ _%/0 =
En faisant tendre r vers 400, on obtient a, = 0.

Il reste :
Vz € C S(z) = ap.

Exercice 13 (Centrale maths 1 2021)

1. Soit f la somme d’une série entiere a coefficients réels de rayon de convergence strictement
supérieur a 1.
On suppose :
Vn e N /1:p”f(az)dx =0
M(l)ntrer :0
/0 f(z)?dz =0

Que peut-on en déduire ?
+00 .
2. Calculer I,, = / 7 o=t gt
0

3. La suite de ’exercice ne m’est pas parvenue. Je propose la reconstitution suivante :
En considérant Iy,43, déterminer une fonction f continue sur R, différente de la fonc-
tion nulle Xériﬁant :

VnEN/ 2" f(z)de =0
0

18
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Correction

1. Soit (an)nen les coefficients de la série entiére et R son rayon de convergence :
+oo
Vo €] — Ry R[ f(z) = Z anz"
n=0
R > 1 donc :

/01 f(z)2dz = /01 (f(x)gan:c"> dz = /01 (ganx”f(x)> dx

0;1] = R
x = apz™f(x)
e Pour tout n € N, g,, est continue sur [0; 1].
e La série de fonctions Z gn converge normalement donc uniformément sur [0; 1] :
f est continue sur [0; 1] (sans probleme car R > 1) donc f y est bornée :
aM € Ry tq Vz € [0;1] |f(z)| < M
On a alors :
Vn € NVz € [0;1] |gn(z)| = |an| 2™ |f(x)| < M |ay,| indépendant de x et terme général
d’une série convergente puisque le rayon de convergence de la série entiére Zana:"
est strictement supérieur a 1.
On en déduit :

@rde =S an [ o dz =0
/Of($) m—nz_:oan/oxf(:v) T =

La fonction f? étant continue et positive :
Vz € [0;1] f(z)2=0

Pour tout n € N, soit g, {

puis :
Vo e [0;1] f(x) =0
2. Soit n € N.

La fonction f,, : t — t" e~ est continue sur Ry et:
2 fa(t) = <t”+2 et —— 0> x (e’ borné) ——— 0 donc la fonction f,, est intégrable
t——+00 t—400

sur R.

Soit n € N*,
u(t) =", u'(t) = nt" !

) oli—1)t
V' (t) = =Dt y(t) =

(i—1)

u et v sont C! sur Ry et u(t)v(t) —— 0
t——+o0

L’intégration par parties est donc justifiée.
De plus u(0)v(0) = 0 donc :

~+o00 e(i—l)t n
VneN* I, =— A dt=—1,_
ne /0 (n )<(i—1)> 1"t

On en déduit :

¥n €Nl = o ”',)n h=5 ”,!)nﬂ _ plg—(n1)/2 iln+ )/
—1 —1

“+o0o
En prenant la partie imaginaire, on en déduit : Vn € N / tin 3 e~tsin (t)dt =0
0

Qu’on peut écrire :

“+oo
Vn e N / i e~tsin (£)t3dt = 0
0

19



TD analyse 1 2024-2025 Chapitre 4

On fait alors le changement de variable C' strictement croissant z = t* :
+oo 1/4
VneN / 2" e~ sin (1‘1/4) der =0
0
La fonction  — e~*"* sin (ml/ 4) est continue sur R, a tous ses moment nuls mais n’est
pas la fonction nulle.

4 Calculs de sommes a ’aide de séries entieres

Exercice 14 (X 2019)

Soit n € N*.
" 2k\ (2n — 2k
Calcul =Y "(-1)F :
alculer wy, Z( ) <k‘>< ok )
k=0
X (on
On s’ai = .
n s’aidera de f(z) Z (n )x
n=0
Correction
2
On note a, = n)
n
Soit r € R*..
vn € Na,r™ >0
Apprr™ (2n+2)!  nln! (2n +2)(2n + 1) 2n +1 A
= r= r= r r
Apr™ (n+ D)l(n+1)! (2n)! (n+1)(n+1) n+1 notoo
1
On en déduit classiquement R = T
11 =X 2p\ (2n—2p =
voe|-ig| falf@ =% Z(—np( ) ( = 3w
44 n=0 \p=0 p n=p n=0
mais que vaut f(z)?
Dans la recherche du rayon de convergence, on a obtenu :
2 1
wne Nt — g2t
an, n+1
ou encore :
VneN (n+ 1Dape1 =220+ 1)a,
11 “+oo “+o0o
Vo € ] R 4[ f@) = Z nayz" ! = Z(” + Dan12"
n=1 n=0
+oo +o0o +oo
= 2 Z(Qn + 1)apz" = 4z Z na,z" ' + 2 Z anx"
n=0 n=1 n=0
= daf'(z) +2f(z)

f est solution de I’équation différentielle (1 — 4x)y’ = 2y et f(0) = 1.
La résolution est standard et :
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1

Vfﬂé}—i;i{f(x):m

—+00 1
{zwnx" = f@)f(-2) =

we]- i
o 1 — 1622

el M

1 .
4 )
Finalement :

5 Relations de récurrence et séries entiéres

Exercice 15 (CCP 2022)

R—R
Soit cp{ -

t
t— ec 1

)
1. On admet que @(t) =14+t + 1% + 6t3 + 04_50(t%). Déterminer ™ (0) pour n € [0; 3].

k

" (n
2. On définit la suite (pp)nen par po = 1 et pour tout n € N, pp11 = Z ( D+
k=0

(a) Calculer p1,p2 et ps.

(b) Montrer :
vn € Np, <n!

+0o0
3. On définit f(z) = Z p—?x"
= n!

(a) Montrer que le rayon de convergence R de cette série entiere est strictement positif.

(b) On admet que :
Vo €] — R R] f'(z) = ¢ f(2)
Montrer :
Vn € Npp = (P(n) (O)
4. Montrer :
Vo €] - B Rl () = o f(2)

5. Soit P, le nombre de partitions d’un ensemble a n éléments.

Montrer :
n
VneNP=Y (Z)Pk.
k=0
Correction

1. Par unicité du développement limité, on obtient avec la formule de Taylor-Young :
p(0) = ¢'(0) = 1, ¥"(0) = 2 et (¥(0) = 5.
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(0
2.(a) pr=> <k>pk =po =1

k=0
' /1
p2=) <k>pk =po+p1 =2
k=0
2. (2
p3=Y_ |, |pk=po+2p1 +p2=5.
k=0 k

On remarque :
Vn € [0;3] pp = ©™(0)
(b) Pour tout n € N, soit P(n) : Vk € [0;n] pr. < k!
P(3) est vraie.
On suppose que P(n) est vraie pour n entier supérieur ou égal a 3.

" In " n!
Pnt1l < ,;z;)(k)klzz(”k‘)!

k=0

- 1 "1

= ny ——=nl) —
L
n

< nl) 1=nlx(n+1)
=0

= (n+1)!

3. (a) VnGN’pn :p—n§1:|1|
n! n!

On en déduit :

R>Reoy | > a"| =1
n>0

(b) On résout ’équation différentielle :

3C €R tq Vo €] — R; R[; f(z) = Ce®

f(0)=pg=1donne 1 =Cedonc C = el

On en déduit :

Vo €] - R B f(z) = o1 = ()

o est donc développable en série entiere et pour tout n € N, le coefficient de " dans
™) (0)

n!

Par unicité des coefficients d’une série entiére, pour tout n € N, cp(”) (0) = pn.

le développement en série entiere de ¢ est

4.
T +oo
Ve €] - R;R[ f'(z) = Z?i'zmnq _ an'ﬂxn
n=1 n. n—0 n.:
“+00 n
=\ (n—k)! K
too n 400
- (5255
n=0 n: n=0 n:
= o f(z)

5. Soit un ensemble X. Un ensemble de parties de X est une partition de X si :
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i aucune de ces parties n’est vide

ii leur union est égale a X

iii elles sont deux a deux disjointes

En particulier, il n’y a pas de partition de I’ensemble vide.

Pour fabriquer une partition de I’ensemble [1;7 + 1], on prend le premier élément, on lui
adjoint k € [0; n—1] éléments de [2;n+1] et on partitionne les (n+1)—(k+1) =n—k >0
restants.

On ajoute ensuite la partition constituée du seul ensemble [1;n + 1].

n—1 n n

k=0 =1 1=0

Exercice 16 (Mines 2022)

+oo 9
Soit F: z +— / e cos (tz) dt.
0
1. Déterminer le domaine de définition de F'.

400 9 2
2. Pour tout n € N, soit I, = / 2 et dt.

0
On donne [y = TW
Montrer : (2n) /7
2n)l/m

3. Développer F' en série entiere.
4. Exprimer F' a l'aide des fonctions usuelles
Correction

1. Soit z € R fixé.
R, —+ R
La fonction f, { +

. est continue sur R, et :

t— e

V> 1 |f(t)] < e < etavect— et intégrable sur R.
Donc f, est intégrable sur R..

* cos (ta)

2. On peut commencer par remarquer que les intégrales I, sont bien définies :
Soit n € N.

Ry —-R
La fonction f, {t + - est continue sur R, et :
— e
t?fn(t) — t2n+2 e—t2 N O
n—-+0oo

(2n)1/7

Pour tout n € N, soit P(n) : I, = Dntip,l
P(1) est vraie.
On suppose P(n) vraie.
T onta 2 T gy 2
ITL+1 :/ thr e dt:/ t s tei dt
0 0
u(t) = 271 W/ (t) = (2n + 1)
1
V() = te " o(t) = 1 et
1

u et v sont de classe C! sur R et u(t)v(t) = —=t2"+1 et 50
2 t—+o00
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L’intégration par parties est justifiée.
Comme u(0)v(0) = 0, on a directement :

Lo 2n +1 /+<>O 2n = gy 2n+1(2n)\/m
0

2 2 22ntlp)
(2n+2)(2n+1) 2n)ly/7T
4(n+1) 22n+tlp)

(2n +2)ly/7

22n4+3(n + 1)!

Donc P(n + 1) est vraie.

4oo +© ¢ 1\n,.2ne2n —t2
3.V$€RF(95):/ (=D e g,
o = (2n)!
On fixe z € R.
]R+ — R
Pour tout n € N, soit f, (—1)ng2n2n o=t

(2n)!
e Pour tout n € N, f,, est continue et intégrable sur R..
e La série de fonctions Z fn converge simplement sur R .
n>0

“+o0o
Ry - R
e La fonction Z fn{ +

est continue sur R

r t— et cos (tx)
+oo
e La série Z/ | fn(t)| dt converge :
n>0"0
+oo |2 oo 2 2" 2y yr 1 (22\"
VneN ) dt = —— te ™t dt = I, = VT (=
"e /0 [a(®)] (2n)!/0 ¢ @n)l "~ 22t ipl 2 al | 2
1 ZL‘2 " 2
La série Z — [ =] converge (sa somme est e*/?)
Spnt\ 2
D’aprés le théoréme N1 :
—+00 9 I
Vz eR F(z) = —1) "=
rERF@) = S (1N
La fonction F' est donc développable en série entiere sur R.
4.
+oo +oo
I Nz
_ _1\n,2n_ T _1\,.2n
VeeR F(x) = nz::O( 1)"x on)l —nz::O( 1)z 1]

6 Fonctions développables en série entiere

Exercice 17
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Soit z € C*.

1
Développer en série entiere la fonction z —

r—z

Correction
f est définie sur C\ {z} siz € Cousur Rsiz€ C\Rousur R\ {z} si z€ Ret x € R (ce qui
est la situation du programme).

Veel- oo [ fz) = -2 (2£0)

z1—x/z

- (%) @
= —g“ﬁ (R =2

Exercice 18 (Mines 2014)

1
Développer en série entiere la fonction z — ———..
1+x+ 22
Correction
e Premiére méthode
1 a b

X1 X+l (XX X_j X

1 1 1 i3
On multiplie par X — j et on évalueen j : a = —— = — — = - = —Z\[
3
3

b=a=

Vo e~ L1 f(z) =

n=0

2 sin (Q(n—gl)w) 1:")

+00 I

o Z jn+1xn + Z jn+ xn)
n=0

(-

n=0
+oo

+ )m
Z ( ) )xn
Les calculs précédents assurent que la série converge donc R > 1.

2 1
La suite <Sin (W)) diverge : elle est périodique de période 3 et prend les
neN

1 —, —— et 1.
valeurs 1 2e

Donc R < 1.
Finalement, R = 1.
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1
La fonction f : z +— ——— est C*° sur R,
l+z+2

1—=x
1— 23

—+o00
= (1-x) Z 23"
n=0
X 3 = 3n+1
= " — o
—+o00
= Z an "
n=0

Vo €] - L1 f(z) =

avec :
*VYneNas, =1
* VHENCL3n+1:—1
*VnENa3n+2:O

Le rayon de convergence vaut 1 car il y a divergence grossiere pour x = 1.

Exercice 19

2—zx
Développer en série entiere la fonction : f : z — In (32>
—x

Correction
A Paide d’un tableau de signe, on trouve Dy =] — v/3; v/3[U]2; +ocl.
On se limite évidemment & ] — v/3; v/3[.

Va €] — V3 V3 f(z) = ln<(\[ 2 )

3—2)(V3+2)
= Imn@2-2)—In(vV3—2)—In(vV3+2)

2 T T x
= In{- +ln<1—>—ln(l—>—ln<1—|—)
(3) 2 \/§ V3
2 +00 Pl )n—l n
- (3> z R
“+oo
a” 1 (=D )
= + 5 + ) T
Le minimum des trois rayons de convergence est \/§ mais il y en a deux égaux.
Pour =z = \/Z’;, la série diverge donc R = V3.

Exercice 20

Développer en série entiére la fonction f : z — cos® .

Correction
On linéarise cos> x :
T —ix 3
1
Vz € R cos® (z) = c e =f<3m+3em—|-3e ’x—l—eg”‘)
2 8
1 3
= 4 cos (3z) + 7508 (x)
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On en déduit : .
3 =~ (=D™9"+3) o,
Vx € R cos :B—ZW:E

n=0

Exercice 21 (Centrale 2016)

(R = +00)

Soit f définie quand c’est possible par :

f(xz) =sin (

arcsin x )

1. Trouver J, intervalle ouvert, sur lequel f est de classe C*° et montrer que f est solution
d’une équation différentielle du second ordre.

2. Montrer qu’il existe R > 0 tel que :
+oo
Vo €] — Ry R[ f(z) = Z apz?kH
k=0
Le candidat n’a pas eu le temps de terminer mais il semble qu’on attendait la valeur de
R et une expression des coefficients.

Correction

1. A cause des propriétés de la fonction arcsin, f est définie et continue sur [—1; 1], de classe
C® sur | —1;1].
Remarque :
L’examinateur s’est montré pointilleux sur la justification.

et B 1 arcsinz) 1 2\ ~1/2 arcsin x
Ve e - 11 fl(z) = 3\/mcos( 3 >—3<1—:p> cos 3
" - 1 o\ —3/2 arcsin x 1 o\~1 . [arcsinz
fi(z) = —6(—235) (1 —x ) cos 3 5 (1 —x ) sin 3

x , 1
= mf (z) — mf(x)

f est donc solution sur | — 1;1[ de (E) 9(1 — 2?)y” — 92/ + y = 0.

2. On considere une série entiere de la forme Z a,z?**1 de rayon de convergence R > 0 et
k>0

on note S sa somme.

+o00
Vo €] - R;R[S'(z) = Z(2k + 1)agpz?*
k=0
+o00
S"(z) = Z(Qk +1)(2k)apz?!
k=1
+o00
= > (2k+3)(2k + 2)aj 4127
k=0
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S solution de (E) sur | — R; R]

+00 oo
= Vo €]-R;R[9) (2k+3)(2k +2)ap12” T =9 > (2k+1)(2k)arz* !
k=0 k=1 puis k=0
+o00 +oo
—93 "2k + Daga®™ ' + 3 a2t =0
= k=0
400
= Voe]- R RLY ((9(2k+3)(2k + 2)agss + (1-9(2k +1)?) a ) 2?1 = 0
k=0
(3(2k+1) —1) (3(2k + 1) + 1) (6K + 2)(6k + 4)
= VRER G 92k + 3)(2k + 2) =90k + 3)(2k +2)
. _ (6k—2)(6k —4)
= VkeN 02k + 1)2k "+
1 k
keN‘ay=—— I — 4)(6] — 2
< VkeN*q oF @k T 1)1 (;;[1(6 )(6 )> ao

1
On prend ag = f'(0) = 3 et on pose donc :

k
Vk € N* qf, = 32’”1(21k+1)' <l1_[1(6l — 4)(6l — 2)).

Soit r > 0.
o Vk € Napr?ktl >0
a1 saper o (6k +2)(6k +4) 2

a1 T T 92k + 3)(2k + 2) kotoo
On en déduit que R = 1.
f et la somme de la série entiére sont donc solutions sur | — 1; 1] du probléme de Cauchy :

91— 2y — 92y’ +y=0
y(0)=0

/
0)=-
y(0) =5
Les hypotheses du théoréme de Cauchy étant vérifiées sur | —1; 1], f est bien développable
en série entiere.
Reste a calculer les coefficients ay,.

k Qk k

[I61—4)61—2) = 2%1_[ )Bl—1) = = H (31 —2)(31 — 1)(31)
=1

U
22k
= i 8R!
Finalement :
22k (3k)!
ke N o= SR+ 1)

Exercice 22 (Centrale 2019, Mines 2021, 2023)
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Soit f une fonction de classe C* sur un intervalle | — a, a[.
On suppose :
Vn € N*, Vo € [0,al, f™(z) >0
1. Ecrire la formule de Taylor avec reste intégral entre 0 et = €]0; af.
On note R, (z) le reste.

2. En déduire que la série de Taylor de f converge pour tout x € ]0, af.

n+1
3. Soit z,y tels que 0 < z < y < a. Montrer qu'on a R,(z) < (1:) R, (y). En déduire

Yy
que f est égale a la somme de sa série de Taylor.

T
4. Montrer que tan est développable en série entiere sur } ~3'5 {

5. Cette question n’avait pas été posée en 2019.

+o0o
On pose tanx = Z apx".
n=0
Montrer que ag =0, a; =1 et :
n

1
Vn ¢ N* = — _
n Gp+41 n+1 kz::oak’an k

Correction

F®(0)
Kl

x—t)"

2% + R, (x) avec R,(z) = /Oa: (

1. Vn € NVzx €] —a;af f(z) = znj FOHD () de

|
=0 n.

2. Six €]0;a] Z /! k:'( )xk est une série a termes positifs.
k>0
Compte tenu des hypotheses :
Vn €N R,(x) >0

et :
" k(0
VnGNZ k'() k< fa)
k=0 ®
Donc la série Z / k( ).TU converge.
k>0 :

On en déduit ensuite que la suite (R, (x)),en converge.

3. On fait le changement de variable ¢t = zu :

1 _ n
Mf(nﬂ)(xu)w du

n!

/1 £ () du
0

Vz €]0;a] Ry(x) = /0
:En+1

f+2) > 0 sur [0;a[ donc f*1) est croissante sur [0; al.
Soit x,y tels que 0 < x < y < a.
Vu € [0;1] fOD) (zu) < FOFD (yu)

Donc :
n+1 T n+1
Vn e N0 < R,( / F D (yu) d (y) R, (y)
La suite (Rn(y))neN converge donc :
T n+1
<y> Baly) 52200
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= ()
Donc R, (z) —— 0O et f(z) = E x", et ce pour tout x €]0;al.
n—+o0o =0 n!

C’est évidemment trivial pour x = 0.
4. On montre par récurrence forte :

Vn € NVx € [O, 72r[ tan(™ (z) > 0.
La propriété est vraie pour n =0 : Vx € [O, 72r[ tan(x) > 0.

T
La propriété est vraie pour n =1 : Vz € [O, 2[ tan’(z) = 1 + tan*(x) > 0.
On suppose la propriété vraie jusqu’'au rang n € N* (n > 1 & cause de la dérivation du
terme constant 1).

Vz € |0, g tan’ (z) = 1 + tan? (z)

Donc par la formule de Leibniz :

Vx € |0, ul tan™+1) (z) = Z (Z) (tan(k) (x) > O) (tan(”_k) (x) > 0) >0

20

- k=0
D’apres ce qui précede :
r r I (n)
T tan'™ (0)
Ve e [0;=| ta = — "
x 5 n(z) nZ::O R

On conclut par parité.
5. ag = tan (0) = 0 et a; = tan’(0) = 1

Vo € —g, ;T{ tan’ (x) = 1 + tan? ()

On en déduit en faisant un produit de Cauchy :
B T T +oo +oo n
Y € Z(n + Dapp12” =1+ Z (Z akank> "

- 2°2 n=0 n=0 \k=0
On conclut facilement.

Exercice 23 (Mines 2016)

Domaine de définition de g : = — / dt?
1 T+t

g est-elle développable en série entiere au voisinage de 07

Correction
Soit x € R. .
Siz < —1alors —x >1ett— n n’est pas continue sur |1;4+o00[. On ne peut pas définir
T
9(x).
ot ot o1 too gt
Six = —1alors, t — est continue sur |1; +oo[ mais ~1 >0et / dt
T+ 14+t t—1 1 -1+t
diverge.

—t
est continue sur [1;4o0[ et est négligeable devant e~ en +oo.

e
Enfin, si z > —1 alors t —
Donc t —

est intégrable sur [1;4o0].
x +

Finalement, le domaine de définition de g est | — 1; 4o00].
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Soit = €] — 1;1] fixé.

9(x) = /1 Tt 1+x/t
+00 —t +OO n
:/ g
1 "

400 +OO :L.n
- e tdt
1 tn—i—l
[1;+00[— R
Pour tout n € N, soit ¢ z™
"t (1) et
tn+1

e Pour tout n € N, g,, est continue et intégrable sur [1;+o0].
. Z gn converge simplement sur [1; +oo[ et sa somme, g, est continue sur [1;4o0].

oo J2|"

oo T -t n [T
On peut appliquer le théoreme N1 et :

+00 +o0 ot
Vo €] - 1:1] g(z) = Z(—1)"x”/1 St

n=0
Cela suffit pour montrer que g est développable en série entiere au voisinage de 0. On peut se
demander si R = 1. Avec une IPP on doit pouvoir obtenir une relation de récurrence qui permet
de conclure.
On peut aussi remarquer que si R > 1, alors g a une limite finie en —1 et il ne doit pas étre trop
compliqué de montrer que ce n’est pas le cas.

Autre méthode (suggérée par ’examinateur ?)
] — 1; +o00[X[1; +00[— R
SOlt f eft
(x,1) =
T+t
f est de classe C' par rapport a x et :

V(x,t) €] — 1;400[x[1; +o0] %(z,t) = (:E_—l—e_t)2

e Pour tout x €] — 1;400[, f(z,.) est continue et intégrable sur [1; +o0l.

e Pour tout x €] — 1; 40|, 8—f(x, .) est continue sur [1; 4o0l.
T

0
e L’hypotheése de domination relative a 6—f est vérifiée sur tout segment inclus dans | —
x
;400 :
Soit [a,b] (—1 < a < b) un segment inclus dans | — 1; +oo|.

V(x,t) € [asb] X [1; +o00] %(x,t) = (xity = (aeﬂ)z

e
avec t — ———— continue et positive et intégrable sur [1;+o0].
(a+1)2
g est donc C! sur | — 1; +oo| avec :

Vx>—lg’(a:):—/1+oo( _

[§]

——dt
z+1)?
Une IPP facile & justifier donne alors :
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+o0

, —t +o0 e—t e—l
Ve > —1 = / dt = —
= |l [ sy e
-1
e
t done soluti Litoo[dey —y=—
g est donc solution sur | — 1;+oo][ de ¢/ — y 1

Soit Z anx™ une série entieére de rayon de convergence R > 0 et S sa somme.
n>0
Soit Ry = min (R, 1).

-1

e
S soluti “Ry;Ri[dey —y=—
solution sur | LRi[dey —y P
400 400 +00
< Vr €] — Ry; Ry Z(n + Dappra™ — Z apz™ = —e ! Z(—l)”x”
n=0 n=0 n=0

<— VneN(n+ a1 —an = (_1)n+1 ol
an + (—1)n+1 e !
n+1

<— VneNay =

Il faut vérifier que R > 0.
1
Vn > 1 |aps1| < o] +

Si on pose M = max (1, |ao|, |a1]) alors :
Vn eN |a,| <M
On en déduit que R > 1.

-1

r+1)
Moyennant les justifications habituelles, g est DSE sur | — 1; 1].

EnfaitRzlcarRSRoV(S’—S):RCV( ¢ =1.

ag = / -+ dt qui ne s’exprime pas avec les fonctions usuelles.
1
Exercice 24 (Mines 99)

Soit 1 {] - ﬂ/ziw/z[ﬁ R

cos
1. Trouver un DLy(0) de f.

2. On suppose que f se développe en série entiere sur | — R; R[, R > 0.

X —

+o0
e Pourquoi peut-on écrire f(x) = Z anx®"?
n=0

e Trouver une relation de récurrence entre les a,, (on écrira que f(x) x cosx = 1).

3. Montrer qu’il existe p € R tel que :
Vn € N |ap| < p"

4. e Montrer que f se développe en série entiere sur | — R; R[ avec R > 0.

e Majorer R.
Correction
T
t C™° ——=;—=.
f es sur] 57 5 {

L ! A
. = = —_— o0 _
cos(z) 1—a2/2+ o(x?/2) 2 2
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2. e f est paire

+o00 +o00 (_1)nx2n
Vo €] — R;R[ f(z) xcos(x) =1 <= Vze€]-R;R| (Z anx2"> X (Z ) =1
v BRI n_:[loo n 2;1(:_01)71—l1,2n—2l
— Vr €] | —Z(%am (2(n—l))'>

v R R 1_+OO 2n . (_1)n_lal
= Vee]-RR[1=) |a Z(2n—2l)!

n=0

n=0 =0
ag =1
n—1 n—I1 n k
(=1)" (=1)%an—y
VneN*an:—E 7:—5 -
S an 2Dl & (2k)!

3. Pour tout n € N, soit P(n) : Vk € [0;n] |ax| < p*
ag = 1 donc P(0) est vrai pour tout choix de p, qu’on differe.
On suppose que P(n — 1) est vraie.

(_1)k@n—k n pn—k: n p—k
lan| = ‘—ZSZ ="
= (2Fk)! = (2k)! = (2k)!
n +oo
< P> <> pFsip>1
k=1 k=1
T
< p
= T
Donc p = 2 convient.
On peut étre plus précis :
n k n—k no ok
(=" an— P 14
lan| = ‘—ZSZ ="
Pt (2Fk)! = (2k)! = (2k)!
pn n pn 400
< ?Zp_kSEZp Fsip>1
k=1 k=1
T
< p
2(p—1)
3 .
et p= B convient.
On peut étre encore plus précis :
n k n—k no ok
(=" an— P 14
lan| = |- < =p"
" ;;::1 (2k)! k; (2k)! k; (2k)!
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1
cosh|—]—-1<1 <= cosh
(ﬁ) ( )
<

argch(2) = In (2 + V/3)

7
= p=> ; ~ (,57658
In(2+v3)°
4. Rey (Z anx%) > Revy (Z px 2n> = Revy (Z(\/ﬁx)Qn) = \}ﬁ =

1,31696

On pose S on - DPas de probléme, on vient de voir R > 0.
T Z anT

Vo €] — R;R[ S(z) x cos (z) =1

Donc : 1

T

Vo €] — R; RN } 5 2[5(9&) cos (2)
Donc :
\/ e]—R-R[m}—”ﬂ[f( )—io o

T ; 575 x —nzoanw

. . 7T . 7T 7T
Si on avait R > 3 on aurait S (2) x 0 =1. Cest absurde donc R < 5

Exercice 25 (Centrale)

On pose F(t) = e*t=t/2,

1. Montrer que F est développable en série entiere sur R et que :
Vt € R Fy( Z P,(
ou:Vne NP, GR[X]

2. Trouver une relation entre P,,_1, Py, et Ppy1.

3. En déduire que :
_ (=" z2/2 " —x2/2
Vn€NVe € R Py(a) = - o dmn(e )
Correction

1. On fixe z € R.
+o0 tn n
VEER ¥ ="
n=0
+o00 (_l)nth 400

VieR e /2 = Z S Z but" (R = +00)

D’apres le cours Sur les produits de séries entieres :
vt R /2 = ZP

avec

Vn €N P,(z) =
k=0

(R =+0)

n
bnkk

k!

34
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2. On fixe toujours x.

VEER FL(t) = (x —t) e /2 = ZnP )l

“+oo “+o00
VEERZ Y Pu(z ZPn (@)t = (n+ 1) Py (z)t”
n=0 n=0
Vt € R zPy(x +Z x Py ( (@) = (n+ D Py (z)t" =0

Donc :
Vr € R Pi(z) = xPy(z)
Ve € RVn € N* (n+ 1)Ppi1(x) — 2Py (z) + Po—1(z) =0

3. Pour tout n € N*, soit P(n) :
. _ (_1)k x2/2 d* —x2/2
VEk € [0;n] Vo € R Py(x) = e %(e )
Ve e R Py(z) = F, (0)—1

_1)0
Va:G]R(Ol‘)ez/2 ( )—1><e“"/2><e_“3/2—1
VacERPl(')l—:vPo() x
V:UGR( 11‘) e 2/2d$1( e—2?/2 2/2( fa:2/2) -

Donc P(1) est vraie.
On suppose P(n) vraie.

_1\n n _1\n—1 m—1
Vl’ G R Pn+1(:l:) = 1 (:L‘ ( 1) e$2/2 d (6—1‘2/2) _ ( 1) ex2/2 d (e_$2/2)>

n! dzn (n—1)! dzn1
n —z2 n n

T (L ) )

- (o) o (e () ()
(

—_— (—a: e*x2/2) Leibnitz

n+ 1) dan
_ ()rtte 2 an (d (=)
(n+1)!  dz \dx

Et on conclut facilement.
Exercice 26 (Mines 2016)

Montrer 1’existence d’une unique suite de polynémes (H,,),en, que 'on explicitera, tels que :

exp(:c) ZH

Donner les proprletes de cette suite.

7 Etudes de sommes de séries entieres

Exercice 27
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, . , . . n?+3n—1 n
Déterminer le rayon de convergence et la somme de la série entiere Z e
n
n>0

Correction
Soit r € RY..

2

3n—1
Vn € N* Minr” >0
n—+3
(n+1)2+3(n+1)— Lot
n+ 4 _ (n+1)2+3n+1)—1n+3 ,
B e— = a1 mery il (quotient des coeffi-
JE e — < ]

n+3

cients dominants)
2
3n—1
Sir <1, la série Z %r" converge.
3n—1
Sir > 1, la série Z %r" diverge.
Donc R =1.
Pour z = +£1, il y a divergence grossiére.
Le domaine de convergence est donc | — 1;1].
2
3n—1 1

n+3 n+3
Vo €] — 1;1[ S(x) = Si(x) — Sa(x)
avec :

+0o0
Vo e] - 1;1] Si(z) = Z nx" (le rayon de convergence est égal a 1)
n=0

et :
+00 n
Ve €] —1;1] So(x) = Z ng:_ 3 (le rayon de convergence est égal & 1)
n=0
+oo +oo
Ve €] — 1;1[ Si(x) = an":xZnac"_l
n=1 n=1
d (=X d /1
- (57) i (75)
B x
- (I-w)?
5 +o0 3 +00xn
R I o S o
X x?
n 2
2
x
(- —z_ 2
n(l—z)—=x 5
Donc :
72
T ln(l—x)—i—x-i-?
11 =
o €] = 1100} 5(0) = s + ——— 3
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1
S(0) = —3 directement avec la somme.

Exercice 28 (CCP 2022)

X (_1)71 2n
Ve el —1;1] S(x) = g —
€l [5(z) = 2n(2n—1)

1. Montrer que S est bien définie et dérivable.
Que vaut S’(x)?
2. Calculer S(x).

Correction
1. On note a, = — 1"
. n note a, = m
Soit r € RY..
Vn € N* a,r?" # 0.
|anpar® 2 2n(2n—-1) 2
lanr2n|  (2n+2)(2n + 1)7“ oo |

On en déduit :
e Sir < 1 alors la série de terme général a,r>" converge absolument.
e Sir > 1, |a,r®| ——— 400 donc la série de terme général a,r*" diverge grossiére-
n——+00

ment.
Le rayon de convergence de la série entiere est donc égal a 1.
Sa somme est donc définie sur | — 1, 1] indéfiniment dérivable terme & terme.
On peut remarquer que a, = O 2> donc les séries de termes généraux a,1%" et
n

an(—1)?" converge absolument.
La fonction S est donc définie sur [—1;1]. On montre facilement qu'’il y a convergence
normale sur [—1, 1] et donc que S est continue sur [—1;1].

Vo€~ LIS = 3 gt

n=1
+
_ = <_1)p+1x2p+1
o 2p+1
+0o0 +0o0

S'(@) = D (-1Ha == Y (—a?)

p=0 p=0
-1
1+ 22

S/(x) — Sl + / S// / i
0

1+12
= —arctan (x
Ve €] — 1;1[ S(z) = +/ S'(t / arctan (t) dt

= —[tarctan (t) +/ 1+t2

= —zarctan (x) + ln (1+$>
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Exercice 29 (Mines 2005, X 2014)

7 . 7 . CRN —_ n
Déterminer le rayon de convergence et la somme de la série entiere E n(=D" g,
n>0

Correction

e Vn e N*ay, =2n > 0.
a2n4-2 n+1

aon o n n——+0oo 1
Le rayon de convergence de Z agn 2" vaut Rp = 1
n>1
1
e Vn € Nagy = Y > 0.

a2n+3 N 2n+1

a2n+1 2n 4+ 3 n—+oo

Le rayon de convergence de Z agne1 22" vaut Ry = 1 Classiquement, méme sil fau-
n>0

drait le redémontrer : R = min (Rp, Rr). Donc ici, R = 1.

+oo 1
Vtel—-1,1 " = —
€l-1 [nZ::O -
+o00 1
Vit el —1,1] Znt”_l = e en dérivant
n=1 B
+oo t
Vel —-1,1[ Y nt" =
2 TEE
+o0 ) mQ
n _
00 2
2x
2 _
vx’e]—l,l[;aznl'n = m
“+00
Ve el —1,1[ Si(x) = Z aony1 22" Cest une définition
n=0
400 x?n—‘rl
A —1,1] S =
z €l - L1 Si(@) Zon il
+0o0
1 1 1 1
Ve el —1,1] §h(z) = 2n _ :< )
z € [ 51(@) n;x -2 2\Utz 1-2
1 1 1
Ve el —1,1[ Si(x) = i(ln(l—l—az) —In(1—2))= 5 In (1i§>
Finalement : N
X 2 22 1 1+2
A —-1,1 N+ — ]
SUE] ) [nglanx (1—1‘2)2+2 n(l—x)
Remarque :

En x = £1, la série diverge grossierement.
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Exercice 30 (Mines 2016)

n
On consideére E 1 +)1 R
n

1. Rayon de convergence ?
+
2. Déterminer le domaine de définition de f : z — ZO:O ﬂ it
dn 41
Continuité en 17

= (="
3. Calculer f(z) puis déterminer Z e

Correction

(="

1. On note a, =

dn+1°
Soit r > 0.
Pour tout n € N, uy,, = |a,|r#"+! > 0.
Un+1 _ 4dn + 1r4 4
Up, dn+5  n—+oo

Sir<1lalorsr? <1et Z anr ™t converge absolument.
Sir>1alorsr®>1et Z anr ™t diverge grossiérement.
On a donc R =1.

2. Ona|—1;1[C Dy C [-1;1].

(="

est alternée.

e La série de terme général

in+1
: (=" o
e La suite est décroissante.
in +1
B p—
. i nver rs 0.
a suite T converge vers
s - o (D)7
On en déduit que la série de terme général T converge.
n

Donc 1 € Dy, ainsi que —1 par parité.
Donc Dy = [—1;1]. De plus f est impaire.

Soit x € [0;1]. )
_1)n

e La série de terme général est alternée.

in+1
—1)" 4An+1
e La suite (‘(4)11 est décroissante.
n
—1)" 4An+1
e La suite ('(4)11 est décroissante.
n
An+5
Donc |R,,(z kzn:H fe(x)] < Zn 5 < T indépendant de x et converge vers 0.

Donc la suite de fonctions (R,,) converge uniformément vers 0 sur [0;1].
Donc la série entiere converge uniformément sur [0; 1] (et méme sur [—1; 1] avec la parité).
On en déduit que f est continue en 1.

00 1
3. Vz el - L1 fi(z) = ;::0(_1)%4” T 14

Comme f(0) =0, on a :
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Ve el -1l f@) = [ 1o
x €] —1; x) =
’ o 1+t4
Compte tenu de la continuité de f en 1, on en déduit :

& (-nr ot de

nz::O dn+1 /0 1+ ¢4

L’examinatrice s’est contentée de demander au candidat comment il ferait pour intégrer
(il restait peu de temps).

L’examinatrice attendait une décomposition en éléments simples : c’est hors-programme,

surtout sur un exemple non trivial comme celui-ci.
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