X PSI 2024
Correction

(1) Supposons M, (u) = 0.
La matrice nulle n’appartient donc pas a M, (u).
Or le spectre de la matrice nulle est {0} et son rayon spectral est 0 donc 0 > R,,.
Comme le rayon de convergence d’une série entiere est positif, on en déduit que R, = 0.

Réciproquement, on suppose R, = 0.

Soit A € M, (C).

Son polyndéme caractéristique est un polynéme unitaire de degré n > 1. D’apres le théo-
réme de d’Alembert-Gauss, il a au moins une racine complexe \.

Donc p(A) > |A\| > 0= R, et A& M, (u).

Par conséquent M, (u) = 0.

Enfin, on considere u = (k!); oy-
Soit r > 0.
vn € Nurk >0

k+1
Uk+17’ +

— =(k+1)r —— +o0
k—+o0

ugr

D’apres la regle d’Alembert, la série Z wpr® diverge.
k>0

On en déduit que R, = 0.

(2) Si R, =0 alors M, (u) = 0 # {0,}.
On suppose désormais R, > 0.
R
Soit A = %In.
R R
Sp(4) = { 52} et pl) = 2.
R, >0 donc p(A) < R, et A € M, (u).
R, > 0 donc A est non nulle et M, (u) # {0,}.
(3) (i) = (i1) Soit A € M, (C).
Son polynéme caractéristique est un polyndéme unitaire de degré n > 1. D’apres le
théoreme de d’Alembert-Gauss, son spectre est un ensemble non vide contenant au
plus n éléments.
p(A) est donc bien défini. Comme c’est un réel positif, p(A) < R, et A € M, (u).
On en déduit M, (u) = M, (C).
(71) = (4i7) Trivial
(#7i) = (7) On suppose M, (u) # 0.
D’apres la premiere question, R, > 0.
R
D’apres la deuxiéme question, la matrice A = ?uln appartient a M, (u).
Pour tout k € N, soit P(k) : kA € M, (u).
P(1) est vraie.

On suppose P(k) vraie.
(k+1)A=kA+ A € M, (u) comme somme de deux éléments de M, (u).
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Donc P(k + 1) est vraie.

Donc :

vk € N* M;"In € M, (u).

Donc :

e (M) M,

En faisant tendre k£ vers +oo, on obtient R, = +00.

1
Enfin, on considere u = <'> .
k') ken

Soit r > 0.
Vn e Nurkf >0
gty
upr® k41 koo
D’apres la regle d’Alembert, la série Z upr® converge.
k>0

On en déduit que R, = +o©0
(4) (i) = (i7) Soit A € M, (C) telle que A € M, (v) pour toute suite v = (vg)kec vérifiant
R, > 0.
Soit v = (R¥)ren (avec R > 0).
La série de terme général R¥zF = (R2)¥ converge si, et seulement si, |Rz| = R|z| < 1

donc R, = %

Soit A une valeur propre de A.

VR>0 |) Sp(A)<RU:%.

En faisant tendre R vers +oo, on obtient :

VA € Sp(4) |\ <0
et on a Sp(4) C {0}.

P
Mais en vertu du théoréme de d’Alembert-Gauss, x4(X) = H (X — A\g)?* avec pour
k=1

tout k compris entre 1 et p A\, € Sp(A) donc xa(X) = X",
D’apres le théoréeme de Cayley-Hamilton, A™ = x4(4) = 0.
(ii) = (i) On suppose qu'il existe k € N* tel que A* = 0.
Le polynéme X* annule A donc I’ensemble de ses racines contient I’ensemble des
valeurs propres de A.
On en déduit Sp(A) C {0}.
Mais en vertu du théoreme de d’Alembert-Gauss, Sp(A) est non vide et Sp(A) = {0}.
On en déduit que le rayon spectral de A est nul, ce qui permet de conclure facilement.
(5) D’apres les propriétés des séries entieres, le rayon de convergence est conservé lors-
qu’on dérive :

R, = Rcv (Z Ukzk) = Rey (Z kukzk_l) = Rcy (Z(k‘ + 1)uk+1zk) =R,n

k>0 k>1 k>0

Pour tout m € N, soit P(m) : R, m) = Ry.
P(0) est triviale et on vient de montrer que P(1) est vraie.
On suppose P(m) vraie.

Revy (u(m+1)) = Rev ((u(m)>(l)> = Rov (u(m)> d’apres P(1).

D’ou Rev (u(m+1)) = Rov (u(o)) avec P(m) et P(m + 1) est vraie.
Pour conclure, il suffit de dire que si deux séries entiéres ont le méme rayon de conver-
gence alors elles ont le méme disque ouvert de convergence.

(6) Soit A € M,,(u) N M, (v).
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p(A) < Ry et p(A) < R,.
D’apres le cours, Ry, > min (Ry, Ry) et Ry > min (R, R,) (produit de Cauchy).
On en déduit p(A) < Ry+y et p(A) < Rysy
Dot A € M, (u+ v) N M, (u * v).
(7) A et B sont symétriques mais on ne les suppose pas réelles donc elles ne sont pas
forcément diagonalisables.
Il y a trois réponses possibles :
— Premieére réponse
Cette méthode n’utilise pas le caractere symétrique des matrices A et B.
A et B comme toutes les matrices complexes sont trigonalisables. Comme elles com-
muent elles le sont simultanément (il me semble Pavoir mis dans le poly du cours),
ce qui permet de montrer que les valeurs propres de AB sont de la forme Ap avec A
valeur propre de A et u valeur propre de B.
On en déduit p(AB) < p(A)p(B).
On a alors p(AB) < R2 < R, car R, €]0;1].
— Deuxiéme réponse
Si on pense qu’il manque ’hypothese A et B symétriques réelles, on I'ajoute.
A et B sont alors diagonalisables, comme elles commutent elles sont simultanément
diagonalisables (ce qui alors encore peut se montrer de deux fagons en exploitant ou
non la symétrie des deux matrices).
Cela permet de montrer que les valeurs propres de AB sont de la forme Ay avec A
valeur propre de A et p valeur propre de B et on conclut comme dans la premiére
méthode.
— Troisiéme réponse
Si on pense qu’il manque ’hypothése A et B symétriques réelles, on I’ajoute.
(AB)T = BT AT = BA = AB donc AB est symétrique.
On sait que pour S symétrique réelle :
VX € R" tq || X|| = 1 min (Sp(S)) < XTSX avec égalité pour X vecteur propre de S
associé a la valeur propre min (Sp(S)) et max (Sp(S)) > X7 SX avec égalité pour X
vecteur propre de S associé a la valeur propre max (Sp(.59)).
Par conséquent :
VS € S,(R) 3X € R" tq ‘XTSX’ = p(S) et | X =1
Donc il existe un vecteur unitaire tel que p(AB) = ’XTABX‘ et || X = 1.
p(AB) = |XTATBX| = |(AX | BX)| < | AX| ||BX | par Cauchy-Schwarz.
Mais [|[AX| = VXTATAX = VXTA2X < Jax, (A2) = p(A) et |BX|| < p(B)
P
donc p(AB) < p(A)p(B) et on conclut comme précédemment.
(8) D’apres le théoreme de Cayley-Hamilton v(A) contient le polynéme caractéristique de
A.
(9) {k € Ntq 3P ecv(A) avec deg(P) = k} est une partie non vide (elle contient n = deg(x4))
de N donc elle posséde un minimum 1.
m € {k € N tq IP € v(A) avec deg(P) = k} donc il existe P € v(A) tel que deg(P) = m.
Si on divise P par son coefficient dominant, on obtient un polynéme p qui vérifie les trois
conditions de I’énoncé.
Soit alors ¢ un autre polynéme vérifiant ces conditions.
p(A) —q(A) =0—-0=0 et deg(p — q) < m car p et ¢ sont unitaires de degré m.
deg(p — ¢) <m =min ({k € N tq 3P € v(A) avec deg(P) = k}) donc
deg(p —q) € {k € Ntq IP € v(A) avec deg(P) =k} et p—q € v(A) donc deg(p — q) =
—oo ie p=q.
(10) On effectue la division euclidienne de P par ¢4 :
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3(Q, R) € C[X]? tq Qpa + R avec deg(R) < deg(¢4).
On en déduit P(A) = Q(A)pa(A) + R(A).
Comme P(A) = p4(A) =0, R(A) =0 avec deg(R) < m.
Comme dans la question précédente, on en déduit R = 0.
Donc P = Qpa et w4 divise P.
La réciproque étant triviale, v4 = @ C[X].

(11) D’apres le cours Sp(A) C {z € C tq pa(z) = 0}.
Soit z une racine de @4.
wA(X) = (X —2)?Q avec « € N* et Q(z) # 0.
Donc 0 = (A — 21,,)*Q(A)
Si z n’est pas valeur propre de A alors A — zI,, est inversible et Q(A) = 0 avec @ non nul
et deg(Q)) < m : c’est absurde.
Donc : {z € C tq ¢a(z) =0} C Sp(A)

(12) On note g4 = Z arp X" avec a,, =1 car 4 est unitaire.

k=0
Soit P =Y apXx"
k=0
vA(A) =0 donc Z arAF =0
k=0

En conjuguant et en tenant compte du caractere réel de A, on a P(A) = 0.
deg(P) = m et P est unitaire car @, = 1 =1 = ay,.
Donc P = ¢4 et P et o4 ont les mémes coefficients.
On en déduit :
Vk € [0;m] a = ay, ie ai € R.
(13) T est une application linéaire (parait clair & ce stade du probléme).
Soit P € Ker (T)).

Pour tout ¢ compris entre 1 et [, \; est racine de multiplicité au moins m; de P.
l

Donc P a au moins Z m; = m racines.

i=1
Mais P est de degré au plus m — 1 donc P est nul et T est injective.
Cm—1[X] et C™ ayant la méme dimension (m) T" est un isomorphisme.

En particulier 7' est une bijection et (U(A1),U’(A\1),...) a un antécédent et un seul.
CnX] — C
(14) Soit §{ Tt = Mal(©)
R R(A)
R est linéaire et compte-tenu de la minimalité de m, le noyau de S est réduit au polynéme
nul.

On en déduit que S est injective.
Donc : si Ry et Ry sont deux polyndmes de C,,—1[X] :

R, (A) = RQ(A) <— Ri =Ry
<= T(Ry) =T(R2) car T est injective
e Vie[1;1]]Vk e [0;m; — 1] RP ) = RP ()

Soit P € C[X].

On fait la division euclidienne de P par ¢4 :

P(X) =1 (X)pa(X) + Ri1(X) avec Ry € Cp—1[X]
P(A) = Ri(A)

A; est racine de multiplicité m; de ¢4 donc :

Vi e [1;1] Yk € [0;m; — 1] P () =0

On en déduit avec la formule de Leibniz :
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k

vi € [L k€ [0imi — 1] PO () = (’j) AW QT + BP9 = RPN

D'ou : =0

P(A) =u(d) <= Ri(A4)=Q(A)
e Vie 1] Vke[0;m; — 1] RP ) = QP () car Ry et Q € Cp_y[X]
— Vie[L]Vkelo;m—1] P® () =UR ()

(15) Dans cette question, A = .
VP € C[X] P(A) = P(a)1,
On en déduit v(A) = {(X — )@ avec Q € C[X]\ {0}} puis o4 = X — a.
Onadoncm=1,l=1, \{ =aet m; = 1.
Par conséquent si P € C[X] alors :
P(A) =u(A) <= P(a) = u(a)
Cette condition est vérifiée par le polynéme constant P = U(«) donc :
u(aly) = Plal,) =U(a)l,

Q16 A étant triangulaire, on a immédiatement y4 = (X —a)(X — ). On en déduit Sp(A) =
{a; B} (et non {a} ou {B} car a # ).
Donc ensemble des racines de ¢4 est {a; 8} et x4 = (X — a)(X — ) divise ¢4.
D’apres le théoreme de Cayley-Hamilton et la question 10, ¢4 divise x4. On en déduit
qu’il existe une constante c tel que 4 = cxa.
Mais @4 et x4 sont unitaires donc ¢ =1 et o4 = (X — a)(X — ).
On en déduit m = 2, A\; = « (par exemple), Ao = 3, m; = mgy = 1.

Sion prend Q(X) = aiﬁ (=UB)X —a)+ U(a)(X — B))alors Q € Ci[X] = Cpi—1[X]
et :

Qa) =U(a) et Q(B) =U(B)
Q) est donc le polynoéme de la question 13.
On en déduit :

1

Uld) = Q)= _— 3 (=U(B)(A — aly) + U(a)(A = SI2))

_ aiﬁ <_U(5) <8 5_7(1) + U(a) (aoﬁ g))

o—f
0 U(p)

(17) (a) Sp(A) USp(B) est un ensemble fini dont on peut noter les éléments Aq, ..., Ay,
les \; étant deux a deux distincts.
Pour tout ¢ compris entre 1 et N, on note m; l'entier égal a 0 si \; n’est pas valeur
propre de A et égal a la multiplicité de \; comme racine de @4 si \; est valeur propre
de A.
De méme, pour ¢ compris entre 1 et N, on note n; 'entier égal a 0 si A\; n’est pas
valeur propre de B et égal a la multiplicité de \; comme racine de ¢p si \; est valeur
propre de B.
Pour tout ¢ compris entre 1 et N, on note p; = max (m;, n;).
D’apres la question 13, il existe un polynéme R tel que :
Vi € [1; N]VE € [0;p; — 1] R®I(\;) = UR(N).
D’apres la question 14, R(A) = u(A) et R(B) = u(B).

(b) Pour tout k € N, soit P(k) : A(BA)* = (AB)*A.

P(0) est vraie :
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A(BA) = AL, = I,A = (AB)°A
On suppose P(k) vraie.

A(BAM = (A(BA)¥) BA = ((AB)*4) BA
= ((AB)AB) A= (AB)*+'4A

Donc P(k + 1) est vraie.
On a donc prouvé :
Vk € N A(BA)* = (AB)*A

d
Soit alors P = Z ¢ X" un polynome.
k=0
d d
AP(AB) = AY c(BAF =Y c,A(BA)

k=0 k=0
d d

= Y c(AB)fA= (Z (A )

k=0 k=0
= P(AB)A

Enfin, d’apres la question précédente, il existe un polynéme P tel que u(AB) = P(AB)
et u(BA) = P(BA) ce qui permet de conclure facilement.
(18) A e M, (u) et A € M, (b) donc d’apres la question (6) A € M, (u * v).

u(A) = Qu(A) ol Q, est 'unique polynéme de C,,—1[X] tel que :

Vi € [1;1] Vk € [0:m; — 1] QF (\) = UM ()

v(A) = Qu(A) ou @, est 'unique polynéme de C,,_1[X] tel que :

Vi € [1;1] Vk € [0:m; — 1] Q¥ (\) = V()

Soit Q = QuQu.

k k
Vi € [1;1] Vk € [0;mi—1] Q(k Z < )Q(Z) Q(k l) Z ( >U(l V(k l)()\)

=0 =0
Vt €] — Ry; Ru[ U(t) = Z wyth

En dérivant, et c’est pour cela qu’on suppose que les valeurs propres de A sont toutes

réelles :
+o0

Vi €] = Ry; Ru Z kugt™™ 1 = 3" (k + Dugepat? = U™ (1)
k=0
On en déduit par recurrence qu’il n’y a pas d’ambiguité dans les notations de I’énoncé.

La notation U™ qui renvoie dans I’énoncé & la somme de la série entiere u(™) est bien
la dérivée m-ieme de la fonction U.

On a également, en notant w = u * v, Ry, > min (R, R,) > 0 et :

Vt €] = Rui Ru[ w(t) = u(t)o(t)

ce qui donne en dérivant k fois :

k

Vt €] = Ru; R W (1) = <];> UD )V FE=D @)
=0

En particulier :

k

Vi € [1;1] vk € [0;mi — 1] WP () =3 @ UM (O VED () = QW (N)
1=0

D’apres la question 14 :

(uxv)(A) = w(A) = Q(A) = Qu(A)Qu(A) = u(A)v(4)
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(19) A est diagonalisable donc il existe P inversible telle que A = PDiag(Ai L, - .., AL, ) P71
VQ € C[X] Q(A) = PDiag(Q(M)ILmy, - -, Q(N)Im,) P L.
On en déduit :
Qev(d) <= Vie[;]]QN)=0
— (X —=A1)...(X —N) divise Q
Donc v(A) est 'ensemble des multiples du polynéme (X — A1)...(X — ;). Comme ce

polynome est unitaire, c’est @ 4.
(20) (a) On commence par observer que Qi est de degré m — 1 avec :

0 si kl 7é kz
V(k1, ko) € [1;1]? Q2 (M\i,) =
(K1, k2) € [1;1]° Qf, (Ak,) {1sik1:k‘2
!
Le polynéme @ = Z U(/\k)Q,(CA) (X) est donc de degré inférieur ou égal a m — 1 et

vérifie : =
Vie [1;1] Q) =U)

Les m; étant tous égaux a 1, la question (13) donne :
!
A
u(A) = Q(A) = S UMM (4)
k=1
(b) Soit k € [1;1].
Soit i € [1;1].
2
Si i est différent de k, (QE(\)) =02 =0 = Q(N).
Siidest égal a k, QF(\)? =12 =1=Qf(N\)
Donc, les \; étant deux a deux distincts, le polynéme ¢4 = (X — A1) ... (X — N)
2
divise le polynéme (Q?) — Q?.
2
Comme remarqué a la fin de la question (10), on en déduit (Qﬁ(A)) = Q(A) et

Q;?(A) est un projecteur (en identifiant une matrice et 'endomorphisme qui lui est
canoniquement associé)

(X — A\r)Q4 est un multiple de ¢4 donc (A — \eI,,) Q7 (A) = 0.

On en déduit que 'image de p,‘? est incluse dans le sous-espace propre Ey, (A).
Réciproquement, soit = € Ej, (A).

VP € C[X]| P(A)(x) = P(\y)x

Donc :

Qi (z) = Qf()z ==

On en déduit = € Im (Qf)

et par double inclusion : Im (Q7) = E, (A)

Soit x € Ej,(A) avec ¢ différent de k.

Qi (2) = QF (M)a =0

Donc Ej,(A) C Ker (Q;?)

On en déduit @ E),(A) C Ker (Q?)
ik

Mais dim (@ EAZ.(A)) = Z di=n—dy=n-— rg(Q?) = dim (Ker (Q?))

ik ik
Donc @E)\i(A) = Ker (Q‘,?)
i#k
(¢) Soit x € C™.
11 existe une unique famille (z1,. .., ;) telle que pour tout ¢ z; appartiennent au sous-
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espace propre E), (A) etr =21+ + x4
Soit k£ compris entre 1 et .
T =z + Zl’z avec zj, € Ey, (A) =Im (Q‘,?) et le € Ker (Qf)
ik itk
Comme Q? est un projecteur, xp = Q;?(A).
!

r=x1+ -+ doncx:ZQ,‘?(A)(a:)

k=1
l
D'olt Y Qi (A) =
k=1
(21) BAB~! sont semblables donc BAB~! est diagonalisable avec les mémes valeurs propres

que A.
On en déduit :

u(BAB™') = M)QEAPT (BAB™Y) = 3 U(M)QRHNBAB™)

MN

1

)
A\e) B (A)B™ = (Z (M) Qi (A )

= Bu(A)B™!

-
Il

l
> U(
k=1

l
> U(
k=1

(22) (a) D est évidemment diagonalisable, ce qui permet d’utiliser ce qui précede.
Soit A1, ..., A; les valeurs propres de D comptées sans multiplicités.

Z U(Xg) Qk Z U (A, )Diag (Qk (di1),. ..,QkD(dnm)) est une matrice

) k=1 k=1
diagonale.

Soit ¢ compris entre 1 et n.
dk € [[l;l]] tq dm’ = A
l

D)ii =Y UN)QY Z UN)QY (\k) = U(M) = U([Dlii)
—1

]_
(b) D’apres la question 21, u(A) = SDlag(U(dl,l), oy Uldnn))S™L
(23) (a) H étant triangulaire supérieure, xg = X".
D’apres le théoreme de Cayley-Hamilton, H™ = 0.
D’apres la question (10), ¢p divise X™. De plus ¢ n’est pas constant (si P = a # 0,

P(H) = al,).

Donc ¢y = X* avec k € [1;n].

Si on note (eq,...,ey) la base canonique de C™, on a He; = 0 et pour tout i € [2;n],
Hei = €;—1.

On en déduit :

H?e, = He,,_1 = €y_o, H3e,, = €5_3....

En particulier H" e, = e; # 0 donc H* ' £ 0 et i = X™.
!

(b) Soit P =" ¢ X* € C[X].
k=0
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P(XJroz):Zl: (X +a)f ii() D ¢l

k=0 k=0 j=0

P(A)=0 < P(al,+H)=0
!

— ch(aIn+H)k =0
k=0

<— i (Ckz ( ) (aly) k= JH]) car al, et H commutent
k=0 7=0

— ZZ( ) WP~ 0
k=0 j=0

< QH)=0avec Q(X)=P(X +«a)

<— JReC[X]tq P(X +a)=R(X)X"

<— dJReC[X]tq P(X)=R(X —a)(X —a)"

<— 35 e€CX]tq P(X)=5S(X)(X —a)"

On en déduit que 4 = (X —a)™.

Par conséquent, [ =1, Ay = a et m =n.
m— 1 k
U( ) .
Le polynoéme Q) = Z (X — )" est de degré au plus m — 1 et vérifie :

vk € [0;m — 1] Q<k ( ) = U<k>(a)

donc d’apres la question 13 :

m—1
U™ (a) e = U)o
u(d) =Q(A) = o (A—al)t = > TH
k=0 k=0
Reste a évaluer les puissances de H. Le résultat est connu mais faut-il détailler la

preuve.

Pour tout k compris entre 0 et n — 1, soit P(k) : V(i,7) € [1;n] (Hk) =itk
Z?]

H® = I,, donc :

V(i,j) € [L;n]* (HO),; = dij = diroy

et P(0) est vraie.

On suppose P(k) vraie.

Vi) € [Lnl? (H51) = S0 (#Y), g

Z?J

=1 :
n n

= > GikiOi1 = ) Oirk i
=1 =1

= Oivkj—1= Oitkt1,j

et P(k+ 1) est vraie.
On conclut facilement.
(24) (a) VX e M, (R) GX = (YZD)X =Y (Z1X) = (ZTX)Y car ZTX est un réel.
Donc Im (G) C Vect(Y).
Mais YTY est non nul donc Y est non nul :
Jip € [1;n] tq yi, # 0
De méme :
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Jjo € [1;n] tq zj, #0
On a alors G j, = ¥ig2jo 7 0
Donc G est non nulle et son image est de dimension au moins 1.
On en déduit Im (G) = Vect(Y) et rg(G) = 1.
(b) G2=YzZNYZ")=Y(Z'Y)Z" = (ZTY)Y ZT car ZTY est un réel.
Donc G? = (Z1Y)G ie le polyndéme X2 — (Z1Y)X = X (X - ZTY> annule G.
On en déduit que Sp(G) C {0; ZTY} (mais on peut avoir ZTY = 0).
Si ZTY =0 alors Sp(G) c {0}.
Mais rg(G) =1 < n (n > 4) donc G n’est pas inversible et 0 es valeur propre de G.
On a Sp(G) = 0.
Si ZTY # 0, on a comme ci-dessus 0 € Sp(G).
Le spectre de G ne peut pas étre réduit a 0 car alors on aurait :

0=tr(G ZG”nyzzsz Y #£0

=1

(¢) On a donc dans tous les cas p(G) = ‘ZTY’.
Y et Z étant réels, on a par Cauchy-Schwarz :
p(G) < VZTZ x VYTY <1< R,
donc G € M, (u)

(d) Le polynome X (X — ZTY) annule G donc p¢ divise X (X — Z1Y).
D’aprés la question (11), le polynéme X (X — Z7Y) divise ¢g.
Comme ce sont des polyndémes unitaires, pg = X (X — Z1Y)

(e) Onadoncl=2, A\ =0, Ao =2TY, m=2et m; =mg=1.

Soit Q) = U(0) + LEY) oM

Q € Cp1[X] = C1[X], Q(0) = U(0) et
QZTY)=U(0)+U(Z"Y) - U(0) ZT ( Ty)
Done u(G) = O(G) = U(0)I, + 22 Z)Y v,

(f) Cette fois, =1, m=m; =2et \; =0.
u(G) = U(0)I,, + UD(0)G

(25) (a)
V(i) € [Ln]* (FF)ij = > [FlinlFle;
k=1
B I e
"=t
n n—1
_ 1 S WDk - 1 (wz'—j>l
=1 ey
Sii=j:
. 1 n—1
Vie[Lin] (FF);==> 1l=n
Ly

Sii# j alors w'™/ # 1 car i — j qui est compris entre —(n — 1) et n — 1 ne peut pas
étre un multiple de n. .
11— n(r—
On en déduit (FF);,; — ~ 1= (w j) _1lzw (.f) =0
o n 1—wJ n 1—wJ
Donc FF = I5.
On en déduit que F est inversible avec F~! = F.
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(b)
Wk € [Lal? (F2iy; = S [FlialFlas = ~ 3 wtDa-Da=n-1)
a=1 7,La:I
l n

(@D k+-2)
n a=1

0 si n ne divise pas k+1— 2
1sindivise k+1—2

Donc F? est a coefficients réels.

(v) F* = F?F? = F2F? car F? est a coefficients réels.
On en déduit F* = FFFF = FI,F = FF = I,
Le polynéme X4 — 1 annule F donc le spectre de F est contenu dans {1; —1;4; —i}.
D'ou p(F) <1< R, et F € My (u).

(d) X*—1annule F donc p divise X4—1et op = (X —1)"1 (X +1)72(X —i)™3 (X +i)™
avec ml,mo,m3g,my <1
Par conséquent si P(1) = U(1) et P(—1) =U(—1) et P(i) = U(i) et P(—i) = U(—1)
alors d’apres la question (14), u(F) = P(F).
On considere donc le polynome :

P(X) = iU(l)(XJrl)(X2 +1) - iU(—l)(X— 1)(X%+1)+ %U(z’)(X%—i)(X? —1)—

—U(=i)(X —)(x? -1)

On vérifie ensuite :

P(1) = vd x2x2—04+0-0=U(1), P(—-1) =U(-1), P(i) = U(i) et P(—i) = U(—1).
(26) (a) Vk>n+1u,=0

On en déduit R, = +oo donc u vérifie la condition (C*).

V2eCU(z) = z": (Z)pk(l —p)nkk

k=0
= (1-p+po)

Donc U est en fait polynomiale.
Le polynéme P = U vérifiera donc toujours les conditions de la question 14 et :
VA € Mu(C) u(A) = ((1 = p)In + pA)"
(b) up=0cet:
Vk € N* uy, = p(1 — p)k~1
On en déduit que R, = 15" 1 et que w satisfait la condition (C*).

Soit A € M, (u) diagonalisable.
35 € GL,(C) et D € M,,(C) diagonale telles que A = SDS~.
D’apres la question (22)(b) :

u(A) = SDiag(U(D11),...,U(Dy,))S™"

D D
= SDiag P11 yeees PZnn S~ cf la série génératrice de la loi géométrique
- qDl,l 1- an,n

= SpD (I, —qgD) 'St
= pSDST'S (I, —gD) ™' 7 = pA (S(L, — ¢D)S ™)
= pA(l,—(1-pA)~"

-1
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