Mines 2020 MP2
Correction

(X + 1) E:akX% (X +1)" E:bkxk
o 2n\ . .
Le binéme de Newton donne a,, = < > ainsi que :
n

Vk € [0;n] by, = Z
Le cours sur les produits de polynémes donne :
n

an = Z bibn—k

On a donc :

)=S0 -6

v ()

<2n> (2n)! ‘/M(Q:)Qn 4n

1
Donc ¢ = —.
T

. Soit a €]0; 1].
1
o > 0 donc la fonction ¢ — o est décroissante sur R .

On a donc :
k41 dt 1 /k ﬁ

Vk € N* / < —<
k ke k—1 t%

1
y compris a droite pour kK =1 car a < 1 donc la fonction t — o est intégrable en 0.
On en déduit :

n+1 n 1 n
VnEN*/ t—adt32—< = de
1

o ke Jo
SR
Donc : Vn € N* < — <
11—« N kzlk"‘ 1—« 0
D’ou : . . .
L, (n+ 1)@ 1 1 nl@
VneN — < — <
" 11—« 1—04_;::1#‘_1—04
1)1« 1 1-«
Mais 1 —a > 0 donc (n + 1)7* ——— +o0 et (n+1) — o )
n—+00 1 -« l—-a 1—-«
n nl—a
On peut conclure par encadrement Z —
11—«
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Soit a €]1; +00].

La fonction t — I est toujours décroissante sur RY .

On a donckJrl N
Yk > 2 g < i < / g
T Jk TR T Jga te
On en déduit :
N+1 N1 N
Vne N*YN>n+1 A< Y —g/ = dt
n+1 - ke n
k=n+1

En faisant tendre N vers +oo, on a :

400 +oo 1 400
Y N* tdt < 7</ t~*dt
nen [ <Y =</

+1 k=n+1

Donc :
[ tl—a ‘|+OO +ZOO 1 [ tl_a ]JFOO

Vn € N* < — <

l-a n+1 k=n+1 ke l1-a n
D’ou : N

1 -« o0 1 -«

WLEN*%S Y o<

@ = k=n-+1 a-

-« 11—«
Mais (n+1) ot
a—1 a—1
R | 1
On peut conclure par encadrement k; e~ TR
=n+1
. On procede a une intégration par parties :
T dt 1 7" z -1
Vr € [2; /—:t— —/tidt
© € [2 ol 2 In(t) [ In (t)L 2 t(ln(t))?
B r 2 . /z dt
~ In(z) In(2) 2 (In(¢))?

Soit € > 0.

Soit 1 = max (2, el/E>.

1
Vt > a2 ln(t) > —

€
On en déduit :

z dt z1 dt z dt z1 dt
wza [ armis U agate n@ <) map I

1
n In (¢ 1 1
¢ :n() Odonc:o( >
1 t totoo t In (t)
In (t)
o . 1 o
Comme t n n’est pas intégrable en +o0, la fonction ¢ — O n’est pas intégrable en
n
~+o00.
Comme c’est une fonction positive, I(x) ——— +o0.

T—+00

o1 T dt
On en déduit / 5 Oet:
I(x) J2 (In (¢t))" z—+oo

1 T dt
dxe > 21 tq VYV > 9 )/ a <e€
2 n

On a alors :
dt

1 x
Ve > 290 < I(x)/g (1n(t))2 < 2e¢




Mines 2020 MP2 Correction

1 T dt
Donc I(:L’)/z (n (t))2 p—— 0

Si on reprend la formule de ’énoncé et qu’on la divise par I(z), on a :
x

(@ 2 L dt
L= I(z) I(a:)ln($)+f($)/2 (ln(t))2x

En faisant tendre z vers +o00, on obtient In (z) —— lie I(x) ~ T
I(z) 710 In ()
“+o0o
—1)...(a— 1
5VaGR\NVxQ—lJH1+@a:1+§:Ma ) Ja ntl)on (g1
n=1 :

VaGNVmER(1+x)a:§: (2)1‘” (R = +400)

1 n=0
Supposons a = —3
Vn € N* ala—1). .T.L!(a —n+1) _ (=1/2)(-3/2) n' (—=(2n—1)/2)
LIx3x-x(2n—1
S
B plx3x-ox(2n—-1) . (2n)!
= Vo '_(_1)(2muﬁ

()

(_1)n22n(n!)2 =(=1) 92n

égal 1 pour n =0

1 +00
— n
n—=

0
On en déduit :

Vo €] — 1;1]

(2”>
too |\ p
Vmﬂ—lﬂ[ﬁiﬂvzz% o (R=1)

6. Vn e N |P(S, =04)| = P(S, =04) <1=|1| donc :

Rr = Rcvy ZP(Sn:Od)a}n > Reovy an =1

Rg = Revy ZP(R:n) > Rey (Zl’n) =1

D’apres le cours sur les séries entieres, F' est définie et de classe C* sur |— Rp; Rp[.Comme
Rp > 1, F est définie et de classe C* sur | — 1;1].

D’apres le cours sur les séries entieres, G est définie et de classe C* sur |— Rg; Ri[.Comme
Rg > 1, G est définie et de classe C* sur | — 1;1].

[-1;1] - R

x+— P(R=mn)x"

e Pour tout n € N*, g,, est continue sur [—1;1].

e La série de fonctions Z gn converge uniformément sur [—1;1] :
n>1

Pour tout n € N*, soit g, {
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vn € N ignlloe = sup (lga(2)]) = P(R =n)
z€[—1;1]
Les évenements (R = n), pour n € N* sont deux a deux incompatibles donc :
+oo

+o0
ZP(Rzn)zP(U(Rzn)) =P(ReN") <1
n=1 n=1
Donc la série Z P(R = n) converge.
n>1
Donc la série de fonctions Z gn, converge normalement sur [—1;1].
n>1
Donc la série de fonctions Z gn converge uniformément sur [—1; 1]
n>1
Donc G est définie et continue sur [—1;1] et :

+oo
G(1) = Z P(R=n)=P(R e N*)=P(R # +00) car R est a valeurs dans N* U {+o00}.
n=1

7. Soient k et n € N* tels que k < n.
Si R =k alors S, =04 donc (R=k) N (S =04) = (R=k).
Donc si k =n, P((S, =04) N(R=k)) = P(R=k) = P(R)P(Sn—k = 04) car Sp = 0q.
On suppose k < n.
On en déduit (R = ]{2) N (Sn = Od) = (R = k) N (Sk = Od) N (Sn = 0d>

Mais S, = S), + Z X; donc :
I=k+1

(Sk = 04) N (Sy, = 04) = (Sk = 04) N ( > Xlzod)
On en déduit :

(R:k:)ﬂ(Snzod):(R:k)ﬂ(Skzod)ﬂ<Xn: Xl:Od) = (R =k)n

( Z Xl B Od)
I=k+1

l k

Si on note Ry = {(xl,...,xk) € {—l;l}k tq Vi € [1;k —1] Zazz # 0g et sz = Od}
i=1 i=1

alors I’événement (R = k) est aussi I'évenement ((X1,..., X;) € Ry) et par le lemme des

n
coalitions, il est indépendant de I’évenement Z X; =04
i=k+1

On en déduit : P((S, =04)N(R=k))=P(R=k)P| > X;= 0d>
i=k+1

N
Si on note pour tout N € N*, Sy = {(wl, .o,xy) € {—1; 1}N tq Z‘TZ = Od} alors :
i=1
P((Sn=0a)N(R=k)) = P(R=FkK)P(Xk41,.-.,Xn) € Sn—k))
Mais (Xg41,...,Xn) et (X1,...,X,—) ont la méme loi.
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En effet (Xgy1, .. ,Xn)(Q) = (Xl, cey X)) (Q) = {_1; 1}nfk et

V(ers o en) € {=L 11" % P(Xps1s-r s Xn) = (€1,- s eni))

= P( ﬁ (Xizei—k)>
i=k+1

n
= H P(X; = ¢;_1) par indépendance
i=k+1
n

= H P(Xi_k = Ez’—k) car Xi ~ Xi—k
i=k+1

— H P(X; =
i=1

n—k
= P < ﬂ (X; = 61)> par indépendance
i=1

= P((Xl,...,Xn_k = (61,... ,En_k))

n—k
D’apres le cours Z X, et Z X; = S, ont alors la méme loi.
i=k+1 i=1
D’ou :
P((S,=0,)N(R=k))=PR=k)P ( > Xi= od) = P(R=Fk)P(S,_1 = 04)
i=k-+1

On applique ensuite la formule des probabilités totales avec le systeme complet d’évene-
ments ((R = n)),cn- U (R = +00).

Vn € N* P(S, =04) = Z P(( N(R=k))+ P((Sy=04)N(R=+))
= ZP N(R=k)) carsi S, =04 alors R <n

— Z P(R = k)P(Sp— = 0g)

8. Siz €] —1;1[ alors |z| < RF et |z| < Rg, ce qui légitime le produit de Cauchy & venir :

=0 )wn> X (io P(R = n)x”) car P(R=0)=0
n=0
+o0 n
= 2 (Z P(R = k)P(Sy, = od>> 2"

Vn € N* F(z)G(x)

I
p
1M

N

n=0 \k=0
= Jio:o (i P(R=k)P(Sy_r = Od)> x" car P(R=0)=0
n=1 \k=1
+oo
= Z P(S, =04)z" = F(x) — P(Syp = 04)
n=1
= F(z)—-1
Si P(R # +0) < 1 alors
+o00
vz €[0;1] G ZP <Y P(R=n)=P(R+#+00) <1
n=1
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10.

On en déduit :

Fla) = I 1 _ 1
1-G(x) a»1- 1-G1) 1-P(R#+x) P(R=+00)

Si P(R # +o0) = 1 alors

“+o00
Vr € [0;1][ G ZP =n)2" <Y P(R=n)=P(R#+o0)=1
n=1
car pour tout n € N*, 2™ < 1 et il existe n € N* tel que P(R = n) > 0 (sinon P(R #
o0) = 0)
On en déduit :
F(x) = 1= Gla) o +o00 car G est continue en 1 avec G(1) = 1.
Soit A € RY.

(ck) ke est une suite de réels positifs telle que la série de terme général ¢, diverge donc :
Z Cp —— +00

—1 n—-+o0o

On en déduit :

dng € N tq Vn > ng chZQA

k=1
ng

La fonction = Z cpa® est polynomiale donc continue et :

k=1 o o
Z ckxk — Z Ck

k=1 k=1

Ja €]0;1[ tq Vo €]1 — a5 1 + ¢ <A

On en déduit :

no no
VY G]l—a;1+a[chmk > ch—AZA
k=1 k=1
Mais tout étant positif :

00 10
Vo €]l —as 1] Z cpxh > Z cpa”
=1 k=1

ce qui entraine :
“+00

Vo €]l —a;1] chxk > A

k=1
Soit (cr)ken une suite de réels positifs telle que la série de terme général ¢, converge.
0;1] - R

Pour tout k£ € N, soit f { k

T — Cpr
e Pour tout k € N, fi est continue sur [0; 1].
e La série de fonctions Z gfr converge uniformément sur [—1;1] :

k>0
VEEN [[filloo = sup ([fi(2)]) = cx
z€[0;1]
Donc la série de fonctions Z [ converge normalement sur [0; 1].
k>0
Donc la série de fonctions Z fr converge uniformément sur [0; 1]
k>0
400 B 400 +o0
Donc Z fr est continue sur [0;1] et Z cpx® — Z c, €R
k=0 k=0 IR

D’apres ce qui précede :

Z P(S,, = 04) diverge <— hmF +oo
n>0

D’apres la question 8 :

l}mF: +00 <= P(R # +00) =1
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Donc :
Z P(S,, = 04) diverge <= P(R # +o0) =1

n>0

11 Soit ¢ € N*.

12.

13.

P(Y,=1) = P(Sid{S00<k<i—1})
1—1
= P( (Sﬁésk))
k=0
i—1
= P< (Xk+1+"‘+Xi7éO)>

(i)
<

i
On introduit alors ), = {(xl, ) {11} tq Vi € [in] Y @ # 0} ce qui per-
j=1
met, d’écrire :
P(ifl = 1) = P((Xl, ,Xl) S yz)
Mais on montre comme ci-dessus que (Xj, ..., X;) a la méme loi que (X1,...,X;).
Donc :

n
Mais N,, =1+ Z Y; donc par linéarité de I'espérance :
i=1

VneN*E(N,) =1+ EY;) =1+ P(Y;=1)=1+) P(R>1)
i=1 i=1
(R>1i+1) C (R >1i) donc par continuité décroissante :

P(R>i)m>P<ﬂ (R>i)>:P(R=—|—oo)€]R.

1EN*
E(N, 1 1<
Par Césaro ( n):—+—ZP(R>i)—>P(R:+oo)
n noon= n—s-+o00
14+ X;
Soit Y; = +2 L.

(Y;)ien+ est une suite de variables aléatoires indépendantes qui suivent toutes la loi de
Bernoulli de parameétre p.

n n n

Sy = ZXi = Z(QYl —-1) = 221@ —n a la méme parité que n donc :
i=1 i=1 i=1

VnGNP(SQn+1 :0):0
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mn 2n
Vn € N* P(Sy, =0) =P (Z Y, = n) ou Z Y; suit la loi binomiale de parameétres 2n et
i=1 i=1

p.
Donc :

2n
Vn € N* P(Sy, =0) = (n ) (pg)™

So=0donc P(Sp=0)=1= <8> (pq)°

14

Ve el - 1L;1[ F(x) = JFXO:OP(SH =0)z"
n=0

—+00

= Z P(Sy, = 0)372” car pour tout n € N P(S2,4+1 =0) =0
n=0
+oo +oo
2n " on 2n\ 1 I
= = — 4
ol Gl IS ol G PR
1
= ————— d’apres la question 5
V1 — 4pqr?
D’apres la question 8 :
1
Ve el - 11l ———— — 1= —=G(z
] [ V1 — 4pgz? V1 — 4pgx? (@)
D’ou :

Vo €] —1;1[ G(z) =1 — /1 — dpqa?

D’apres la question 6,

P(R#400) = 1—4/1—4p(1—p)=1—1/1—4p+4p?
= 1-y/(1-2p2=1-[1-2p|=1~|g—p|

On en déduit P(R = +o0) = [p — ¢|.

1
On revient a la question 5 avec o = 3

meg@@=D.a=n+l) _ (1/2)(=1/2)(=3/2)...(=(2n = 3)/2)
- n! n!
W lx3x-x(2n—3
— (_1) 1 X 2n:;( )

A1 X3 %o x(2n—3)
2X4X---X2n

(2n — 2)! , 1
= (- )n22”—1n!(n — )i égal — pour n =1

= (-1

2
= n—1 (2n B 2)' n
Ve el - L1[Vitr=14+> (-1) P Tl 1]
n=1 : :
On en déduit : . N
. _ = (Zn B 2)' n n_2n __ = 1 2n n,_.2n
Vo €] - 1] G(z) = n; Tl it P = n; 51\, PO

On en déduit :
Yn € N P(R=2n+ 1) =0 (ce qui est cohérent avec P(So,+1 =0) =0)
P(R=0)=0et:



Mines 2020 MP2 Correction

15

Vn € N* P(R = 2n) = <2n> (pg)"

P(R = +00) = |p— ¢

P(R=2n) = (2n _1 1)4n (2:> ~ 2\/771n3/2 d’apres la question 2.
+oo
P(R=+400) =|p—¢q|=0donc P(R>2n)=P(R>2n+1)= Y P(R=2k)
k=n+1
Supposons :
VYne€Na,etb, >0
an ~ by,
La série Z a, converge (donc Z b, converge également)
Soit € > 0
dng € N tq Vn > ng |a, — by| < €by,
“+o0 —+oo —+o00
Vn > ng Zak— Zbk = Z(ak—bk)
k=n+1 k=n-+1 k=n+1
+oo +00
< D) a—bel<e D by
k=n+1 k=n+1
+oo
< € Z by,
k=n+1
+0o0 “+o0o
On en déduit Z ag ~ Z ay
k=n+1 k=n-+1

D’ou ici avec la question 3 : .
P(R>2n)=P(R>2n+1)~ N
Supposons :
vYne€Na, et b, >0
an ~ by,
La série Z ay, diverge (donc Z by, diverge également)
Soit € > 0

dng € N tq Yn > ng |a, — by| < €by,

n n
Vn > ng Zak—Zbk
k=0 k=0

n
> ar— by
k=0

n no n

< > ok —brl =D lax —bel + D lar — byl
k=0 k=0 k=no+1

< Z|ak—bk‘+€ Z bi
k=0 h—mo+1

<

no n
> lak — byl + €Y by
k=0 k=0

n

La série a termes réels positifs Z b, diverge donc Z by —— +o0.
=0 n—-+o0o



Mines 2020 MP2 Correction

no
> lak — by

Done #=2_ Oet:
n—+400
D b
k=0

no
> lar — byl
k=0
n
> bi
k=0
n n n

Zak—Zbk < QEZkaQE
k=0 k=0 k=0

On en déduit Z ag ~ Z by,

<e€

dny > ng tq Vn > ny

Yn > nq

n
S
k=0

k=0 k=0
Donc : - . .
E(Nypy1) = Z PR > i) = Z((P(R> 2i) + P(R>2i+1)) = QZP(R > 2i) ~
M 1=0 1=0 =0
\/7?

4
E(Nayp) = E(Napt1) —P(R>2n+1) ~ \%j car P(R > 2n+1) = o(y/n)
2
Finalement E(N,) ~ 21/—71
™

16 (a,) est décroissante donc :
Vk € [0;n] an < ag
On multiplie par b,,_; > 0 et on somme :

n n
an Z bk < Z agby— =1
k=0 k=0

Mais Z b—r = Zbl = B,, donc a,B, <1
k=0 =0

1
Les by étant strictement positifs, B, > 0 et a,, < B
n

m n—1 m
1 = > agbmoi =Y akbmi + Y arbm—p
k=0 k=0 k=n

n—1 m
< ag Y bpk+an Y by
k=0 k=n
m m—n
< ap Y, bitan ) b
l=m—n+1 =0

< aO(Bm - Bmfn) + anBm-_n

B
17 Pour n assez grand " (1 —ao(Bm, — Bm,-n)) < Bnap, <1

My, —1

B
Compte tenu des hypotheses de I’énoncé : " (1—-ao(Bm, — Bm,-n)) — let

e y— n—-+00

avec le théoreme des gendarmes : Bpa, — 1
n—-+4o0o

O déduit ~—
n en déduit a,, B,

10
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n
Q18 Au moyen d’une comparaison série intégrale, on montre : Z — ~1In(n).
k=1

On en déduit Z b, ~ In(n).
k=1
On pose alors mg = 0 et pour n € N*, my, =n +n|ln(n)]
Vn>em,>2n>n
By = Bujin(ny) ~ I (n[1n (n)]) = In (n) + In (|In (n)))
|Z] ~400 x donc |In(n)| ~ In(n)
Comme ce sont des infiniment grands : In ([In (n)]) ~In(In (n)) = o(In (n))
Donc By, —n ~ In(n) ~ By,

b, ~ — donc :
n

2C
dng € N* tq Vn > ng b, < —
n

Quitte a augmenter ng, on peut le supposer plus grand que e.

n+n|ln(n)] n+n|ln(n)) 1
Vn>ng0< Bm, = Bm,—n= Y, <20 >
k=n|ln(n)|+1 k=n|ln(n)]+1

Par comparaison série intégrale :
n+1+n|ln(n)] Y 14 U ( )J
n n|ln(n
> < — < — =
Vn > ng 0 < By, — Bm,—n < ln( [ ()] + 1 ) p—— 0 car
k=n|In (n)|+1

n+1+n|ln(n)] ~n|ln(n)|etn|ln(n)] +1~n|ln(n)]

On peut donc appliquer la question 17 :
1 1

a/nr\zir\z

B, Cln(n)
19

+oo +00
Vo e] —1;1] ffzi = (Z a:") (Z P(R = n)x")
n=0 n=0
+o0 n +o0
= Z (Z P(R = k:)) " = Z(l — P(R >n))z"

n=0 \k=0 n=0
1 RES
= 1.2 —T;)P(R>n)x
On en déduit :
+00
1-G 1
Vr €] — L 1] F($)nz:‘;P(R >n)z" = F(x) . g(f) =1_2 d’apres la question 8
+oo
= Z xn
n=0
Mais on a aussi :
+oo +o0o +o0
Vr €] — 1;1] F(x) Z P(R>n)z" = Z P(S, = Od)> (Z P(R > n)x")
n=0 n=0 n=0

D’ou le résultat par propriété des séries entieres.

11
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20 Pour revenir au point de départ apres 2n déplacements, il faut avoir fait & déplacements

21.

vers la gauche, k déplacements vers la droite, n — k déplacements vers le haut et n — k
déplacements vers le bas.

1
Le nombre de trajectoires possibles, toutes de probabilité o est

L (2n)\ (2n— k) (2n — 2k
2\ k) K n—k

(2n)! (2n — k)! (2n — 2k)!
El(2n — ) E!(2n — 2k)! (n — k)!(n — k)!

(2n)! () & n! n!
El(n —Kk)(n—k)! nln! = kl(n — k) kl(n — k)!

()
_ (( )) Laprés I premitre question

et on conclut facilement.
2n n

Vn € N* 1= P(Sp=04)P(R>2n—k)=> P(Sy = 0q)P(R>2n — 2k)
k=0

I
[]= 1]

a
[e=]

n

-

On utilise la ];)a(;tie D.

Vn € Na, =P(R>2n)>0
L’évenement (R > 2(n + 1)) est contenu dans I’évenement (R > 2n) donc (ay) est
décroissante.

Vn € N* b P(Sar = 04) > 0

1
De plus P(Sgr = 0) ~ — d’aprés la question 2.

T T
Donc P(R > 2n) ~ I () ~ on)°

De plus P(R>2n+1) = P(R > 2n) ~
T
In(n)

n
Enfin par comparaison série intégrale et sommation des équivalents : E(N,,) ~ 7 /
2

T
In(2n+1)

D'ott P(R > n) ~
d¢
In(t)

n

Il ne reste plus qu’a appliquer la question 4 pour obtenir N ~ ———.
mln (n)

12



