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1 Intégrales a parametres

Exercice 1 (CCP 2015)
+o00 efxt

1414
1. Montrer que le domaine de définition de F' est R7.

dt

SoitF::L'»—>/
0

2. Montrer que F' est positive et décroissante.
3. Montrer :
“+o0o
Ve e R} F(x) < / e *tdt
0
En déduire la limite de F' en +oc.
4. Montrer que F est de classe C! et que :
1
Vo € R} F(x) — F'(z) = —
x
En déduire que F' est de classe C*.
5. Montrer :
+oo o=t
VmeRiF(w):ex/ Tdt

xT
En déduire la limite de F en 07.

6. Montrer F(z) ~p+ —1In (z)

Correction
R+ — R
1. Soit x e Ret f, et
1+t

fz est continue sur R, .
Siz > 0 alors t2f(t) ~¢— 100 te % ﬁ 0 donc f, est intégrable sur R..
—1+00

Par contre si x < 0 alors :

1
Vie R fo(t) > —— >
€ +f()—1+t_0

+oo  d¢ +o0
/ 1+t diverge donc / f=(t) dt diverge (avec peut-étre un peu plus de détails aux
0 0

1
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CCP).

Si on détaille ’'utilisation des théorémes du cours :

VteR, !fx()\_‘lth

t— n’est pas intégrable sur Ry donc f, n’est pas intégrable sur R, . Cela signifie

1
jr_og —+00
que / | f2(t)| dt diverge. Mais f, est positive donc / fz(t) dt diverge.
0 0

2. Soit z € RY..
Vt e Ry fo(t) >0
D’ot F(z) > 0 en intégrant.
Soit x1 et w2 € RY avec x1 < o
On a sans probleme :
vt € RJr fm (t) > ffm(t)
On en déduit en intégrant : F'(z1) > F(x2).
F est décroissante.
En raffinant argument, on peut montrer que F' est strictement décroissante.

1

On multiplie par e~ > 0 et on integre :
+oo

Ve e R} F(x) < / e "t dt
0

Mais :
+oo

—xt
Vx>0/ ”dt:[e 1 _1
—X T

0
Donc F(x) —— 0
r——+00

RY xRy — R

4. Soit g et
t) —

(@,t)= 10

e g est C! par rapport & x et :

V(z,t) € RL x Ry %(x £ = 1_+t —at
(z,

t
e Pour tout z > 0, la fonction g(x,.) est continue et intégrable sur R .

e
e Pour tout = > 0, la fonction a—g(;v, .) est continue sur R.
x

e L’hypotheése de domination relative a —g est vérifiée sur tout segment de R* :
Soit [a;b] (0 < a < b) un segment de R*

t
V(z,t) € [a;b] x Ry —— e et L e
—at

g
—(z,t)| =

avec t — e~ continue, positive et intégrable sur Ry (a > 0)
Donc F est C! sur R* et :

+oo ¢
V:L'>OF'(9U):—/ — e Ttdt
o 1+t
On a alors :
/ +001+t —xt +oo —at
Va:>0F(a;)—F(a:):/ —e dt:/ e tdt = —
0 1+t 0

Pour tout n € N, soit P(n) : F est de classe C™ sur R .
P(1) est vraie.
On suppose P(n) vraie.
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1
Ve >0 F'(x) = F(z) — —
T
Donc F’ est de classe C" et F est de classe C"11.
Donc P(n + 1) est vraie.
+oo ot

G est bien définie sur R, :
Soit z > 0. .
= o

t— - est continue sur [z; +oo| et =0 (e7) en +oo.
On a :

+oo @ t 1 eft
Ve >0G(x) = €" / —dt—/ —dt

1 t z 1
ce qui permet d’invoquer le théoréme fondamental du calcul différentiel-intégral.

G est C! sur Rj_ et :
, o +o0 e—t e—;t 1

G est solution de la méme équation dlfferentlelle que F.
+00 A=t
0<G(x) < x/ e—dt——doneG()—>O

Donc F — G est solutlon del’ equatlon homogene associée ' =y et :
dC eRtqVe >0 F(z) — G(z) =Ce”
et on conclut avec les limites en 4o0.
F(z) — 40
z—0

On peut utiliser
1 ,—1
Ve €)0:1] F(z) = G(z) > ex/ ©dt = (= In(2)) — +o0

z z—0

Le recours a G pour obtenir 'expression de F(x) de I’énoncé n’est pas indispensable :
F +o00 ,—at +00 l-HI
) e [ g [,
0 t

et 1+t
+00 oY 400
- / ¢ dy= / L
1 Yy T t

On peut obtenir la limite de I en 07 avec 1’expression de 1’énoncé :
—t —t
e 1 1 e
ot g et t — n n’est pas intégrable en 0 donc t — -+ n’est pas intégrable en 0.

t
1ot
Mais c’est une fonction positive donc / —dt —— +o.

T t z—0t
On en déduit :

1 gt +oo ot
F(x) = ¢€" /Tdt—l—/ Tdt — +o00.
T 1

z—0t

= ¢% <[lnte_t}:C>O + /+OO Inte™? dt)

—+o0
= —lnz+ em/ Inte tdt
X
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Comme t — In (t) e~ est intégrable sur R* (en 01In () e™* ~ In (¢)) on conclut facilement.

Exercice 2 (CCP 2017)

Soit f:x — / et dt.
I o 22 +t2
1. Montrer que f est définie sur R, de classe C? sur R% et exprimer f” & l'aide d’une
intégrale.
2S't(t)»—>IClla2g+2Mt f est solution d 0.
. Soit g : (x, ———. Calculer — ontrer que f est solution de ¢y’ —y =
g 2t 022 " ot a vy =
+00 ewcu
3. Montrer que pour tout z € R% , f(x :/ —— du.
que p 1 f(2) L Tra
4. En déduire f(x) pour tout x € R%.
Correction
1. f est définie sur RY.
Soit x € RY..
t— e’ est continue sur R et dominée par — au voisinage de 4o0.
2 + t2 t2
On utilise ensuite le théoréme de dérivation sous le signe / pour montrer que f est C?
sur R :
R xR =R
Soit h T "
(z,t) — :

2242
e h est C? par rapport & « et :

oh 2 2
t R xR — =" gt
V(z,t) € RY x e (z,t) CEERE e
9%h 2z(z% — 3t2) |
R% x R = 27 T it
V(@ t) € % Ox 2( 1) (x%2 4 t2)3

e pour tout z > 0, h(z,.) est continue et intégrable sur R.

0
e pour tout x > 0, 8—(:5, .) est continue et intégrable sur R :
x
oh 1
—(x,t) =0 —
8x( ) oo <t2>
2
e pour tout z > 0, W(m, .) est continue sur R :
x

2
e I’hypothese de domination, relative a

Soit [a;b] (0 < a < b) un segment de ]R*

ol est vérifiée sur tout segment de R* :

0?h 2:6(962 + 3t%) 6 6b
V(z,t) € la;b] x R t < <
(z,t) € [a; 0] or S3(@ b)) < (22 +£2)3 = (22 +2)2 ~ (a2 + 2)2
. . . .. 6b 6b
avec t — m continue positive et intégrable sur R : m ~ioo 3T

Donc f est C? sur R% et :

+oo 2x(2? — 312)
I i ab\b IOt )it
Vx>0f(33)—/_oo (22 + 12)3 e’ dt
) 99 2o
2. V(z,t) e R} xR 876(33775) T (22 +2)2
) 9% 2a(x? — 3t2)
V(o) €RL xR 55 t) = = s mys

4
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. ag —2xt
82 _ 2z(3t* — z?)

V(z,t) e RT xR
Donc Ag =0

o “*W

+oo 9 2 _ 342y +oo §2 .
Vo >0 f'(z) = / Zola” — 317 et dt = / a—xg(x, t) e dt

oo (22 12)3

+oo 02 ;
S [ Sl tetat

ag it too 1t
— o —(x,t)e —|— / (z,t)e" dt IPP & justifier
[T 0g it
= z/_oo a(m,t)e dt

+o00 +o0o

= 1 [g(:ﬁ t)e —I-/ g(z,t)d / g(xz,t)dt
= f(2)

Justification de I'IPP :
u(t) = e u'(t) =ie?
62 g —2uxt
"(t t t t ——
v'(t) = atQ(ﬂf ) v(t) = 8t(f’ﬁ )= 2 )
u et v sont C1 sur R et u(t)v(t) T 0

3. Il suffit de faire le changement de variable C! strictement croissant ¢ = zu.

4. f est solution de 3"’ —y = 0 donc :
3(A,B) € R? tqVx > 0 f(x) = Ae® + Be™®
On déduit de ce qui précede que f est bornée :

oo giTu +o0 | eixu| +oo 1
vz € R? = du| < du = du =
z e R |f(2)] /_oo 1+ u2 u_/_oo 1+ uz " /_oo T2 07"

Donc A =0.
400 U
On peut appliquer a la forme précédente, ie f(z) = / 152 du le théoreme de la
o u
limite aux bornes :
R xR —C
SOlt g eixu
r,u) = —s
R
o Vu e R g(z,u) — T2
>0
e Pour tout x € Ry, la fonction g(z,.) est continue (par morceaux).
e La fonction u — T2 est continue (par morceaux) sur R.
u

e L’hypothése de domination est vérifiée :

) 1 1
V(z,u) € RY xR |g(z,u)| = T < T

1
avec u — 1502 continue positive et intégrable sur R.
U
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+o0 1

Donc f(z) — du = 7.

z—0 J_ 1+ u?
>0 &

D'ou B=m et :
Ve >0 f(z) =me ™.

Exercice 3 (Mines 2017)

—~ +oo .
On pose f(z) = / f(t)e ™ dt avec f : R — C continue et intégrable sur R.

—0o0
1. Montrer que f est bien définie, continue et bornée.
2. On suppose désormais f(t) = e t*/2,
Montrer que f est C* sur R.
3. Calculer f’ et en déduire f

Correction

1. On commence par montrer que f est bien définie.
R—C

t s f(t)e it

fz est continue sur R et :

YVt € R |fz(t)] = |f(t)] ou f est une fonction intégrable sur R
Donc f, est intégrable sur R.

Soita:E]Retfw{

Il est facile de montrer que fest bornée :

veeR [fw)|< [ 15w a

Il ne reste plus qu’a appliquer le théoreme de continuité sous le signe / pour mon-

trer que f est continue.

) RxR—C
Soit g vt
(z,t) = f(t)e

e La fonction g est continue par rapport a x :

pour tout t € R, g(.,t) est continue sur R.
e Pour tout x € R, la fonction g(x,.) est continue (par morceaux).
e [’hypotheése de domination est vérifiée :

V(1) € R xR |g(a,t)] = |F(O)] < |£(0)

avec | f| continue positive et intégrable sur R.

2. Pour tout k € N, soit P(k) : f est de classe C* sur R avec :
+o0 .
Vo e R f0)(z) = (—z)k/ themint e=1°/2 gy

—0o0
la fonction ¢ — t* i@t ¢=t*/2 gtant intégrable sur R.
P(0) est vraie d’apres la question précédente.
On suppose P(k) vraie.
. RxR—>R
Solt {(a:, t) i th et e t?/2
e h est C! par rapport & x et :

V(z,t) € R ?(:p,t) = —jthtl gmint g=t7/2
T
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e Pour tout x € R, la fonction h(z,.) est continue (par morceaux) et intégrable sur R.

h
e La fonction — est continue par rapport a ¢.

x
e Hypothése de domination
Oh
V(ﬂf,t) c R? ‘a($7t) _ ‘t’kJrl e—t2/2 < ‘t‘kJrl e—t2/2
x

2 . oL . /
avec t — |t|kJrl e~*"/2 continue positive et intégrable sur R :

2
2 x [t e t/2 —— 0
t—*+o0

Donc f(k) est de classe C! ie fest de classe CF*1 et :
+o0o .
vz e R fEHD(z) = (ﬁk) (:,3))’ (z) = (_i)kJrl/ (Rl it 122 gy

la fonction ¢ — th1e=it ¢=t*/2 &tant intégrable sur R.
Donc P(k + 1) est vraie.

Donc P(k) est vraie pour tout k € N.

Donc fest de classe C*° sur R avec :

+o00o .
Ve Nve e B fW(@) = (i) [ et e ay

3. -
Ve eR fl(z) = —i /+Ootet2/2 o—iet gy
- i({e_tme_m} i [ ;OO e t/2 gint dt) IPP facile & justifier
= —zf(x)

On en déduit .
Vz € R f(z) = f(0)e /2 = \2m e ="/2

ou encore :

Exercice 4 (Centrale 2016)

1. Justifier 'existence des intégrales et 1’égalité :

+° gint +o0 gin2 ¢
[y [y,
0 t 0 t2
+oo gin2 ¢

2. On pose g(z) = / o e "t dt.
0

Montrer que g est définie et continue sur R .

3. Montrer que g est C? sur R%.
Calcul de ¢"(z).

Il restait deux questions que le candidat n’a pas traitées. La note obtenue est 12.
T2 gint
Il s’agit naturellement de calculer / -
0
Remarque

Voici ’énoncé d’une planche compléte posée a I’X en 2022 :

Trouver f(z) = /0+OO (smt(t)>2 ot 4.

Correction
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, . oo sint " "
1. L’existence de — dt a été traitée en cours.
0

sin?t
-

On pose ¢ : t —  est prolongeable en une fonction continue sur R,. En +o0,

1
o(t) =0 () donc ¢ est intégrable sur R..

t2
Avec les justifications usuelles :
o0 gin2 ¢ sin? ¢ oo +o0 2sintcost +00 gin (2t
/ dt = |- +/ 7dt:/ () 4
0 t t B 0 t 0 t
+o0 gin x
= / ! dr =2t
0 z

+o00
2. g(z) = /0 ©(t) e " dt avec ¢ intégrable sur R

Smtf{R+xR+—+R
(2,1) = plt) et
e f est continue par rapport a x et plus précisément, pour tout ¢ € Ry, f(.,t) est
continue sur R;.
e Pour tout z € R4, la fonction f(z,.) est continue sur R;..
e L’hypothése de domination est vérifiée :
V(z,t) € Ry x Ry [f(z,8)] = p(t) e~ < o(t)
avec ( continue, positive et intégrable sur R.
Donc g est définie et continue sur R .
R% xRY — R
3. Soit h sin2t
(z,t) — 2 ©

e h est C? par rapport & « et :

—xt

h in?
W%UEijRjg(%w :-ﬁﬂteﬂf
X
9%h
@(ac,t) = sin? (t)e

e Pour tout z € R%, la fonction h(z,.) est continue et intégrable sur R* (découle des
questions précédentes).

Oh
e Pour tout x € R, la fonction ——(z,.) est continue et intégrable sur R :

Ox
on ,Oh

2
e Pour tout x € RY, la fonction W(m, .) est continue sur RY .
x

2

e L’hypothese de domination relative a — est vérifiée sur tout segment de R .
x
Soit [a;b] (0 < a < b) un segment de RY.
0h

V(z,t) € [a;b] x RY W(m,t} =sin? (t)e ! < e~
T

at

avec t — e~ continue, positive et intégrable sur R*
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donc g est C? sur R% avec :

+o0 gin2 ¢
Ve e RL ¢'(z) = —/ S P et gt
0

+oo
J"(z) = / sin? (t) e %t dt
0

N S e SN

On montre ensuite que ¢'(z) ——
T——+00

Pour cela on utilise le théoréme de la limite aux bornes :

h in?
e Pour tout t € R+*, g(x,t) _ 7t e 7t I(t)y=0
x

t T—>+00
oh
e Pour tout x € [1; +o0[, la fonction ——(x,.) est continue par morceaux sur R* .

ox

e La fonction [ est continue par morceaux sur RY .
e L’hypothése de domination est vérifiée :

9
V(x,t) € [1;400[xR% gZ(x,t) _ sin”¢
oh

8—(1, .)| continue, positive et intégrable sur R’

z
On a donc :

oh
S0

.2
sin®t _,

—xt <

; =

avec

1 1 4
* / _ = 2 _ - N
Ve e RY g'(x) = 4(ln(a: +4) 21n(x)>— 41n<1+$2>
On fait ensuite du calcul de primitive :
4 4 —8/x3
In{1+4+ — = zln(l1l+—= ) — —t
/n<+m2)dx xn(—l—x2> x1+4/x2d:c
4 dx
4
= xln<1+
On en déduit :
* T 4 T
Vo e RL g(x) = —Zln <1 + :1:2) — arctan <2) + Cte

On montre que g(x) —— 0 :
xr—>+00

R% x R% — R
On reprend h sin2 ¢
(x,t) — ltz et

e Pour tout t € RY, h(x,t) —— 0.
xr——+00

9
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e Pour tout x € R, la fonction h(z,.) est continue (par morceaux) sur R* .
e La fonction nulle est continue (par morceaux) sur R? .
e Hypothése de domination
V(z,t) € RY xR |h(z,t)] < = o(t)
avec ¢ continue, positive et intégrable sur RY .
On a donc :

4
Vo € R} g(z) = —2 In <1 + x2> — arctan (;U) + g

g étant continue sur Ry, il n’y a plus qu’a faire tendre x vers 0 pour obtenir :

/+°° Sintdt:/+°° sinztdtzz
0 t 0 2

Exercice 5 (Centrale 2016)

o0 cos (tx)
Soit f(x) = / t
1. Domaine de définition de f 7

2. f est-elle continue sur son domaine de définition ?

Correction

1. La fonction ¢t —
1 1

V142 ot

f(0) n’est donc pas défini.
Soit x € R*.

est continue sur R, mais elle n’est pas intégrable en +oo :

1
V1412

ut) = == 1+ 1)1, /() = (—;) (20)(1+%)7%2 = _(1+;)?’/2
V(t) = cos (tz), v(t) = Sinfz”)

u et v sont C! sur Ry et u(t)v(t) — 0.

t—+o00
On en déduit :
oo cos (tx) oo tsin (tx)
dt converge <—
0 0

‘/1+t2 (1+t2)3/2
tsin (¢ 1
Mais en 400, (18_1:175(2):6332 =0 <t2> donc la fonction ¢ —
R;.
Cela signifie que /
0

dt converge.

tsin (tx)

————~— est intégrable sur
(1 +12)372 5

oo tsin (tx)
(1 + 27

oo tsin (tx)
) déduit / —_—
n en déduit que | 1122

o0 cos (tx)
On en déduit que / —_—
e V14t

f(x) est donc défini.

Finalement, le domaine de définition est R*.

dt converge absolument.
dt converge.

dt converge.

2. L’intégration par parties de la question précédente fournit une autre expression de f(z) :

. 1 [T tsin(tx)

10
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RxRy —-R
Soit g (2,8) tsin (tx)
(1+ t2)3/2
e ¢ est continue par rapport a x.
e ¢ est continue par rapport a t.
e Hypothése de domination

t
V(z,t) € R xRy [g(z,t)| < EDEE o(t)

avec ¢ continue, positive et intégrable sur Ry : o(t) ~
oo tsin (tx)
1+

1
On en déduit que f est continue sur R* et f(z) = og ()
x

1
t2

Donc la fonction x — / dt est continue sur R.
0

Exercice 6 (Centrale 2015, rapport du jury)

On considere la fonction f définie par :

f(a:):/0+oo cos (t) gt

2 412

Montrer que f est définie et continue sur ]0;4o0o[ puis déterminer une équation différentielle
vérifiée par la fonction g : z — xf(x).

Correction
Pour respecter I'ordre des questions, on va d’abord montrer que f est définie et continue sur R

a l'aide du théoreme de continuité sous le signe / .

On montrera ensuite que f est de classe C' & I'aide du théoréme de dérivation sous le signe / .

Seit I RI xRy =R
oit cos (t)
(@0
e h est continue par rapport a x.
e h est continue (par morceaux) par rapport a t.
e L’hypothese de domination est vérifiée sur tout segment de R :
Soit [a;b] (0 < a < b) un segment inclus dans RY..
' |cos ()] 1
V(z,t) € [a;b] x Ry |h(z,t)| = o < poa i P(t)

avec 1 continue, positive et intégrable sur Ry (¢(t) ~ 72 en +00).

Donc f est (définie et ) continue sur R,.

e h est C! par rapport a x
Oh —2z cos (t)
V(z,t) € Ry x Ry (1) = 200
(.%' ) + +8x(x ) (.772+t2)2
e Pour tout x € Ry, h(x,.) est continue et intégrable sur Ry (cf la domination ci-dessus)

e Pour tout x € Ry, 8—(:6, .) est continue
x

11
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Oh

e L’hypothese de domination relative a —— est vérifiée sur tout segment de R .
x
Soit [a;b] (0 < a < b) un segment de R*..

Oh 2z |cos (t)] 2b
(z,) € [a; ] x Ry Ox (%) (22 +12)2 v (a? + 12)?
avec 1 continue, positive et intégrable sur R .
Donc f est C! sur R% avec :

+oo _9p
Vz >0 f'(z) :/0 mdt

On en déduit que g est de classe C! sur R et :

Ve >0g(z) = xf'(w)Jrf(w)_x/m_?detJr/omm(ﬂdt

0o (22 +12)? x? + 12
+00 cos (t)(—222 + 22 + t2) +00 cos (1) (t2 — 2?)
= / dt = / —————dt
0 (22 + 2)2 0 (22 + 2)2
Classiquement, on fait une IPP dans g(z) :
+oo T
Ve >0g(x) = /0 ap s (t)dt

x too too gt
= [M sin (t)]o — /0 m sin (t) dt IPP facile a justifier

+oo 2zt )
= /0 m Sin (t) dt

On en fait une deuxieéme pour faire de nouveau apparaitre un cos :

2xt +oo +oo 27 (2% — 3t2)
Vo > Og(lf) == |:(,2L‘2—|—t2)2(_ COS (t)) . - /O W(—COS (t)) dt
+oo 23(22 — 3t2)
= /0 W COS (t) dt

Vu les degrés qui apparaissent, on dérive g une seconde fois.
g R xRy =R , )

oit h cos (t)(t* — x?%)

(x2 +2)

h est C' par rapport &

27 (x? — 3t%) cos (t)
(22 +t2)3

V(z,t) € Ry x Ry gl;(x,t) =

h
Pour tout z € Ry, —(z,.) est continue

0x
oh
L’hypothese de domination relative a —— est vérifiée sur tout segment de R
z
Soit [a;b] (0 < @ < b) un segment de R* .

2x |22 — 3t2||cos (t
V(z,t) € [a;b] x Ry E?a:(x’t)' = | (22 +t|2|)3 0l
2z (2% + 3t2) < 6z (z? +t2) 6x
S TWEER S ey S @ on
6b
< =

12

Pour tout € Ry, h(x,.) est continue et intégrable sur Ry (cf la domination ci-dessus)
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avec 1 continue, positive et intégrable sur R .
Donc g est C? sur R% avec :

+00 27(22 — 3t2) cos (t)

dt
(a2 + 12)°

Vo >0g"(z) = /
0

L’équation différentielle cherchée est donc y” = y.

On peut aller plus loin :

On fait le changement de variable C' strictement croissant t = zu.
cos (zu)

+o00 T +00
0 €T 0 u
g est solution de ¢y’ —y = 0 donc :

(A, B) e R? tqVxr > 0 g(z) = Ae® + Be™®
On déduit de ce qui précede que f est bornée :

. o0 cos (zu) +o0 Jcos (zu)| T
vﬁiﬂl‘%m' =TT s [T s [ ~3
On peut appliquer & la forme précédente, ie g(z) = / e COS( ) du le théoreme de continuité
oo 1
sous le signe / donc g(z) — 1w du = 5

D’ou B = g et :
T
Vo >0 f(x) = 56_”".
Application du théoréme de continuité sous le signe /

Ry xR—R
Soit h cos (zu)
T,u) = ———=
(z,u) 1+ u?
e La fonction h est continue par rapport a x.
e Pour tout x € Ry, la fonction h(z,.) est continue (par morceaux).
e L’hypothese de domination est vérifiée :

V(z,u) € Ry xR |h(z,u)] <

14+ u?

avec u — ——— continue positive et intégrable sur R.
1+u

Exercice 7 (Centrale 2021)

'n(z+s
On pose f(s):/o 11(4_;)

1. Quel est le domaine de définition de f 7
f est-elle C! sur R, ?

2. Calcul d’une intégrale.

dzx.

Correction
1. Si f(s) est défini, la fonction sous I'intégrale doit étre continue par morceaux (donc défi-
nie) sur |0; 1], ce qui impose :
Vz €]0;1[z+ s> 0
Faisant tendre x vers 0, on obtient s > 0.

13
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Réciproquement, soit s > 0.

Ve e[0;1]xz+s>0

In(z + s)
142z

Donc la fonction z +— est continue sur [0;1] et f(s) est bien défini.

Reste le cas s = 01

La fonction x — n—i(_x)

In (x)

De pl —

e plus , T+
In (x)

14+
On en déduit que f(0) est bien défini.

est continue sur ]0;1].

~p In(z) et la fonction In est intégrable sur ]0;1] donc la fonction

est intégrable sur |0; 1].

Finalement, le domaine de définition de f est R,.

R+X]0; 1] —R
Soit 1
g (s,x)— In(e+5)
1+
e g est C! par rapport a s et :
dg 1
N Ry x]0;1] == = —
(5,0) €Rex]0 1] 5005 0) = Ty 9)

e Pour tout s € Ry, g(s,.) est continue et intégrable sur ]0;1].

e Pour tout s € Ry, 8—9(5, .) est continue sur ]0;1].
s

9]
e L’hypotheése de domination relative a 99 st vérifiée sur tout segment de R :

s
Soit [a;b] (0 < a < b) un segment inclus dans RY.

1 1
(s.2) € fast)x]0:1] | 22(s,2)

T Dt

avec x — — continue, positive et intégrable sur ]0; 1]
a

a

On en déduit que f est de classe C! sur R% avec :

N dz
V3>()f(s)—/0 —(ac—l—l)(a:—i—s)dx

et a ce stade, on n’a rien démontré sur la régularité de f sur R..
Néanmoins :

Vs €]0; 1[U]1; 00| f(s) = /Ol(xldmdx

+1 )+ s)
i ()
- sil {m(zii)h
- sil <m<1is>_ln(i>)

On en déduit que f'(s) — 400
0

f ne peut donc pas étre de classe C'.
A ce stade, on n’a rien conclu sur la continuité de f en 0.

14
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Exercice 8 (X 2019)

Soit f € CO([0; 1], R).
On pose :

Vi € [051[ g(a) = [

z Vi—T

1. g est-elle continue sur [0;1]?

2. g est-elle continue en 17

3. Si f est de classe C! sur [0;1], g est-elle de classe C! sur [0;1]?

Correction
Soit x € [0;1].
Jz; 1] = R
La fonction f, f(t) est continue.

Vt—z

Comme f est continue sur le segment [0; 1], elle y est bornée :
M € Ry tq Vs € [0;1] |f(s |<M

On en déduit f(t) = og+ (

fo est donc intégrable sur ]ac 1] et g(x ) est bien défini.
On fait alors le changement de variable C! strictement croissant ¢ = (1 — u)z + u et on obtient :

Ve e [0;1] g(x) =v1—x 01 u(C —\;%x +u) du

Le théoréme de continuité sous le signe / s’applique sans probléme a la fonction :

0:;1] - R

LA((1—u)z +u)
xl—>/0 Tu du

On en déduit que g est continue sur [0; 1] prolongeable en une fonction continue sur [0;1] en
posant g(1) = 0.

Enfin, le cas d'une fonction constante non nulle, montre que si f est de classe C! sur [0;1], g ne
I’est pas forcément.

2 Exercices de révision
Exercice 9 (Centrale 2016)

Soit (an)nen une suite croissante, strictement positive qui diverge vers +oc.

Montrer 1’égalité :
+a>+“3 +00 —1)"
/ﬁ ne—unmdx:: E: ( )

n=0 n

Correction

R+ — R

x> (=1)ren®

an > 0 donc f, est continue et intégrable sur R, avec :

VneNI, = /W folz)dz = (="
0

n

Pour tout n € N, soit f, {

15
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/+°°§:fn

Pour tout N € N, soit gy = Z fn-

e Pour tout N € N, la fonction gy est continue sur RY .

e La suite de fonctions (gn)nen converge simplement sur R vers :
R% —> R

oo B (~1re

Cela se Justlﬁe en utilisant le théoreme spécial sur la convergence des séries alternées.
Par contre la suite (gn(0)) yen diverge.
e S est continue sur R’ . En effet les fonctions gy le sont et il y a convergence uniforme
sur tout segment de RY :
Vo € [a;b) VN € N |gn(z) — S(x)] < e NVHT < g anN+18
Cela se justifie en utilisant le théoreme spécial sur la convergence des séries alternées.
e L’hypothése de domination est vérifiée :
VN e NVz € R% 0 < g1(x) < gn(x) < go(w)
Rappelons la démonstration du théoréme spécial sur la convergence des séries alternées :
(92N ) Nen est décroissante et (gan+1)Nen est croissante.
On en déduit :
VN € NVz € RY [gn(2)] < go(x) avec go = fo positive, continue et intégrable sur R* .
On conclut avec le théoréeme de convergence dominée.
Remarque
On peut procéder différemment.
On part toujours de :

oo IV
VN e N Z / Z fulz
On 1ntrodu1t ensulte la fonctlon S et on montre qu’elle est continue.

Avec la majoration [S(z)| < e”%7, on montre que S est intégrable sur R*.
On a alors la majoration suivante :

/ o +OO _1)n e~ InT dp — g: (_l)n

n=0 n

VN € N

+oo
TS Cpenra
0 n=N+1

+oo | 10

< / Z (—=1)"e | dx
0 n=N+1
+oo 1

< / e INHIT dgp =

—Jo AN+1

et on conclut facilement.

Exercice 10 (Mines 2013)

1 1
1. Pour tout n € N*, soit Snzl—i-i—i—---—i-——lnn.
n

Montrer que la suite (S5,) converge. On note [ sa limite.

2. I, = /On <1 - Z)n In (s)ds

16
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(a) Montrer que l'intégrale I,, converge.
(b) Montrer que la suite (I,,) converge.

(¢c) Montrer que lim I, = —I.

n—-+0o00

Correction

1. Classique, RAS.
2. (a) I, est une intégrale impropre en 0, sa convergence est facile a établir.
R%Y — R .
(b) In:/ fn avec fr, ¢ s— (1—8) In(s)sis<n
R n
s—0sis>n
s\" s
Vs € [0;n] (1 — ) = exp (nln <1 — >> <e’’
n

n
Vn e N*Vs € RY [fu(s)] < e |Ins|
Le reste est facile.

+oo

I, —— e °In(s)ds
n—+oo Jo
()

I, = / (1—8) In(s)ds s=tn
0 n

= /(Jl(l—t)”ln(nt)ndt r=1-—t
. tﬁox”hlhwl——x»n(—dx)

1 1
= / nw"ln(l—m)dx—i—n/ 2" 1n (n) dx
0 0

1 1 n+l

n nal n "t -1 n

= |— —1)In(1— 1
[n+1(x )In ( :J:)L)—l—n_i_l/o T2 dx+n+1 n(n)

n 1 1 k

= n(n)—/o kz_:m dz
=0
n n

n+17" (n41)2

D’ou, en faisant tendre n vers +oo :
+oo

7:,/ e “In(s)ds
0

Exercice 11 (Mines 2013)

oo cos ()
0= | Gt

Développer f en série entiére de a.

Correction
On fixe o € R.

17
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On vérifie d’abord que f(«) est bien défini.
., _cos (ax)
(sinh (z))%/3
cos (ax)
(sinh (x))2/3 O 22

(
1 2/3 ,—2/3x 2
W ~ 4o 2 / (§ / donc x

est continue sur R7 .

cos (ax)
(sinh (1))2/3 2—+o00

+00 / 1\n,.2n,.2n
vz e R cos(aa:)zz(l)(éz)'a

n=0
R% — R
Pour tout n € N, soit f, (—1)"x2”oz2" 1
(2n)! (sinh (z))2/3
e Pour tout n € N, f, est continue et intégrable sur R* .

e La série de fonctions E fn converge simplement sur R* et sa somme est continue.

e La série E / | fn| converge
R*
+

Il y a deux fagons de le démontrer :

— Premiére méthode

xQn

+00
Il faut estimer A W dx.

+0oo 1
Maple ne calcule pas /0 (sinh (2))273 dz

On peut montrer : Vo € Ry sinhx > z.
On en déduit :

0</1xndx</1x2ndx/1m%_2/3dx
—Jo (Sinh(x))2/3 — Jo x2/3 )

0111 en dé(%uit :
=" 1
———dz=01(—-).
/o (sinh (z))2/3 ’ (n)
1 1.211

En fait le théoreme de convergence dominée suffit a prouver que / ———dz =
o (sinh (z))%/3
o(1).

Bien siir, on sait qu’on peut se contenter de cette information si on a déja regardé

—+o00 $2n d
/1 (sinh (2))23
Ja > 0 tq Vx € [1;+o0[ sinh () > ae”

400 2n 400
/ (1:7 de < L / ¥ e 23" 4y
1 1

sinh (z))2/3 — %3
L[ o —9/3
< a2/3/0 e 237 4y
1 3 9\"
< 25 g @) (4>

On en déduit :
=0 (2)
/0 (sinh ()23 ©7 ~ (( ! (4> )

18
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On en déduit :

fwi=o(e ())=0((G)")

— Deuxiéme méthode

x2na2n

(2n)! (sinh (x))2/3

Pour tout € R%, la série de terme général |f,(x)| = converge

et :
+o0
cosh (aur)
Vz € R =
z + niz:o‘fn(x” (Sinh(w))2/3
h 22/3 ||z
En +o0, pour a # 0, (s(i(r)li (S;)/i" ~ 2626/3” (en distinguant le cas a > 0 et le cas
a <0)
cosh (ax) 22/3 elale
Pour o = 0, (sinh (2))2% ~
2 =
On en déduit que si || < 3 alors Z |fn| est intégrable sur RY .
n=0

On a alors :

p
Vp e N / n:/
p §R1|f| A

La suite des sommes partielles de la série E / | fn| est majorée et c’est une série a
*
n>0 +

p +o00
DAY IS

+ n=0 + n=0

termes réels positifs donc la série Z / | fr| converge.
R*
n>0 +

2
Donc si |a| < =, on peut appliquer le théoreme N1 et f est développable en série entiére.

Faut-il aller plus loin ?
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