ALGEBRE LINEAIRE
TD
2024-2025
Chapitre 6
Correction

941

1 Produits scalaires : révisions de premiere année

Exercice 1

Soient a,b € R et f : [a,b] — R continue telle que :
Vo € la,b] f(z) >0

Montrer que : / f. — > (b—a)?
lab] " Jlap] [
Montrer qu’il y a égalité si et seulement si f est constante.
Correction
Soit E = C%([a,b], R) muni du produit scalaire défini par (f|g) = fg.
[a,b]
1

On applique Cauchy-Schwarz a v/f et —

I a7

[a,b] \f [a, b] [a,b]
b—a I
( ) [a,b] [a,b] f
il y a égalité — aAethi—\/jf
VI

<— dAeRtqf=2A
<= f constante

Exercice 2 (X 2015)

Soit E un espace euclidien et F',G deux sev de E tels que dim F' + dim G > dim E.
Montrer qu’il existe x € E tel que ||z =1et z € FNG.

Correction
dim (FNG)=dimF +dimG —dim (F 4+ G) > dim FF+dim G — dim E > 0
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Par conséquent, il existe un vecteur y non nul dans F N G.

Le vecteur z = ﬁ répond a la question.
Yy

Exercice 3

Soient E un ev euclidien et Eq, Fy 2 sev de E.
Montrer que (E; + E2)t = Ei- N Ey et (E1 N Ey)t = Ef + Ey.

Correction

1. (El + EQ)J— = Ef‘ ﬁE%‘.

E, C Ey + E5 donc (E; + E»)* C Ef-.
By C E1 + By donc (Fy + E3)* C Ey.
D’ou (E1 + EQ)L C E% N E'2L
Réciproquement soit € Ef- N Ey-.
Soit y € B+ Es.

(y1,v2) € E1 X Ea tq y = y1 + y2
(@ly1 +y2) = (@[y1) + (x]y2) =0+ 0=0
Donc z € (Ey + F»)*

Dot : (Ey + Eo)* = Ef N Ey
Remarque

On n’a pas eu besoin de dim F < +o0.

2. By N Ey = (E{ )= N (Ey)- = (B + Ey)~
D'ou : (BN Ey)* = (Ef + B3+ = B + Ey
En dimension infinie cela peut étre faux quoiqu’on ait toujours
B + Ef C (B1n Ey)*

En effet £y N Ey C By = Ef C (Ey N Eo)*...

Exercice 4

Soient E un ev euclidien de dimension n € N* et B = (eq,...,e,) une BON de E.
n

SoitH:{:U:inei6thz1+---+mn:0}.
=1

Donner une BdN de H.

Correction
1 1
1 1 1 1
-1 9 1
Onprend Vi=| 0 |, 15 = o|:-Vs= =3, V= .
: 0
(') : : —(n—-1)
0 0

On norme alors ces vecteurs :
IVill> =k + k% = k(k + 1)
k

RN TS

Exercice 5 (Mines 201/)
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On considére R™ muni de sa structure euclidienne canonique.

Soit A € My (R).
1. Soit Y € R™.
Montrer qu'il existe un unique X € (Ker A)* et un unique X’ € (Im A)* tels que Y =
AX + X'
R™ — (Ker A)*
Y= X
On admet que G est linéaire.
Déterminer Ker G et Im G.

2. Soit G{

Correction

1. Cette question peut stirement étre traitée tres abstraitement mais je privilégie une ap-
proche élémentaire.

e Unicité
On suppose qu’il existe X1 et X5 € (Ker A)* ainsi que X/ et X5 € (Im A)* tels que
X! — X}, = A(Xy — X1) € Im(A) mais X| — X5 € (Im A)* donc X| = X5,
On en déduit A (Xy — X;) = 0ie Xo — X € Ker A. Mais Xo — X7 € (Ker A)* donc
X1 =Xs

e Existence
Il existe Y7 € Im A et X’ € (Im A)* tels que Y =Y; + X'
Il existe Yo € R™ tel que Y1 = AYs.
Il existe X € (Ker A)* et Y3 € Ker A tels que Yo = X + V3.
YI=AY; =AX doncY =Y, + X' =AX + X'.

2. e Soit Y € KerG.
Y=AX+X' =Ax0+ X' =X"€ (ImA)*
Donc Ker G C (Im A)*.
Réciproquement, soit Y € (Im A)~*.
Y =Ax0+Y avec 0 € (Ker A)* et Y € (Im A)* donc G(Y) =0ie Y € KerG.
Donc (Im A)* C Ker G.
Finalement Ker G = (Im A)~.
e ImG C (Ker A)* et

dim(ImG) = n—dim(KerG)
= n—dim ((ImA)%) = dim (Im A)
= n—dim (Ker A)
= dim ((Ker A)*)

Finalement Im G = (Ker A)*
Exercice 6 (Centrale 2006)
On se place dans R* muni de sa structure euclidienne canonique.

Soient u(1,1,1,0) et v(1,1,0,1).
Trouver la matrice dans la base canonique de la projection orthogonale sur Vect(u,v).

Correction
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Soit x = (1, x2, 73, 74) € R

p(x) = au+bv
a et b sont déterminés par la condition x — p(z) L Vect(u,v) ce qui conduit au systéme :
2b =
a(u|u) + b(u|v) = (u|x) — 3a + 2b = (ulx)
a(ulv) +b(v|v) = (v|z) 2a+3b— %)
3(ulz) — 2(v|x)
9a + 6b = 3(ulx) a = 5
= = 9
4a + 6b = 2(v|x) p - (lz) —2a
3
T1 4+ xo + 3x3 — 224
a =
5
— {b 5|z) — 2(z1 + x2 + 3x3 — 224)
B 15
11+ @2+ 3w3 — 234
A {b 3r1 + 3x25— 6x3 + 94 _T1 + x9 — 223 4+ 314
15 5
On en déduit :
3r3 —2 -2 3
R Tl + x2 + 373 LL‘4(1’1’1’0)+ZB1+£L‘2 T3 + ZL‘4(1’1’O’1)

5 5
1
= 5 (221 + 229 + T3 + T4, 221 + 222 + T3 + T4, 21 + T2 + 323 — 224,21 + T2 — 223 + 3T4)

2 2 1 1

, 112 2 1 1

La réponse est donc =111 3 9
11 -2 3

Autre méthode
On orthonormalise (u,v).

U
—_—= .

Tl ~ V3" |

On note ensuite w le projeté orthogonal de v sur la droite Ru.
(ulv) 2

SU= U
] 3

On pose €1 =

w = (e1|v)er =

v — W 1

lv—w| V15

v—w = g(l, 1,—2,3) et on pose €3 = (1,1,-2,3)
On a alors p(x) = (e1]z)e1 + (e2]x)ea.

Done p(z) = 3 (ulz)u+ (1,1 -2,3)[2)(1,1,-2,3)
1 1 1

On a donc p((l,0,0,0)) = 5(1, 1,1,0) + 1—5(1, 1,-2,3) = 5(2, 2,1,1) ce qui donne la premiére

colonne.

Il ne reste plus qu’a faire la méme chose pour les autres colonnes.

Exercice 7 (Centrale 2018)

2
Soient E = Ry[X] et, pour P,Q € E, (P,Q) = / PQ.
-2

1. Vérifier que (, ) est un produit scalaire.
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. Montrer que le sous-espace constitué des polynoémes pairs de F et le sous-espace constitué

des polynémes impairs de F sont supplémentaires orthogonaux.

3. Déterminer une base orthonormée de E.

4. Soit f: P € E v+ 2XP' +(X?—4)P". Montrer que f est un endomorphisme symétrique

de E.

Correction

1.

e < ... > est symétrique :

2
V(PQ)eE? <P,Q> — /_2P(:n)Q(x) da

= /2 Q(x)P(z) dx car le produit est commutatif dans R
- <or>
e < ... > est linéaire a droite :
V(P,Q1,Q2) € E*V(A1, X2) € R? < PAIQ1 + A2@Q2 >
-/ 22 P(x) (MQ1 () + 2Qa(x)) da

2 2
A1 / P(z)Q1(z)dz + )\2/ P(z)Q2(z) dz linéarité de l'intégrale
-2 2

= )\1<P7Q1>+>‘2<P,Q2>

e De la linéarité a droite et de la symétrie, on déduit la linéarité a gauche.

2
e VPEE <P,P>:/ (P(@)?>0) dz >0

De plus z +— P(z)? étant continue, si < P, P >= 0 alors :
Vo € [-2;2] P(x)?2 =0
P ayant une infinité de racines est le polynéme nul.

2. Soit Ep le sous-espace constitué des polyndémes pairs de F.

Soit E7 le sous-espace constitué des polynémes impairs de F.
2

V(P,Q) € Ep x Ef < P,Q >= / P(z)Q(z)dx = 0 car la fonction z — P(x)Q(z) est
-2

impaire. Donc Ep 1 F;.

Soit P € E.

Soit P (X) = PX) + P=X)

P; est un polyndéme pair de degré inférieur ou égal a celui de P donc P; € Ep.
Soit Py(X) = PX) = P(=X)

P est un polynoéme impair de degré inférieur ou égal a celui de P donc P» € F7.
De plus P = P; + P».
On a bien £ = P D Ps.

. L’idée est de travailler séparément dans le sous-espace constitué des polynémes pairs de

E et le sous-espace constitué des polynémes impairs de E .
On orthogonalise la base (1, X2, X4) de Ep.
On pose donc P, = 1.
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La norme de P; est 2.
On cherche ensuite P» = X? 4 aP;, orthogonal & P;.

2
<P2,P1> = <X2,1>+CLHP1H2:2/ xzdx—i—éla
0
16
= §+4a
4 , 4
On prend donc a = -3 et P, =X*— 3
2 4\? 2 8 16
P|? = / (2—> d :2/(4—2 )d
| P2 ., T 3 T ; T 3x + 9 T
32 64 32 1 2 1
— o2 _ 2 (242
<5 9 + 9> <5 9+9>
256 28
45 32x5
24 16v5
1Pl = ——==——
3v5H 15
On cherche ensuite Py = X* + aPy + bP; orthogonal & P; et Ps.
2
<P3,P> = <X4,1>+a<P2,P1>+bHP1H2:2/ z* dw + 4b
0
64
= — +4b
5 +
1
On prend donc b = —36.

2 4 2
<P, P> = <X4,P2>+a||P2H2+b<P2,P1 >:2/ (m6—3x4> dx—l—%a
0

8><5><9__%

1 1
O dd =45 |(-——= )| =———— = .
n prend donc a ( ) TXE <7 7

7 15
On a donc :

24 4\ 1 24 2 1
Py = X4—<X2—)—6—X4—X2+3—6

7 3 5 7 7 5
24 2 1
= X'-X?+16 (—)
74 T T
24 48
= X1 X?44—
74 T3

X* = P3 —aP, — bP; avec (P, Py, P3) famille orthogonale donc :
XA = 1Ps)? + a? (| Pal + b [Py
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et :

2
P52 = 2/0 Bdp— =0 = 2y

32 x h2 x 72

o 20x64 216
32 x52x T2 32xhH2x72
28 256
1Pl = 5555 = o
IxbxT7 105

On orthogonalise ensuite la base (X, X?3) de Ey.
On pose donc @1 = X.

2 2 2 2 2 16
Qi? = / xdxzz/xdx:f
-2 0 3

ol = =2
il = 33
Si on se souvient des formules, on peut écrire :
< Ql,Xs >
Q2= X? — — @1
Q1]

(on retranche a @2 son projeté orthogonal sur RQ)
2

2 26
< QX3 >:/ x4dx:2/ ztdz = = donc :
2 0 )
QR = X° T3y xRy
T 5247 5
Par Pythagore :
2
2 <Q1,X3 >
Qa2 = |XP —|— 25—
H H Q11
2% <@, X3 28 2123
I Y R A
_ 98 (1 _ 3) _ 2
N 7 25) Tx52
25 32
QI = 57 35

< P PR P35 Q1 Q2
|

, , , , est une base orthonormée de E.
P ([Pl (1P (1@l HQ2||>

_ 210<1_2A‘><32_1):21052><72—24><32><5—32><72
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2
YPQEE (PR = [ (20P(@)+ (6 - )P (@) Q) do

= [ -aPmeE]’, - [ - 9PHeE s

= (PIf(Q))

Exercice 8

R? —» R
Soit F' m
° (a,b)H/ (asint +bcost —t)2 dt
0

Prouver que F' possede un minimum et donner sa valeur.

Correction
On considere E = C°([0; 7], R) muni du produit scalaire classique défini par :

V(1.9) € B (flo) = | " F(t)g(t) at

Soit e; {[O’W] - R

t—=1
V(a,b) € R? F(a,b) = ||asin+bcos —ei||* = |le; — (asin+bcos)
On en déduit que F' possede un minimum atteint une fois et une seule lorsque a sin +b cos est le
projeté orthogonal de e; sur Vect(sin, cos).
Au minimum, a et b sont solutions du systeme :

2
|

{(61 — (asin+bcos)|sin) =0 {a ||sin||® 4 b(cos | sin) = (e sin)

(e1 — (asin+bcos)| cos) =0 a(sin | cos) + b ||cos||? = (e1] cos)

Quelques calculs d’intégrales sont nécessaires :

i " si ™ 1 — cos (2t) t sin (2t)]’7 7r
2 2 _ 1 —cos(2¢t) [t o
|sin]|® = /0 sin” (¢) dt /0 > dt [2 | =3
T ™ 1+ cos (2t) t  sin(2t) ] T o
2 9 _ [Tl4cos(2t) [t o
||lcos||” = /0 cos” (t)dt = /0 5 dt [2 + =3
T ™ gin (2t B 9p) 1™
(sin|cos) = / sin () cos (t) dt = / sin (2t) + = [COS()} —0
0 0 2 4 o
(e1|sin) = / tsin (t)dt = [—tcos(t)]) + [ cos(t)dt =n+ [sin(t)]y =7
0 0

™

(e1|cos) = /Owtcos (t)dt = [tsin (t)]5 — /0 sin (t) dt = [cos (t)]5 = —2

4
La résolution du systéme est triviale et donne a =2 et b = ——.
T
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Avec Pythagore, on a :

Fin = |e1]|* = ||lasin+bcos|?
s
_ / £ dt — a2 ||sin||? — b* ||cos|?
0
3
- DU
3 T

Exercice 9 (Mines 2015. L’ezaminatrice n’a pas demandé de mener les calculs jusqu’au bout.)

Rgn[X] X Rgn[X] — R
SOl 2N (p.Q) S P()Q(K)

k=—n
1. Montrer que ¢ est un produit scalaire.

2. Trouver une base orthonormée de Vect(1, X).

3. Donner deux méthodes de calcul de ( ril)inR2 | X 2 _aX — b|}2.
a,b)e

Correction
1. e ¢ est symétrique :

V(P.Q) € RonlX] x BoaX] o(P.Q) = 3. PIQR) = 3 QU)P(R) = 0(@. P)

k=—n k=—n
e ¢ est linéaire a droite :

Y(P,Q,R) € Ry, [X]? V(a,b) € R? o(P,aQ + bR)

= Y P(k)(aQ+bR)(k) = Y P(k)(aQ(k) + bR(k))

k=—n k=—n
n

Y P +BPIIRK) =0 Y PHIQEK) +5 3" P(OR(K)

= ap(P,Q) +bp(P, R)

e ¢ est linéaire a gauche : découle de la linéarité & droite et de la symétrie
e  est définie positive :

VP € Ry [X] (P, P) = Z P(k)? > 0 comme somme de réels positifs
k=—n
De plus :
o(P,P)=0 <= Vkc[-mn] P(k)?=0
< Vke[-nmn] P(k)=0

<= P =0 2n+ 1 racines pour un polynéme de degré au plus 2n

2. Il faut supposer n > 1 pour que X (puis X2 dans la question suivante) appartienne a
R, [X].

n
o(1,X) = Z k = 0 par parité.

k=—n
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(1, X) est orthogonale.
n
1PP= > 1?=2n+1

k=—n

n “ nn+1)2n+1
k=1

k=—n

La famille (ep,€1) = est une base orthonormée de

1 3
<\/2n +1’ \/n(n +1)(2n + 1)X>
Vect(1, X).
3. e Premiére méthode
Le projeté orthogonal de X2 sur Vect(1, X) est ¢(eo, X2)eo + p(e1, X2)eq.
Le minimum cherché est par Pythagore :
12]1* = [l(eo, X2)eo + pler, X2)er||* = | X2 = e0, X2)? = pler, X2)2,

HX2H2 = Zn: F'=1/15n(n+1)(2n+1) (302 +3n—1)
e n 2
oo, X2)? = 2n1+ 1 (k;n k2) —1/9 (n+ 1) (2n +1)n?
n 2
oer, X3)? = oy 1;3(2n Y (k;n k3) = 0 par parité
Jnin X2 —aX—bH2 = 1/45 2n+3)2n+1)2n—1)(n+1)n
e Deuxiéme méthode
[x7 —ax " = %2 +a? 1XIP + 82112 — 200(X?, X) — 2bp(X2, 1) + 2abp( X, 1)

2
= [|X2|" +a® || X]|* + % ||1]]* — 2a x 0 — 2bp(X2,1) + 2ab x 0

p(X?, 1))2 p(x21)2
1]l I

2
= |x +a2HXH2+(bH1!—

Le minimum cherché est donc :

2 SO(XQ? 1)2 2 1 2 2
HXQH - ||1”2 = ||X2|| - (SO <||1||’X2>> = ||X2|| - 80(607X2)2‘
On retrouve le résultat précédent.

Exercice 10 (Centrale)

Soient E un espace préhilbertien réel et (eq,...,e,) une famille de vecteurs unitaires de E telle
que :

n
Vz e B |zl = (eilz)?

i=1

Montrer que (eq,...,e,) est une BON de E.

Correction
La dimension de E est a priori inconnue (elle n’est méme pas supposée finie).

10
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n n

. 2
Vie{l;...;n} |le]|” = Z eilej)? = Z eilej)?
- =

S,
(R

n
Donc : Z(ei|ej)2 =0
i=1
i#]
Donc Vj € {1;...;n} Vie {1;...;n} \ {j} (eile;) =0
Donc (eq, ..., ey) est une famille orthogonale de vecteurs unitaires donc une famille orthonormée
donc libre.
Soit F' = Vect(ey,...,en).
On veut prouver F' = E.
Soient x € E et y la projection orthogonale de x sur F
n

y=> (eilr)e

i=1
n

Donc ||z — y||* = d(z, F)* = ||z]|* = Y _(ei]z)? (cours) =0
i=1
Doncz=yetzeF.
(e1,...,epn) est libre et génératrice donc c’est une base de E. Comme c’est aussi une famille

orthonormale c¢’est bien une BON de E.
Exercice 11 (Mines 2021)

On munit M,,(R) du produit scalaire défini par :
n n

< A, B >= Z Z ai’jb@j

i=1j=1
o1 0 ... O
0 0 1
Soit =0 0 O L0
: 1
10 ... 0
1. Montrer que (U,U?,..., U ') est une base de F' = Vect(U,U?,..., U™ 1),
11 ... 1
00 ... 0
2. Soit A =
00 ... 0
Donner le projeté orthogonal de A sur F'.
Correction
1. Soit (a1,...,an-1) € R tq a U+ -+ an_1 U1 =0.
0 aq as ... Ap—1
an-1 0 a1 ag
an—2 ap—1 0 a
arU+ - +a, U = oo e e (D)
as
as as
aq as as
Donc les a; sont tous nuls et la famille (U, ..., U,—1) est libre.

11
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Comme elle est génératrice de F' c¢’est une base de F.

Remarque
Un examinateur peut demander des précisions sur la formule (T) et on doit alors justifier
avec précision le calcul des puissances de U.
Pour contourner la difficulté, on peut remarquer que si (eq,...,e,) est la base canonique
de R" alors Ue; = e, et pour tout ¢ compris entre 2 et n, Ue; = e;_1.
Une récurrence élémentaire donne alors :
Vi € ﬂl;n — 1]] Uiel = en+ti—i
n—1
On se donne alors aq,...,a,-1 n — 1 nombres réels tels que Z a;U" = 0.
i=1
n—1

En particulier Z a;Uley = Z aient1—i =0
=1
Les indices n + 1 — 7 étant deux a deux distincts, les a; sont tous nuls.

2. La famille (U,...,U,_1) est orthogonale et ses éléments sont tous de norme /n.

Par conséquent, si on note B le projeté orthogonal de A sur F', on a :
o 1 ... 1
1 0 1...

B Z<UZA> Z U’—

Exercice 12 (Mines 2022)

On munit £ = M,,(R) du produit scalaire défini par ¢(M) = tr (MTN).
Soit G = {al,,a € R}.
1. Trouver 'orthogonal de G pour .

2. Soit A € M,,(R).
Donner une expression de ses projetés orthogonaux sur G et sur G-.

3. Montrer que S,,(R) (le sev de E formé par les matrices symétriques) et A, (R) (le sev de
E formé par les matrices antisymétriques) sont supplémentaires.

4. Montrer que S,,(R) et A, (R) sont orthogonaux pour .
5. Soit A € My(R).

a) Déterminer inf a; i —m;i)?
(@) MeS,(R) 1§§§n( bJ ij)
(b) Déterminer  inf (aij — m-7~)2 )
MEAL(R) 1§§Sn 2%} 1,]
Correction

1. G+ = I} est 'ensemble des matrices de trace nulle.

I,
2. <\/ﬁ> est une BON de G.

Le projeté orthogonal de A sur G est donc ¢ < )

NG
tr(4),

n

Le projeté orthogonal de A sur G+ est A —

12
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3. Plusieurs solutions sont possibles, cf le cours de Sup.
Soit A € §,(R) N A, (R).
A€ S,(R) donc AT = A.
A€ A,(R) done AT = —A.
Donc A=—-Aet A=0.
Donc S, (R) N A, (R) = {0} et la somme S,,(R) + A, (R) est directe.

dim (Sp(R) + An(R)) = dim (Sp(R) © An(R))

(
(S

= dim (S,(R)) + dim (A, (R))
_ nnt+l) nr-1)

= 5 + 5 =n?
= dim (M, (R))

Dot : S,(R) & A, (R) = M, (R).
4. Soit A € §,(R) et B € A,(R).

©(A,B) =tr (ATB) = tr (AB) = —tr (ABT) = —tr (BTA) = —p(B, A) = —

Donc ¢(A, B) = 0.

A+ AT A AT A+ AT A— AT
5. A= +2 + 5 avec +2 € Sp(R) et 5 € A, (R)
D’apres la question précédente :
A+ AT

5 est le projeté orthogonal de A sur S, (R)
A— AT

5 est le projeté orthogonal de A sur A, (R)
D’apres le cours de Sup sur les projections orthogonales :
A—AT A AT> 1

- ) - -
Melfslf(m( > (aig ml’”) 90( 2 ' 2

1<ij<n

A+ AT A4+ AT i
L —mi)? | = — 2
MeArn (R) 2 (aij—mij) ) (p< 2 ' 2 ) > aii +

1<i,j<n

a;4)?
Exercice 13 (Mines 2021)

Soient E un espace préhilbertien réel et a,b € E'\ {0}.
E\{0} =R
Soit (z|b
oit ) (ala).(alt)

el
Déterminer inf ¢ et sup ¢.

Correction

Si a ou b est nul alors :

Ve e E\{0} o(z) =0

info=supp =0

Dans la suite, on suppose a et b non nuls.

On commence par examiner le cas ou a et b sont colinéaires.

IN € R* tq b = Aa.
VxEE\{O}go(a;)zA(

a|xT 2
(HL!)>

13
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D’apres Cauchy-Schwarz :

Si E est de dimension 1, alors ¢ est constante égale a A ||al|* = (a|b). inf ¢ = sup ¢ = (alb).

Si E est de dimension strictement supérieure a 1, ¢(x) est compris entre 0 atteint pour x ortho-
gonal & a et A||a||? = (alb) atteint pour x colinéaire & a.

Ces valeurs fournissent la borne inférieure et la borne supérieure de ¢ mais il faut tenir compte
du signe de A (ie a et b sont-ils colinéaires et de méme sens ou de sens opposés ?)

Vz € E\ {0} ¢(z) = HC‘TH@H (x, M) (m’ HZH)
b

a
—etd=——
el 1]

¢ et d sont deux vecteurs unitaires.

On pose ¢ =

On commence par regarder ce qui se passe dans le plan Vect(a,b).
On peut le munir d'une BON et Iidentifier au plan complexe.
Comment choisir cette BON ?
Pour préserver la symétrie des roles de a et de b, on la choisit pour que c et d aient des affixes
d’arguments opposés ie que son premier axe est dirigé par ¢ + d. -

On a alors ¢ d’affixe 2z, = e et d d’affixe zg = €/® avec 0 < ¢ < 5

Si z, = re' est laffixe de z alors :

(clz) =

=

e(2:7) = %(zcz + Zeze) = % (2e +2e77)
i(0+9) 4 o=i(6+9) ) = rcos (0 + ¢)

e(2i) = 3 (2% + Tm) = 3 (2a 7% 4 )

(ei(9—¢>) + e—i(9—¢)) = rcos (6 — §)

2cos (0 + ¢) cos (6 — ¢)

(cos (20) + cos (2¢))

r
2

—
&
8
~
Il
3
N |

B

w\iaw\ia

(cos (20) + (c|d))

On en déduit : . )
Va € Vect(a,b) \ {0} ¢(z) = 5 |lall [|bl] cos (26) + 5 (alb)

puis :
1 b
Vz € Vect(a,b) \ {0} p(x) < M = 5 (lla]| [|6]] + (alb)) avec égalité pour z = c+ d = m + Tl
(cas 6 =0)
1
Vz € Vect(a,b) \ {0} o(z) > m = 5(— llal ||b]] + (a|b)) avec égalité pour x = —c +d =
b T
— 4+ — (cas 0 = )
IIaH Il 2

A cause de Cauchy-Schwarz, m <0< M
Soit  un vecteur non nul de F.

Si z est orthogonal au plan Vect(a, b) alors ¢(x) = 0 est compris entre m et M.
Sinon, x = y + z avec y dans le plan et z orthogonal au plan.

14
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o(z) = (aly)(ly) Iyl

= 2 2= 2
_ lyll” + =1 lyll™ + =l » _ _
Finalement, inf ¢ = m et c¢’est en fait un minimum et sup = M et c’est en fait un maximum.

On pourra observer qu’on obtient les mémes valeurs lorsque a et b sont colinéaires.

5©(y) est compris entre m et M.

2 Endomorphismes d’un espace euclidien

2.1 Isométries vectorielles et matrices orthogonales

Exercice 14 (Mines 2021)

Trouver la matrice dans la base canonique de R" de la symétrie orthogonale par rapport a
I’hyperplan d’équation z1 —xo +x3 — x4+ -+ — Tp_o + Tp_1 — Tn.
Remarques
e Un hyperplan d’un espace vectoriel de dimension n est un sous-espace vectoriel de di-
mension n — 1.
e Il semblerait que n soit supposé pair, mais cela a peu d’incidence sur la résolution de
I’exercice.
Correction
De nombreuses méthodes sont possibles :
e L’hyperplan proposé est l'orthogonal du vecteur v = (1,—-1,1,—1,...,1,—1).
La symétrie évoquée dans I’énoncé est s = 2p — idg ou p est le projecteur orthogonal sur
I’hyperplan proposé.
p est donc défini par : (ole)
n B v v v|x
Ve € R" p(x) =z <||UH x) B x HUHQU
On en déduit pour chaque vecteur e; de la base canonique :

(—1)! (—1)

ple;) =e————v=e¢; + e
La matrice de p dans la base canonique est donc :
-1 1 -1 1 ... n—1 1 -1 1
1 -1 1 -1 ... 1 n—1 1 -1
1/-1 1 -1 1 ... 1| -1 1 n—1 1
P=I+_-11 -1 1 -1 =~ 1 -1 1 n-1
1 -1 1 -1 1 -1 1 -1
n—2 2 -2 2
2 n—2 2 -2
' ) 11 —2 2 n—2 2
La matrice demandée est S = 2P — I, = -~ 9 _9 9 n—?2
2 -2 2 -2

e Deuxieme méthode
Soit z = (z1,...,2,) € R™
s(x) est caractérisé par x + s(z) € H et s(z) —x L H.
On en déduit :
INeRtqs(z) =z+A(1,-1,1,...,1).
Donc z + s(x) = (2x1 + A\, 2x2 — A, ... ).

15
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x+ s(z) € H donc :

2$1+)\—21}2+)\2:0
On en déduit A = —(x; —xp+...) et :
n
2 2 2 2 2 3
s(zy=((1—-=)x1+—-20——23...,—— 21+ (1 —— oo+ —x3...,...
n n n n n n
n—2 2 —2 2
2 n—2 2 —2
On en déduit 1 herch oz 2
¢ duit tri fo L
n en déduit la matrice cherchée : — 9 _9 9 n—29
2 —2 2 —2

Exercice 15 (Mines 2019)

Soit E/ un espace euclidien et a un vecteur unitaire fixé de E.
E—FE

Pour tout « € R, soit f,
r = v+ alalr)a

1. Montrer que {f,,« € R} est stable par produit de composition.
Montrer que pour tout (a, 8) € R?, f, et fz commutent.

2. Montrer :
fa € GL(E) <= a # —1.
Quel est le rang de f_17
3. Montrer :
fa €O(E) <= a=0o0u -2
4. Quels sont les sous-espaces propres de f,, ?
Correction

1. 1l est clair que f, est un endomorphisme de F.
Un calcul simple donne fgo fo = fat+as
On en déduit facilement que f, et fz commutent.

2. Soit o € R.

faofa=1dp < fatprap =idp = a+ pBla+1)=0

On en déduit que si a # —1 alors f, est inversible, d’inverse f_,/(a41)-

Par contre si & = —1 alors f_j(a) =0 et f_1 n’est pas inversible.

Par double inclusion, on montre que le noyau de f_; est la droite Ra.

Le rang de f_1 est donc n — 1.

On peut d’ailleurs remarquer que f_; est la projection orthogonale sur a'.
3. fala) =1+ a)a

D’ou la condition nécessaire 1 +a =1 ou —1 et « =0 ou —2.

«a = 0 est clairement suffisante.

Si a = —2, classiquement f_s est la symétrie orthogonale par rapport & a'.
4. Siz L aalors fo(x) = .

fala) = (1+a)a

Dans le cas a = 0, f, = idg et ses éléments propres sont clairs.

Sinon, les sous-espaces propres sont Ra et a’ (il n’y a pas la place d'ne mettre d’autres,

on peut aussi écrie la matrice de f, dans une BON adaptée & F = a* DRa).

16
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Exercice 16

Soit E un plan vectoriel euclidien orienté.
1. Montrer que toute rotation de E peut s’écrire comme la composée de deux réflexions.
2. Est-ce que toute réflexion de F peut s’écrire comme la composée de deux rotations ?
Correction

1. Soit r une rotation de E.
Soit s une réflexion de E.
Soit 0 =r o s.
o est la composée de deux automorphismes orthogonaux donc ¢ est un automorphisme
orthogonal.
De plus det (o) = det (r)det (s) =1 x (—=1) = —1 donc o est une réflexion.
Donc r = 0 o s est la composée de deux réflexions.

2. Non : la composée de deux rotations est une rotation.
Exercice 17 (Mines 2016)

Soit u un automorphisme orthogonal de I’espace euclidien E.
Soit A une valeur propre de wu.
Montrer que dim (E)(u)) = mult(X).

Correction

A==l

On montre ensuite que Ey(u)® est stable par u :
Soit y € Ey(u)t.

Vo € Ex(u) (zlu(y)) = +(Azfu(y)) = £(u(x)lu(y)) = +(z|y)
=0

On note v 'endomorphisme de F)(u) induit par u. A ne peut pas étre valeur propre de v : on
aurait un vecteur propre de u donc un vecteur non nul dans l'intersection de E)(u) et de son
orthogonal.

En considérant une base adaptée & E = F)(u) QEx(u)*, on a x, = (X — M) (Ex®)y - avec

Xo(A) # 0.
D’ou le résultat.

Exercice 18 (X 2009, Mines 2015)

Calculer sup Z aij)'
A€O(n) ((i,j)E[Ln”Q

Correction
On note Can = (e, ..., en).
C’est une BON de R (euclidien canonique).

17
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Soit u I’endomorphisme de R™ canoniquement associé a A.

Sy = 03 (eilule)

(@.5)€ll1nl]? i=1j=1

>, aj >, aij

(i,5)€ll1nl]? (i.3)€(l1n[]?

IN

(5 (50)

n n

< Zei X [|lu (Z ej) |
i=1 j=1
noo12

< Zei car u € O(R")
i=1

< n avec égalité pour A = I,
La réponse est n.
Exercice 19 (Centrale 2018)

Soient A et B € M, (R).
On veut montrer :

ATA=BTB<«=3W €On)tq B=UA

1. (a) On suppose B inversible.
Montrer le résultat.

(b) Application

Résoudre 1'équation XX = (2 1) d’inconnue X € My (R).

1 2

2. On suppose que ATA = BT B et que B n’est pas inversible.
(a) Montrer que Ker (A) = Ker (B).
(b) La suite de ’exercice ne m’étant pas parvenue, voici une possibilité :
Montrer que rg(A) = rg(B). On note  ce nombre.
(c) Montrer que les valeurs propres de AT A = BT B sont positives.
Onlesnote \y > --- > A\ > App1 =+ =\, =0.

(d) Montrer qu’il existe (€1, ...,€,) une BON de R™ telle que :
Vi € [1;n] AT Ae; = e

1
(e) On pose pour i € [1;7] ¢; = WAQ.

Montrer que (e, ..., e,) est wne BON de Im (A).

18
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()
(2)

Montrer qu'il existe U € O(n) tq B =UA.

Conclure.

Correction

1. (a)

(b)

e On suppose ATA = BTB.
En prenant le déterminant, on a det (4)% = det (B)? donc A est inversible.
On peut doncqposer U=DBA"
UTU = (A"Y) BTBA™ = (A )" ATAAL = (44 Y =1,
Ue€O(n)et B=UA.
e On suppose : 3U € O(n) tq B=UA
BTB =ATUTUA = ATI,LA=ATA
On cherche d’abord une solution.
On cherche deux vecteurs e et es de norme 2 et de produit scalaire 1.

On prend e; = (ﬂ .

0
1
N v
On cherche ey de la forme | /2 |. = —= convient.
- V2
-
: _ V2 V2 :
La matrice Xy = V3 est solution.
0o X2
7

cos (0) —sin(0) cos(0) sin(0)
Les autres sont (sin 0)  cos (0) ) Xg et <sin 0) - cos (9)> Xy pour 6 € R.

On montre que Ker (A) = Ker (AT A) par double inclusion.

Soit X € Ker (A).

ATAX = AT0 = 0 donc X € Ker (AT A).

Donc Ker (A) C Ker (AT A).

Soit X € Ker (AT A).

JAX||? = (AX)T(AX) = XTATAX =0 donc AX =0 et X € Ker (A).
Donc Ker (AT A) C Ker (A).

On a donc Ker (4) = Ker (AT A) = Ker (BT B) = Ker (B).
Par application de la formule du rang :
rg(A) =n — dim (Ker (A)) = n — dim (Ker (B)) = rg(B)
AT A étant symétrique réelle, elle a n valeurs propres réelles comptées avec leurs
multiplicités : A\ > --- > A,.
Soit X un vecteur propre de AT A associé & la valeur propre \,.
AX|?
JAX]? = XTATAX = M, XTX = )\, | X||* donc A, = ””X”L' > 0.
Comme A, est la plus petite valeur propre, les autres aussi sont positives.
B n’est pas inversible donc BT B non plus et 0 est valeur propre de AT A = BT B.
De plus AT A étant symétrique, la multiplicité de 0 est égale & la dimension du sous-
espace propre associé qui est le noyau. Par la formule du rang 0 est donc de multiplicité
n—r.
Les valeurs propres étant positives, 0 est la plus petite.
Onadonc bien Ay > - > . > Ay =---=X, =0.
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(d) 1 suffit d’appliquer le théoréme spectral.
(¢)
1 1

(eilej) = oY (Aei| Aej) = W(Ei\ATAGj)
1 Aj
= e Elhe) = 5105 = 0iy
Xavi i
Donc (e1, ..., e,) est une famille ON de r vecteurs de Im (A) qui est de dimension r.

C’en est donc une base orthonormée.

(f) On complete (eq,...,e;) en (e1,...,e,) BON de R™.
De méme, il existe (f1,..., frn) BON de R™ telle que :
1

(e1,...,en) et (fi,..., fn) sont des BON de R™ donc il existe u automorphisme or-
thogonal de R™ tel que :

Vi € [1;n] u(e;) = fi

Si on note U la matrice dans la base canonique de R™ de u, on a :

Vi € [[1;71]] Ue;, = f;

On en déduit :

Vi € [1;7] UAe; = Be;

Par ailleurs, pour ¢ > r, Ae; = Be; = 0.

Donc :
Vi € [1;n] UAe; = Be;
et UA = B.

(g) On suppose : 3U € O(n) tq B=UA
BTB = ATUTUA = AT, A= ATA

Exercice 20 (Mines 2023)

Soit A € M, (R) une matrice trigonalisable.

1. Montrer qu’il existe une matrice orthogonale €2 et une matrice triangulaire supérieure B
telles que A = QBQT.

2. On suppose que AAT = AT A. Montrer que A est diagonalisable.
3. La réciproque de la question précédente est-elle vraie?
Correction

1. Soit u ’endomorphisme canoniquement associé a A : si on note B = (ey,...,e,) la base
canonique de R” alors u est I'unique endomorphisme de R” dont la matrice dans la base
(e1,...,6en) est A.

Par hypothese, il existe une base C = (f1,..., fn) de R™ telle que la matrice de u dans
cette base soit une matrice triangulaire supérieure notée T :

n J
Vi € [[1; n]] u(f]) = Zti,jfi = Zti,jfi S Vect(fl, Ceey fj)
i=1 i=1
Soit (g1, .., gn) Porthonormalisée de Gram-Schmidt de C. Il s’agit d’une base orthonor-
mée de R" donc si on note €2 la matrice de passage de la base canonique vers cette base,

2 est une matrice orthogonale.
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Soit j € [1;n].
gj € Vect(f1,..., f;) doncu(g;j) € Vect(u(f1),...,u(f;)) C Vect(fi,...,[f;) = Vect(gi,...,g5)
donc, si on note B la matrice de u dans la base (g1, ...,gn), B eset une matrice triangu-
laire supérieure.
Enfin les formules de changement de base donnent A = QBQT.
2. AAT = QBOTOBTQT = OBBTOT
ATA =aBTOTOBOT = QBT BOT
Q et QT étant inversibles, on déduit de AAT = AT A, BBT = BT B.

(BTB)11 = > bpabey = bi,
k=1

n n
(BB )11 = bighip=bi1+ Y biy
k=1 k=2
On en déduit :

Vk e [2;n] b1 =0

(B"B)ag = brobro =bi o+ b3y = b3,
=1

n n
(BBT)22 = boybor =bso+ > b3,
k=1 k=3
On en déduit :

Vk € [3;n] by, =0

Et on recommence.

On montre ainsi que B est diagonale.

A, qui est semblable & B, est donc diagonalisable.

3. Supposons A diagonalisable.
A est donc trigonalisable.
La question est donc : A commute-elle avec sa transposée 7
01
01
différents (pour qu’elle soit diagonalisable) mais pas diagonale (auquel cas elle commute

On prend A =

ie une matrice triangulaire avec deux coefficients diagonaux

avec sa transposée).

AAT = G 1) et ATA= <8 ?) : la réciproque est fausse.

2.2 Endomorphismes et matrices symétriques

Exercice 21 (CCP 2022)

Soit M € M, (R) telle que M™ = 0.

1. On suppose que M1 = M.
Montrer que M = 0.

2. On suppose que M commute avec M7,
Montrer que M = 0.

3.7
Correction

1. M est symétrique réelle donc diagonalisable en BON et :
3P € O(n) tq PPMP = D = Diag(\1, ..., \n).
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Diag(A},...,\) = D" = (P’lMP)n =P lM"P =0
Donc :
Vie[Lin] A\l =0
Donc :
Vi € [1;n] A; = 0.
Dot M = PDP ' =P 1 x0x P=0.
2. M et ML commutent donc (MMT)n = M" (MT)
Mais M M7 est symétrique donc MM7T = 0.
n n

n

=0

En prenant la trace, on a : Z Z mfj =0.

i=1j=1
Les coefficients de M étant réels, on en déduit qu’ils sont tous nuls.
La matrice M est donc nulle.

Exercice 22 (Mines 2019)

Soit E un espace euclidien.
Un endomorphisme f de E est dit antisymétrique si, et seulement si :

V(z,y) € B2 (f(2)ly) = —(2]f(y))
1. Montrer que {f € £(FE) antisymétrique} est un sous-espace vectoriel de L(F).
2. Que dire de la matrice de f dans une base orthonormée de F 7
3. Déterminer la dimension de {f € L£(F) antisymétrique}.
Correction
1. e {f € L(F) antisymétrique} C L(E)
e [’endomorphisme nul est antisymétrique.

e Soient f et g deux endomorphismes symétriques de E.
Soient A et p deux réels.

V(z,y) € B> (M +pug)(@)ly) = (Af(@)+pg(@)ly) = A(f(@)]y) + pnlg(z)y)
—A|g(y)) — u(zlg(y)) = — (2[Af(y) + pg(y))
— (@|(\f + 1g)(y))

Donc Af + pg est antisymétrique.

2. Soit B une base orthonormée de F.
Soit f un endomorphisme de F et M sa matrice dans la base B.
Soit x un vecteur de E et X la matrice colonne de ses coordonnées dans la base B.
Soit y un vecteur de F et Y la matrice colonne de ses coordonnées dans la base B.
(f(@)ly) = (MX)TY = XTMTY et (2z|f(y)) = X" (MY) = X" MY
On en déduit :
f antisymétrique <= V(X,Y) € M, 1(R)> XTMTY = - XTMY
D’ou la CNS : la matrice de f dans la base B est antisymétrique
3. D’apres la question précédente, la dimension che(zrchée)est celle de I'espace des matrices
n(n—1

antisymétriques a n lignes et n colonnes soit : >

En effet An(R) a pour base (Ei; — Eji)i<;icy-

Exercice 23 (Mines 2016)
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Soit E un espace euclidien de dimension finie et © € S(F) un endomorphisme symétrique.
Montrer que C = {v € L(F) tq vou = uowv} est un sous-espace vectoriel de L(E) de dimension

Z (dim E) (u))?.

AESP(u)

Correction
u est symétrique donc diagonalisable ce qui nous ramene au chapitre 5 du cours.

Exercice 24 (Mines 2019)

11 ... 1

1 0 ... 0
Réduire A = )

10 0
Correction

A est symétrique réelle donc diagonalisable.

Le cas particulier n = 2 se traite de maniére standard a la main. On supposera donc n > 3.

A est de rang 2 donc 0 est valeur propre de A. La dimension du sous-espace propre, qui est aussi
ici la multiplicité vaut n — 2.

Ker(A) ={(z1,...,zp) e R" tqz1 =21 + - - - + 2z, = 0}.

Si on note (e, ..., ep) la base canonique de R", Ker (A) = Vect(er,e1 + ..., e,
Aer=e1+...,e,
Aler+--+ep)=ne;+es+---+e,=n—1eg+e1+...,e,

Dans une base bien choisie, la matrice de ’endomorphisme canoniquement associé a A est

B 0 0 n—1
(O 0) avecB-(1 1 )
On en déduit x4 = X" 2(X?2 - X — (n—1)).

Les valeurs propres de A sont donc :
e (0 de multiplicité n — 2.

1++v4n—3 .
° fsmlple
1—+v4n -3

————— simple
° 5 imp

).

Le sous-espace propre de A associé a la valeur propre

1+ V4n —3 &
+72 Zzzlez.

est la droite dirigée par

14++/4n —3
2
(n—1)ey
1—+v4n —3

Le sous-espace propre de A associé a la valeur propre — 5 est la droite dirigée par

1—4dn —3 &
(n—1)e; + fzei'
i=1

Faut-il donner une base orthonormée de vecteurs propres ?
Exercice 25 (Mines 2016)
Soit A € S,(R) telle que A? = A.

1. Montrer : 0 < iiam <n

i=1j=1
Préciser les cas d’égalité.

23



TD algebre linéaire 2024-2025 Chapitre 6, correction

2. Montrer : ZZ la; ;| < ny/rg(A)

i=1j=1
Correction
1. Onnote (eq, ..., ey,) la base canonique de R™ et u ’endomorphisme canoniquement associé
a A.
A? = A donc u est un projecteur.
(e1,...,en) est orthonormée et A symétrique donc u est un endomorphisme symétrique.
u est donc un projecteur orthogonal.

zn:Zam = ZZ eilu(e;)) (Z eilu (Z ej))

i=1j=1 i=1j=1 =1

n
On note z le vecteur Z e;.

i=1

n n
ZZGJ = (z|u(z))
i=1j=1
=z —u(x)+ u(z)
Comme U est un projecteur orthogonal, x — u(z) L u(z) et (z|u(z)) = [lu(z)|?.
Donc : ZZa”—Hu W2 >0

i=1j=1

ZZaW-:O <~ U(CC):O

i=1j=1

< Vie[l;n] Zam =0
j=1

Avec Pythagore : lz]* = HUC —u(@)|* + |Ju(z)||* donc [lu(z)|* < ||* =
Donc : ZZ&M u(z)|* <n
i=17=1

n

n
YD aij=n = |u@)]=n
i=1j

=1
= Ju@)]* = |«||”
= u(z) =z car |al* — Ju(@)|* = [|lz - u(2)]

n
— Vi€ [[1,71]] Zam =1
j=1

2. Soit B = (|am~|) S Mn(R)
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Soit J, = (1) € My (R).

YD lai

i=1j=1

Exercice 26 (Mines 2015)

= (Jn|B) =|(Jn|B)| car la somme est positive
n n 9 n n

< N IllIBI =0y D2 D laigl” =n a;,;
i=1j=1 i=1j=1

< my\/tr (ATA) = nyftr (42) car A € S,(R)

< my/tr(A) car A2=A

< ny/r(A) c’est une propriété de projecteurs

Soit E¥ un espace euclidien de dimension n > 3 et a et b deux vecteurs unitaires linéairement

indépendants de E.

Pour x dans F, on pose u(z) =

(alz)b+ (b|x)a.

1. Montrer que u est un endomorphisme symétrique de FE.

2. Trouver les valeurs propres et les sous-espaces propres de u

Correction

1. u est un endomorphisme de F : trivial.

Un calcul simple donne

V(z,y) € B (u(@)ly) = (alz)(bly) + (blz)(aly)

u est symétrique.

(zlu(y)) = (aly)(blz) + (alz)(b]z)

2. D’apres le théoreme spectral, u est diagonalisable.

(a,b) est libre donc :

u(z) =0 <= (alz) = (blx) =0

ker(u) = Vect(a,b)* est

de dimension n — 2 > 0.

0 est valeur propre de multiplicité n — 2 de u.
Il manque deux valeurs propres de u. Les vecteurs propres associés sont dans (ker(u))— =

Vect(a,b).

La matrice dans (a, b) de 'endomorphisme de Vect(a, b) induit par u est (

2
lall

et on utilise la méthode habituelle.
On peut aussi rechercher les couples propres par la méthode habituelle.
Pour respecter la symétrie des réles de a et de b, on peut aussi calculer :

ula+b) =

u(la—b) =

(ala+b)b+ (bla+b)a= (1+ (a]d)) b+ (1 + (alb)) a
(1+ (ald)) (a+0b)

(ala —b)b+ (bla —b)a = (1 — (alb)) b+ (—1+ (alb)) a
(=1+ (a[b)) (a = b)

1+ (alb) # —1+ (a|b), a+bet a—b+#0 car (a,b) est libre.

1+ (a|b) et =1 + (a|b) sont non nuls : (a,b) libre + Cauchy-Schwarz.
1+ (alb) et —1 4+ (a|b) sont donc des valeurs propres simples et les sous-espaces propres
associés sont R(a + b) et R(a — b).
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Exercice 27 (Mines 2005)

Soit E un espace euclidien.
1. Qu’appelle-t-on endomorphisme symétrique de £ 7
2. Propriétés des endomorphismes symétriques ?
3. Soit f un endomorphisme symétrique de E. Existe-t-il g symétrique tel que ¢° = f? g
est-il unique ?
Correction
1. Se reporter au cours.
2. Se reporter au cours.

3. Nlexiste B = (eq,...,ey,) une base orthonormée de E telle que Matp(f) = Diag(A1, ..., An).
Vi€ [1;n] 3w € R tq pf = \;
Soit g € L(E) tq Matp(g) = Diag(pu1, .- ., fin)-
g est symétrique et g° = f.

Unicité

Soient A1,...; A, les valeurs propres de f comptées sans leurs multiplicités de sorte que
E=E\(f)©...QEx,(f).

Soient g et h symétriques tels que g° = h® = f.

gf = fg=¢% et hf = fh = f5 donc les sous-espaces propres de f sont stables par g et
h.

Pour tout ¢ € [1;p], soit g; (resp h;) 'endomorphisme de Ej,(f) induit par g (resp par
h).

Vie [1;p] g2 =h3 = )\iIdE)\i(f)

V(z,y) € Ex,(f)? (9:(2)ly) = (9(2)ly)
l9(
|

Donc g; est symétrique.

De méme h; est symétrique.

Donc il existe B; une base orthonormée de E), (f) telle que Matg,(g;) = Diag(p1, - - -, fuk)-
g;r’ = /\iIdE/\Z. () donc :

Vi€ [LA] 1 =N

Donc :

Vj € [Lk] py = VN

Donc g; = \5/>‘>iIdE>\i(f)

Idem pour h;.

Donc :

Vi e [1;p] gi = hs.

Comme E = Ex, (f)D...DEy,(f), on en déduit g = h.

Exercice 28 (Mines 2013)

Soient A et B € S, (R).
On suppose que Sp(A) C [a;b] et que Sp(B) C [d/;V'].
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Montrer que Sp(A + B) C [a+d/;b+V'].

Correction

On démontre comme en cours :

VX e R"a|| X|? < XTAX <b||X|J?

et

VX eR"d || X|* < XTBX <V | X|?

En sommant ces inégalités, on a

VX eR” (a+d) || X|? < XT(A+B)X < (b+0)|X]|?
On prend alors A une valeur propre de A+ B (elles sont toutes réelles car A+ B est symétrique
réelle) et X un vecteur propre associé.

(a+a) | X[* < MX[P < b+ 1X]°

puisa+ad < AX<b+1V

Exercice 29 (Centrale 2014)

Soient E un espace euclidien et a, b, ¢ trois éléments de E.
(ala) (bla) (cla)
Soit M = | (alb) (b]b) (c|b)
(ale) (blc) (clc)
1. Montrer que M est diagonalisable.
2. Montrer que Sp(M) C Ry.
Correction
1. A cause de la symétrie du produit scalaire, M est une matrice symétrique réelle.
x1
2. Soit X = X9
T3
Classiquement X7 M X = ||z a + z2b + 23 ¢||* > 0.
M est une matrice symétrique positive donc son spectre est inclus dans R .

Exercice 30 (Centrale maths 2 2019)

On considere S3(R) I'ensemble des matrices symétriques réelles de taille 3.
a1 a2 a13

Soit A = |az1 az2 az3| € S3(R). On définit la matrice A = (Z;’i Z;i), et on note
az1 a2 033 ’ ’

A1 < A2 < A3 (resp. p1 < pg) les valeurs propres de A (resp. A) rangées par ordre croissant.

1. Ecrire une fonction symetrique() qui ne prend aucun argument et qui renvoie une ma-
trice aléatoire de S3(IR) dont les coefficients sont compris entre 0 et 1.

2. Pour une liste python L, la commande L=sorted (L) renvoie la liste rangée par ordre crois-
sant. Afficher [A1, A2, 3] et [p1, o] sur une dizaine d’exemples. Que peut on conjecturer
quant a la position de 1 et po par rapport a Aj, Ao et Az ?

Réponse
On conjecture :
AL < pp < Ao < o < Az

3. On suppose pour cette question que A est inversible et on note Cy, Cy, C3 ses colonnes.
On note B la matrice A1,
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a. Calculer by 3C7 4 b2 3C2 + b3 3C5.

A

b. Exprimer det(A) sous la forme d’un déterminant de taille 3 dont les deux premieres
colonnes sont les colonnes de A. En déduire une expression simple de b3 3.

A0 0
4. Montrer qu'’il existe U € O3(R) telleque A=U"11 0 X 0 |U.
0 0 A3

5. On note x4 et x 4 les polynomes caractéristiques de A et de A. En exprimant le coefficient
en bas & droite de (tI3— A)~! de deux maniéres différentes, montrer qu’il existe c1, 2, c3 €
R tels que pour tout t € R\ {A1, Aa, A3} :

X4(t) c1 2 c3

XA(t)_t—A1+t—A2+t—)\3

6. Démontrer la conjecture émise a la question 2.
Correction

1. def symetrique():
A=np.zeros((3,3))
for i in range(3):
Ali,il=rd.random()
for i in range(2):
for j in range(i+1,3):
coeff=rd.random()
Ali,jl=coeff
Alj,il=coeff
return A
2. def chapeau(A):
return A[:2,:2]

A=symetrique()
L=alg.eigvals(A)
L=sorted(L)

print (L)
Achapeau=chapeau(A)
M=alg.eigvals(Achapeau)
M=sorted (M)

print (M)

3. (a) b1,3C1 4 b2 3C2 + b3 3C3 est la dernieére colonne de la matrice AB = I3 soit la colonne

a1 a2 O
det(z[l) = |a21 ag2 0= get (Cl, Csy, 517301 + b27302 + b37303)
az1 azo 1 o
b13 ggg (C1,Co,C1) + ba3 gg;ﬂl (C1,Co,C) + b33 gg}z (C1,Co,C3)

= b3,3 det (A)
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A

det(A)
D b33 = ——=
OB D33 = Jet(A)
4. 11 suffit d’invoquer le théoréme spectral.
it
5. D’apres 3) (et un peu de détails), le coefficient en bas a droite de (13 — A)_l est XAEt;
XA
A 00 - t—A 0 0 -
(tlz3 —A)™ = |th-U'|0 X O0|U| =|U' 0 t-Xx 0 |U
0 0 A3 0 0 t— A3
(t—X)7t 0 0
= U! 0 (t— o)t 0 U
0 0 (t—X3)7 !
Les formules du calcul matriciel donnent alors pour e coefficient en bas a droite de (tI5—
AL
)Cl Cc2 C3

- -
t—A1 t—Xy t—)3
avec ¢ = uig >0
6. Dans un premier temps, on suppose que les valeurs propres de A sont simples.

e Premier cas : les ¢; sont tous strictement positifs
XA

, donc x 4 changent de signe entre A\ et A2 et entre Az et A3 (regarder les limites)

On conclut facilement
e Deuxiéme cas c¢; = 0 et les autres sont non nuls.
Il y a un changement de signe entre A2 et As.
c1 = 0 entraine y 4(A1) =0
On conclut facilement.
On traite de méme les deux autres cas ou un seul des ¢; est nul.
e Troisiéme cas ¢c; =co =0¢et c3 #0
At =p1 <Aoo= o < g
On traite de méme les deux autres cas ou un seul des ¢; est non nul.
e Les ¢; ne peuvent pas étre tous nuls : la troisieme colonne de U serait nulle.
Reste le cas ou A a des valeurs propres multiples.
Si A a une valeur propre triple alors A = M3 et A = A5, ce qui permet de conclure
facilement.
Si A = X9 < Az alors :
Xilt) et c3
xalt)  t—=X  t—Xs

A1 est racine de x 4 (sinon on aurait un terme en , elle est double si ¢; +c¢9 = 0.

1
(t— A1)2)
Si cg = 0 alors A3 est racine de x 4.
Sici+co>0etcs >0, on met en évidence un changement de signe.
On regle de méme les autres cas.

Exercice 31 (X 2018)

Soient f et g deux projections orthogonales de R™ (muni de sa structure euclidienne canonique).
Montrer que f o g est diagonalisable.

Correction
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e On commence par montrer que f et g sont symétriques. Cela a été fait en cours et ne
pose pas de probléme.

e (fog)(Imf)=Im(fogo f)CIm(f)doncIm(f) est stable par f og.

V(@,y) € (Im f)* ((fog)(@)ly) =

f(y)) car f est symétrique

car f étant un projecteur, Im (f) = Ker (f — id)

)
g(y)) car g est symétrique
(

9(y)
z|(f o g)(

) car f étant un projecteur, Im (f) = Ker (f — id)

(
(
= (@
(
(

N
=

y)) car f est symétrique

Donc ’endomorphisme de Im (f) induit par f o g est symétrique.
Il existe donc une base de Im (f) formée de vecteurs propres de f o g.
o Vz e Ker(g) (fog)(z)=0.
Une base de Ker (g) est donc formée de vecteurs propres de f o g.
e En recollant les morceaux, on obtient une famille génératrice de Im (f) + Ker (g) formée
de vecteurs propres de f o g.
On peut en extraire une base de Im (f) + Ker (g) formée de vecteurs propres de f o g.
e On a classiquement : (Im (f) + Ker (¢))= = (Im (f))* N (Ker (9))*.
Comme on a affaire & des projecteurs : (Im (f) + Ker (¢))" = Ker (f) N Im (g). Dot :
vz € (Im (f) + Ker (9)) (fo9)(z) = f(g(x)) = f(z) = 0
Une base de (Im (f) + Ker ()™ est donc formée de vecteurs propres de f o g.
En recollant les morceaux on obtient une base de R™ formée de vecteurs propres de fog.

2.3 Endomorphismes et matrices symétriques positifs

Exercice 32 (X 2016)

Soit A € S, (R) telle que :
VX € R"\ {0} (AX]|X) > 0.

Ak+1 XX
Montrer que si X est non nul, lim ( 1X)

————~ existe et vaut une valeur propre de A.
koo (AFX[X) prop

Correction

A étant symétrique réelle, il existe (eq,...,€,), BON formée de vecteurs propres de A avec
A1 > -+ > A, ou \; est la valeur propre de A associée a ¢;.

De I'hypothese

VX e R"\ {0} (AX|X) >0

on déduit classiquement que les \; sont strictement positifs.

Soit X € R™\ {0}.

Soit (y1,-..,Yyn) ses coordonnées dans la base (e1,...,€,).

Classiquement :

Vk € N (A"X|X) = Z)\kyz

X est non nul donc on peut définir ip = min{i € [1;n] tq y; # 0}.
On peut ensuite définir a = Z yz2 > 0.
i tq )\i:)\io
(AFX|X) ~ aXk .
Donc la limite cherchée existe et vaut ;.
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Exercice 33 (Centrale Maths2 2018)

Pour tout n € N, on note ¢, =

1 2n
n+1\n/

Pour tout n € N, on note H,, la matrice a n + 1 lignes et n + 1 colonnes définie par :

Hy = (€itj)o<i j<n

1.

Montrer que H,, est diagonalisable.

2. Ecrire une fonction retournant H,,.
3.
4

. Montrer I’équivalence :

Pour n =1 et n = 2 montrer avec rigueur que det (H,) = 1 et que Sp(H,,) C R%.

(o) A est symétrique réelle et Sp(A) C RY.
(8) 3T € GLpy1(R) tq A=TTT

Correction

1.
2.

H,, est symétrique réelle.

from math import factorial
import numpy as np
import numpy.linalg as alg

def c(n):
return factorial(2x*n)/((factorial(n))**2x(n+1))

def H(n):
M=np.zeros ((n+1,n+1))
for i in range(n+1):
M[1i,i]=c(2%i)
for j in range(i+l,n+1):
a=c(i+j)
M[i,jl=a
M[j,il=a
return M
e Casn=1
print (H(1))
(1. 1.]
[1. 2.]1]
print (np.poly(H(1)))
[1. -3. 1.]
Pas besoin de machine ici pour calculer le déterminant de H; et son polynéme carac-
téristique.
XH, = X2 —tr(H1)X +det (Hy) = X2 -3X +1
H1 est symétrique réelle donc ses deux valeurs propres sont réelles. Leur produit vaut
1 et leur somme 3 donc elles sont strictement positives (classique).
e Casn=2
print (H(2))
(1. 1. 2.]
[ 1. 2. 5.1
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[ 2. 5. 14.]]
print (np.poly(H(2)))
[ 1. -17. 14. -1.]
Avec le cours et ’énoncé, sans se plonger dans la doc :

XH, = X3 —17X2 414X — 1

On a "rigoureusement” det (Hz) = 1.

X, (X) = 3X?% — 34X + 14

print (34**2-4x3%14)

988

X’H2 (X) a deux racines réelles. Leur produit et leur somme sont strictement positives
donc elles sont strictement positives.

X H, est donc strictement croissant sur R_. Comme x g, (0) = —1, x#, est strictement
négatif sur R_.

Comme Hy est symétrique réelle, ses trois valeurs propres sont réelles strictement
positives.

4. On suppose : A est symétrique réelle et Sp(A4) C RY.
3P € O(n) tq PPAP = D = Diag(\1,...,\,) ot tous les \; sont strictement positifs.
Soit A = Diag(v/A1, ...,V An).
A est une matrice diagonale inversible et A2 = D.
A=PDPT = PA2PT =TTT avec T = APT
T est inversible comme produit de deux matrices inversibles.

On suppose : 3T € GL,1(R) tq A =TTT

La symétrie de A ne pose pas de probléeme.

Soit A une valeur propre (nécessairement réelle) de A et X un vecteur propre associé.
XTAX = XT(AX) = A || X||* mais :

XTAX = XTTTTX = (TX)T(TX) = |TX|* > 0 car T est inversible et X est non nul.
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