Sujets classiques
Normes subordonnées
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1 Définition

Soit || - || une norme sur K", I’espace vectoriel des vecteurs de dimension n sur le corps K.
La norme subordonnée sur M,,(K), I’espace des matrices de dimension n x n sur K, notée |||,
est définie par :

Ax
4l = sup 142l
Iz0 Nzl

ot A est une matrice de M,,(K) et x est un vecteur de K".

L’existence de [||Al|| se justifie ainsi :

A 1
ve ek 1A | L ’—A‘T ‘
] edl [l
- K" — K" . . .
L’application 1Ay est continue et S = {z € K" tq ||z|| = 1} est une partie fermée et
y = (| Ay

bornée de K™ donc :
Jyo € StqVy € S [[Ay| < [[Ayoll
On en déduit :

A
Vo e K™\ {0} W < ||Ayo|| avec égalité pour = = yq
x
Donc ||| A]|| est bien définie et c’est en fait un maximum.
On montre ensuite que ||.|| est bien une norme :
AA A A
o V(N A) € Kx M, (K) [[M]| = sup (H xH) = sup <|)\| ” x]) = || sup (Hx”) car
a0 \ ||| z#£0 ] 2£0 \ ||
Al € Ry
Donc :

V(A A) € K x Mu(K) [IAA]l = [l
e Soit A € M, (K) telle que [||Al| = 0.
Ve e K"\ {0} Az =0
En prenant pour x les vecteurs de la base canonique, on montre que tous les coefficients
de A sont nuls.
e Soit (A, B) € M, (K)2.
voc i o JA+ Bl _ Azl 1Bz
] lf ]
On en déduit [[A + B[ < [[Afl + [|B]l

< [IA|ll + [IB]| indépendant de x
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2 Propriétés
1. Sous-multiplicativité : Pour toutes matrices A et B de M,,(K), on a :

ABIF < [[AIllI Bl

Démonstration

Soit (4, B) € M, (K)2.

Par définition de || 4] :

vo € K™\ {0} |4zl < ||A]| 2]

et cette inégalité est triviale si z = 0.

On en déduit :

ve € K" |[ABa| < |IAJ| | Bzl < |ANIBI 2]

Donc : AB
Vo e K\ {0} ) o T” < IAINBII indépendant de .

Donc [[AB]| < [[A[[[IBII

2. Norme de l’identité : Pour la matrice identité I,, de M,,(K), on a :

2l = 1
3. Compatibilité avec les normes vectorielles :
V(A,z) € Mu(K) x K™ || Az|| < [[ Al [[=|
3 Exemples de Normes Subordonnées

e Norme subordonnée a la norme | - |; :

n
4l = max 2 |aij|
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¢ Norme subordonnée a la norme || - ||« :

n
Al = max > |ai;]
j=1

1<i<n
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e Norme subordonnée a la norme || - |2 :

[ Allly = /(AT A)
ou p désigne le rayon spectral.

AT A est symétrique réelle positive :
T
(ATA)T = AT (AT)" = ATA
VX e R" XTATAX = (AX)T(AX) = ||[AX|*> >0
Donc il existe P € O(n) et A\; < --- < \, des réels positifs tels que ATA = PDPT avec
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D = Diag(A1,...,\n).

Tl
Soit X = [ : | eR™.
Tn
XTATax = XxT(pDPh)X = (XTP)D(PTX)
(PTX)I'D(PTX)
Y1
Onpose Y =PTX =] : | eR™
Yn
Ay
lAX|* = YTDY = (y ... )|
AnYn
n
= Z)\iy?
i=1
n n
< S =AY vi= YTy
=1 =1
= MPTX)TPTX =\ XTPPTX =\ XTI,X
< A lIX)P
Donc : AX
VX € R"\ {0} HHXHH < A\ avec égalité pour X vecteur propre de AT A associé a la

valeur propre A\,
Donc [|A]| < A, = p (ATA)

Les normes subordonnées sont essentielles pour analyser la stabilité et la convergence des
méthodes numériques, notamment dans la résolution des systemes linéaires et le calcul des
valeurs propres.



