Présentation des Matrices de Gram

1 Introduction

Les matrices de Gram jouent un role crucial en algebre linéaire et en géométrie.
Elles sont utilisées pour étudier les propriétés des ensembles de vecteurs dans
un espace vectoriel.

2 Définition

Soit {v1,Vva,...,Vv,} un ensemble de vecteurs dans un espace vectoriel V avec
un produit scalaire. La matrice de Gram G associée a cet ensemble est définie
par:

(vi,vi) (vi,va) -0 (V1,Va)
oo (va,v1) (Vz’.V2> o {va,vy)
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ou (v;,v;) représente le produit scalaire entre les vecteurs v; et v;.
Le coefficient situé a 'intersection de la i-éme ligne et de la j-éme colonne est
donc (v;,vj).

3 Propriétés

e La matrice de Gram est symétrique.
En effet :
V(i,j) € [Lin]? Gji = (vj,vi) = (vi,vj) = Gij
par symétrie du produit scalaire.



e La matrice de Gram est positive dans tous les cas :
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e Elle est définie positive si les vecteurs v; sont linéairement indépendants.

n
En effet dans ce cas si X € M, 1(R) \ {0}, invi est non nul et
i=1
XTGX > 0.
Les valeurs propres de G sont alors réelles strictement positives et le
déterminant de G qui est le produit des valeurs propres de G comptées
avec leurs multiplicités est strictement positif.
Par contre, si les vecteurs v; sont liés, il existe X € M, 1(R) \ {0} tel que
XTGX =0
On a vu en cours que A X|[*> < XTGX on A est la plus petite valeur
propre de G donc A\ < 0.
G étant symétrique positive, ses valeurs propres sont positives et on en
déduit que A =0
0 est donc valeur propre de G et G n’est pas inversible.

e Le déterminant de la matrice de Gram est nul si et seulement si les vecteurs
v; sont linéairement dépendants.

4 Applications

Les matrices de Gram sont utilisées dans divers domaines, notamment:
e La théorie des formes quadratiques.
e [’analyse numérique pour les méthodes de moindres carrés.
e La géométrie des espaces de Hilbert.

e On suppose que les vecteurs v; sont linéairement indépendants.
Soit « un vecteur de E.

n
z se décompose de maniére unique en z = y + 2z avec y = g Y;v; €
i=1
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