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Exercice 1 (CCP 2023)

1. Soit n € N*,
Résoudre 2" = ei/3,

1\" —1\"
2. Résoudre <z + > + (Z > =1
z—1 z+1

Correction

1. C’est du cours de Sup (racines n-ieme d’un nombre complexe).

; 2ik
z:exp<m+ ! 7T>,O§k§n—1.
3n
. it 2ikw
Dans la suite, on note 2z = exp [ — +
3n n
2. z=1et z = —1 ne sont pas solutions.

Soit z un nombre complexe différent de 1 et de -1.

1 1\"
z solution <= Z—l—:1enposantZ:<Z+ )

A z—1
— Z’-Z+1=0
— Z=¢e"BouZ=e"/3
z+1 z+1 1
z—1 z—1 2k
— z(l1—zp)=—-1—zpou(z—1)z=—-1—z
1
= z== + %
Zk — 1
) <7T k7r>
<= z=Z%icotan| — + —
6n n
Exercice 2 (CCP 2023)
1. Trouver tous les nombres complexes z tels que |z| = [z + 1] = 1.

2. Soit (a,b,c) € C3.
Montrer que a, b et ¢ sont les affixes des sommets d’un triangle équilatéral si et seulement
si a? +b% + ¢? = ab + be + ca.

Correction
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1. Soit z € C.
On note z sa partie réelle et y sa partie imaginaire.

9, .92
ety =1
(el =]z +1=1) < L e e
(x+1) 4y =2 +y"+20+1=1
20 +1=0
B 1
— T2
2 _ 3
Y =1

= ze{j;j’}

2. Supposons que a, b et ¢ soient les affixes des sommets d’un triangle équilatéral.
Si ce triangle est réduit & un point alors a = b = ¢ et a® 4+ b% + ¢ = ab+ bc + ca = 3a?.

Si le triangle n’est pas réduit & un point |b —a| =|c—b| =|a —c| =L € R%.
On en déduit :
—a c—0b
= :1
a—-c a—c
b—c b—a+4+a-—c —a
Mais = + =1+ —— donc d’apres la premiére question :
a—c a—c a—c
b_a . )
= j ou j°.
a—-c )
b— b—
Donc o (b=a) =j+jfouji+jt=52+j=-1

a—c (a—c)?
Donc (a —c)(b—a)+ (b—a)>+(a—c)>=0
Donc ab—a? —cb+ac+b%> —2ab+a®> 4+ a®> —2ac+c* =0
Douta?+b+c—ab—ac—bc=0

Réciproquement, on suppose a’ + b + ¢ — ab — ac — be = 0.
On en déduit :

(a—c)b—a)+(b—a)’+(a—c)* = (b—a+ta—c)*—(a—c)(b—a)
= b2 —2bc+ P —ab+a®+ be — ac
A+ +c—ab—ac—bc=0

Si a = c alors il reste (b — a)? = 0 donc a = b = c et le triangle est équilatéral (mais

dégénéré).
b—a\? b—ua
Sia;«écalors( ) + + 1.
a— a—c
h—
Les racines du polynéme X2 + X + 1 sont j et j2 donc ¢ _ j ou j2.
—a b—a
D’apres la premiére question, = ‘1 + =1.
a—c a—c
On en déduit, en multipliant par |a — ¢| :

b—al=|b—c|=la—¢|
et le triangle est bien équilatéral.

Exercice 3 (Centrale 2023)
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1. Soit A et B € R[X] et P = A%+ B2

(a) Montrer que P = 0 ou bien que P est de degré pair et de coefficient dominant
strictement positif.

(b) Les polynomes P, = X4 — X241 et P, = X* —1 peuvent-ils s’écrire sous cette forme ?
(¢) Que dire de la multiplicité des racines réelles de P ?

2. Soit P € R[X] tel que :
Vx e R P(x) >0
Montrer qu’il existe A et B € R[X] tel que P = A% + B2

Correction

1. (a) P =0= 02+ 02 est bien un cas possible.
On suppose P non nul.
Soit d son degré et ¢ son coefficient dominant.
P(2) ~4o0 cx? avec P(x) = A(x)? + B(x)? > 0 donc ¢ > 0.
P(z) ~_o cx? avec P(z) = A(x)? + B(z)? > 0 et ¢ > 0 donc d est pair.
b) P=X*-2X2+1+X?=A2+B?avec A=X?—-1et B=X.

On peut aussi écrire en utilisant la forme canonique :

2
1\ 1 % (V3
P=(X?-=) —Z+4+1= )(2_.> Vo
! < 2) il < ) * < 2 )
Par contre P, ne peut s’écrire sous cette forme : on aurait —1 = P»(0) = A(0)?+ B(0)?
avec A(0) et B(0) réels.
(c) Si P s’annule en r € R, P ne change pas de signe donc la multiplicité de r est paire.

2. L’examinateur aurait du ajouter une question.
Soient P; et P, € R[X].
On suppose :
H(Al, Bl) S R[X]2 tq P = A% + B%
3(Ag, By) € R[X]? tq P, = A3 + B2

PPy, = (A} + B})(A3+ B3)

Ay +iB1)(A1 — iB1)(As + iBs)(As — iB)

Ay +iB1)(As +iBs)(A1 — iB1)(As — iBy)

A1Ay — B1By 4+ i(A1 By + A2By)) (A1Ay — B1By — i(A1 By + A2 By))

= (A1Ay — B1By)? + (A1 By + Ay By)?

(
(
(
(

Donc PP, € A3 + B3 avec Az et B3 € R[X].

Soit P € R[X] tel que :
Ve e R P(x) >0

La décomposition en facteurs irréductibles de P s’écrit :
q

P

P=CJ[(X—a)™ [[(X*+bX + )"

k=1 =1
avec les ay réels deux a deux distincts, les (b, ¢;) € R? deux & deux distincts avec
b12 —4¢; < 0, les g et les v, entiers strictement positifs.
C est le coefficient dominant de P. P étant positif, C' > 0. Le polynéme constant C' s’écrit
sous la forme C = \@2 +02.
P étant de signe constant, oy est pair : ap = 25 avec §; € N*.
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2
Donc (X — ag)* = ((X - ak)ﬁk> + 02
2

2
b\2 b b\ 2 \J4e; — b?
X2+le+c,:<X+l> —l+cl:<X+l> +(l (4¢; — b2 > 0).

2 4 2 2

On conclut avec la remarque initiale.
Exercice 4 (Ens 2023)

Soit (Fy)nen la suite de Fibonacci définie par Fy = 0, F; = 1 et pour tout n € N, F, 1o =
Fo1 + Fy.

Montrer que tout entier N > 1 s’écrit de maniere unique N = Fj,, + --- + Fj,, avec 2 < nj et
pour tout ¢ comrpis entre 1 et kK — 1, n;41 —ny > 1.

Correction

Fy=1 F3=2 Fy=3, F5 =5, Fg =8...

1 = Iy = F; sont les seules facons de décomposer 1 en somme de nombres de Fibonacci mais la
premiere ne satisfait pas aux conditions de ’énoncé.

2 = F3 = I} + F> sont les seules facons de décomposer 2 en somme de nombres de Fibonacci
mais la deuxiéme ne satisfait pas aux conditions de 1’énoncé.

Pour tout N € N*, soit P(N) : tout entier compris entre 1 et N a une et une seule écriture du
type de celle de 1’énoncé.

P(2) est vraie.

On suppose P(N) vraie.

Soit n = max ({k € [2;4+00] tq Fy < N +1}).

L’existence de ce maximum doit étre justifiée. C’est le maximum d’un ensemble non vide (il
contient k = 2) et fini (on montre que F), — +o0 en calculant F,, par la méthode habi-

tuelle).

Si F,, = N + 1, on a une décomposition de N + 1 (satisfaisant aux conditions de I’énoncé).

Si F,, < N + 1 alors d’aprés ’hypothese de récurrence, N + 1 — F,, a une décomposition
N+1-F,=F, +--+F,, vérifiant les conditions de 1’énoncé.

Il suffit de montrer que n — ng > 1 pour exhiber une décomposition de N + 1.

Fpopi>N+1ldone N+1—-F, < Fhy1 —F,=F,1

N+1-F,=F, +---+F, >F,,

Donc F,—1 > F, .

On montre facilement que la suite (F,) est croissante donc n — 1 > ny,.

Comme ce sont des entiers n — ng > 2.

On a donc montré I'existence d’une décomposition de N + 1.

Considérons une décomposition N + 1 = F,; + --- + F};,, vérifiant les conditions de I’énoncé.
m; > 2et Fpy, <N +1

N+1=Fp + -+ Fn < Fpy-1+Fpy, +- -+ Fy, car mp < mg—1 et (F,)n>2 est strictement
croissante.

Donc N +1 < Fypq1 + Fpy + -+ Fyyy avee mg +1 <mg — 1

Donce N+ 1< Fyy 1+ Fpy+--+Fy = Fpgp1 +Fpy +-- -+ Fyyyavee mz +1 <my — 1

En itérant le procédé, on aboutit a N + 1 < Fy,,11.

Donc my =n et Fy,, + -+ + Fyy, | est une décomposition de N +1 — F,, = F,,, +--- + F},,.
D’aprées I’hypothese de récurrence, m; = nj... et il y a unicité de la décomposition de N + 1.

Exercice 5 (X 2023)
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Pour tout n € N*, on note 7(n) le nombre de diviseurs de n.

Montrer :
Vu € RY 7(n) — 0.

n% n—4oo

Correction
Vn>22<7(n)<n
Donc siu > 1, on a :

VnZQOﬁMSnl_“—>O
nv n—-+oo
Done T g

n% n—+oo
La majoration 7(n) < n est trop grossiere.

On peut regrouper les diviseurs de n 2 par 2.
Sion an=didy avec di < dy alors n > d% et di < /n.

Si n n’est pas un carré parfait, la liste des diviseurs de n est de la forme (d, Z) avec d qui décrit
une partie de [1; [v/n]].
On a donc 7(n) < 2|v/n| <2y/n.
Si n est un carré parfait : n = p? alors la liste des diviseurs de n différents de p est de la forme
(d, Z) avec d qui décrit une partie de [1;p — 1].
Onadonc 7(n) <2(p—1)+1=2p—1<2p=2yn.
1
Par conséquent, si u > 3

Vn220§M§2n1/2’“—>0
ny n——+o0

)

n% n—+oco

Donc

Cette approche est limitée car on n’obtient pas facilement de meilleure majoration de 7(n).

r(n)

On peut remarquer qu’il suffit de montrer que pour tout u > 0, la suite < m > est bornée.
n

En effet si c’est le1 cas :
Yu >0 T(n) _ 7(n)

borné.
On fixe désormais v > 0.

= 0 comme produit d’un facteur qui tend vers 0 et d’un facteur
nv n¥/2 /2 potoo

,

Si la. décomposition en facteurs premiers de n est n = H pZ"“ (les py sont des nombres premiers
k=1

deux a deux distincts et les oy, des entiers strictement positifs) alors les diviseurs de n sont les

'
nombres H pg’“ avec 0 < B < ay,.
k=1
T T

1
Donc 7(n) = H(ak +1) et T(Z) = H akui_k .
k=1 n k=1 P
Vp € N* Vo € N* pte = eualn(p) > 1 4 yqln (p) par convexité de la fonction exponentielle.

ulnp —— 400 car u > 0 donc :
p——+00

dpo € N*tqVp e N* uln(p) > 1

. . - , N ap+1
Si p est un nombre premier supérieur ou égal a py alors pour tout ap € N*, kmk <1
p
Si on note {p1,...,pn} l'ensemble des nombres premiers strictement inférieurs & pg alors, on
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peut écrire pour tout n > 2 :

7(n) < 11_\/[ ag(n) +1

ou ax(n) € N

nv uo (n)
k=1 k
Soit k € [1; N].
Lta_ 1 +ln(1+a)) — 0 In (pg) < 0
pia = exp (~uln(pp)a+n(1+a)) —— 0 car —uln (pr)
. 1+« ,
La suite < o ) converge vers () donc elle est bornée :
Py a€eN 14+
IM € Ry tq Vo € N —F < M,
k

Finalement :

T(n) _
Vn>2—2 <[] M
g

Exercice 6 (X 2023)

Soit P(X) = (X + 1) 4+ X6 4+ 1.

Soit A = {z € C tq Re(z) = —;}

Soit B = C(0,1) ie le cercle de centre 0 et de rayon 1.

Soit C' = C(—1,1) ie le cercle de centre -1 et de rayon 1.

Montrer que P admet exactement 2n racines deux a deux distinctes dans chacune de ces trois
parties.

Correction
P est de degré 6n (et de coefficient dominant 2) donc P a au plus 6n racines.
Si on montre que P a au moins 2n racines dans chacune de ces trois parties et si elles ne sont
pas dans l'intersection de deux de ces parties on aura terminé.
ANB=ANC=BnC ={j%j}.
P(j) = (=5%)°" + % +1=3
P étant & coefficients réels, par conjugaison P(j2) =3
Il suffit donc de montrer que P a aumoins deux racines deux a deux distinctes dans A, dans B,
dans C.
0

On va commencer par B dont les éléments sont de la forme .
, 0\ 6 ,
P(ez9> — (1+ ezG) n+ e6zn9+ 1

_ (ei6/2 (e—iG/Q " ei9/2)>6" I

, g\ \ 67 ‘
e37,n0 (2 COS (2)> + ernG +1
. o\ \ 67 . A
e?)mﬂ ((2 CoS <2)> + e?nn@ + e—31n0>
) 0 6n
e3ind <(2 cos <2>> + 2 cos (3n9)>
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Pour 6 € [0;27], on a :

0 T 0 27

2 =) <1 < =< —
COS(2)‘_ — 35573
— 27T<0<47['

3 - 7 3

. T . T 47
Sif= e est compris entre 5 et — alors :

0 6n 0 6n
(2 cos (2>) + 2cos (3nb) = (2 cos (2>) +2(—1)* est du signe strict de (—1)*.

2
3

4
< S? — 2<-<4
<

@z
SRS
SRS

2n < k<4n

Cela donne 2n + 1 valeurs et donc 2n changements de signe strict. Par le théoreme des valeurs
intermédiaires, P a au moins 2n racines deux a deux distinctes dans B.

Les élements de C peuvent s’écrire —1 — e,

. N6 N6 .
WeRP(-1-e?) = (=) +(-1- )" +1=P(e")
On déduit donc de ce qui précede que P a au moins 2n racines deux a deux distinctes dans C.
o0

m,0<0<ﬂ'.

1 1
Les élements de A peuvent s’écrire = iicotan 9) =—

et? 1 i0) 67 n n
P( ) = G (@) s a0

1
(2cos (8))%" (e
1

= G @ (2cos (6n0) + (2cos (6))*")

= (20081(0))% (2 cos (3n(20)) + (2 cos <239>)6n>

avec 0 < 26 < 2w, ce qui nous ramene a la discussion précédente.
On en déduit que P a au moins 2n racines deux a deux distinctes dans A.

—6n06 + e6n9 + (2 COS (9))671)



