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Exercice 1 (Mines 2023)

Soit £ un R-espace vectoriel de dimension n et F' un sous-espace de E.

1. Montrer :
dim(F)=n—-1<= 3¢ € L(E,R)\ {0} tq F = ker(¢)
F s’appelle un hyperplan.
2. Montrer que tout hyperplan de M,,(R) contient au moins une matrice inversible.
Correction

1. e On suppose que F' est de dimension n — 1.
Soit (eq,...,e,—1) une base de F'.
C’est une famille libre de E' donc on peut la compléter en (eq,...,e,) base de E.
E—R
Soit ¢ T = inei = Tn
i=1
¢ est une application linéaire non nulle de £ dans R et son noyau est F'.
e Soit ¢ une application linéaire non nulle de F dans R et F' son noyau.
Im (¢) est un sous-espace vectoriel de R. Or R est de dimension 1 donc le rang de ¢
vaut 0 ou 1. Mais ¢ est non nulle donc son rang est égal a 1.
Par la formule du rang, F' est de dimension n — 1.

2. Soit H un hyperplan de M, (R).
Il existe ¢ € L(E,R)\ {0} tq H = ker(¢)
On note (Ei7j>(ij)e[[1‘n]]2 la base canonique de M, (R).

VM € M, (R) (M) = ¢ (Z meEz‘u‘)
i=1j=1

= Z meﬁb

=1 5=

non
= Zmea” en posant a;; = ¢(E; ;)
=1 j=1

.

En particulier on a pour k # [, I, +tE},; qui est inversible (c’est une matrice triangulaire
dont tous les coefﬁcients diagonaux valent 1) et :

¢ (In + tEx,) Zam+mkl
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Donc si il existe k et [ distincts tels que ay; # 0, I'hyperplan H contient une matrice de
la forme I,, + tE},; donc contient une matrice inversible.
Si a; = 0 pour tous k et [ distincts alors H contient toute matrice de diagonale nulle. I

suffit d’exhiber une matrice inversible de diagonale nulle.
n—1

La matrice Z E; ;41 + E7,, convient.
i=1

Exercice 2 (Mines 2023)

Soit n un entier supérieur ou égal a 2.
1. Montrer qu’il existe un et un seul polynéome P de degré inférieur ou égal a n tel que :
Vk € [Lin + 1] P(k) = %
2. Déterminer P(n + 2).
Correction
1. C’est une simple application du théoreme d’interpolation de Lagrange vu en cours.

2. o Premiére méthode
D’apres le cours :

n+1
I =1
n+1 =
1 i#k
P(X) = Z ﬁ n+1
=T (k- 1)
7k
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On en déduit :

"+1i (n+1)!

sk n+2-k)x(k—=1)(k=2)...1x(=1)...(=(n+1-k))

"+ll (n+1)!

<k (n+2—k) <kl x (=1)"F(n+1—k)!

Pn+2) =

(]

| D ()
n+2 = k kl(n+2-k)
(=" sy p—1(n+2 /1 k—1
= ~1
o kz::l( ) N ; tF=Lde
D L e 2
_ )2 - ("Z >(—t)kdt
n -+ 0o —t 1
(= /1 1+ (—1)™" 2 — (1 — )2 &
N n—i—2 0 t

— / ARy + /l -t dt
n+2 n+2 1—t)
1 ( n+1
_ S (1-t)F) at
(n+m2+n+2 ( )

o

n 1
B 1 N (_1)n il _(1 _t)k—i—l
(n+2? " n+2 = k+1

0
B 1 +(—1)n"§ 1
 (n+2)?2 n+2 k+1

1 ( nn+2
CETEE n+2 Zf

e Deuxieme méthode
1 X’P-1 . ) ,
P— - xz donc le polynéme X“P — 1 s’annule en 1,2,...,n+ 1.
Donc le polynéme (X — 1)(X —2)...(X —n — 1), qui est de degré n + 1, divise le
polynéme X?P — 1 qui est de degré au plus n + 2.
Donc X?P —1=(aX +b)(X -1)...(X —n—1)
Evalué en 0 cela donne —1 = (—1)""(n + 1)!b donc :

(=n"

T (nt1)
Si on dérive, on obtient :
n+1 [ n+1
2XP+X°P' =a(X-1)...(X—=n—-1)+(@X+b)> | [[(X-10
k=1 \ I=1
Ik

Evalué en 0 cela donne :

0= (_1)n+1(n +1)la+ brf (_1)n+_1(n +1)!

k=1

3
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On en déduit :

n+11
a=1b —
Donc :
x2poq— " <XT§1—I—1>(X—1) (X —n—1)
(n+1!\" =k
Dot : N
_ (=) 1
(n+2)2P(n+2)—1—(n+1)! ((n+2)kz_:lk+1>(n+1)!

1 1 n+2 1
Donc P(n+2) = —i-( ) z

n
(n+2)2 n+2

k=1

Exercice 3 (Mines 2023)

Soient A et B € M,,(R) telles que rg(A) = rg(B) et A2B = A.
Montrer que B?A = B.

Correction

Cet exercice a été donné a I'’X en 2021 avec 3 questions.

A%?B = Adonc A(AB—1,) = 0et Im (AB—1,) C Ker (A) qui a la méme dimension que Ker (B)
(formule du rang).

Mais si X € Ker (B) alors AX = A2BX = 0 donc X € Ker (A).

On a donc Ker (B) C Ker (A) puis Ker (B) = Ker (A) avec les dimensions.

Donc Im (AB — I,,) C Ker (B) et BAB—B =0

En multipliant par A & gauche, on obtient ABAB = AB : AB est un projecteur.

Im (AB — I,) est donc égal au noyau de AB et Ker (AB) C Ker (A).

Mais Ker (A) = Ker (B) C Ker (AB) donc Ker (AB) = Ker (A) = Ker (B).

On revient & BAB = B et on multiplie par A a droite. On obtient BABA = BA donc BA est
un projecteur.

Mais alors :

rg(BA) = tr (BA) = tr (AB) = rg(AB) = n — dim(Ker (AB)) = n — dim(Ker (B)) = rg(B).
Donc avec la formule du rang : dim (Ker (BA)) = dim (Ker (B)) = dim (Ker (A4)) avec Ker (4) C
Ker (BA).

On en déduit :

Im (BA —I,,) = Ker (BA) = Ker (A) = Ker (B)

puis B(BA — I,,) = 0 ce qui conduit & B?A = B.

Exercice 4 (Mines 2023)

Soient M et N € M, (R) avec n impair telles que MN =0 et M + M7 est inversible.
Montrer que N + NT n’est pas inversible.

Correction
M + M7 est inversible donc n = rg (M + MT).

VX € R (M+MT) X = MX + MTX € Tm (M) + Im (M7)
Donc Im (M + MT> CIm(M)+Im (MT) et en prenant les dimensions :
n = 1g (M+MT) < rg(M) +rg (MT> — dim (Im (M)NIm (MT)) < rg(M) +rg (MT) =
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2rg(M)
En d’autres termes : rg(M) g
Mais M N = 0 donc Im (N) C Ker (M) et en prenant les dimensions :

rg(N) < dim (Ker (M)) =n —rg(M) <n — 5=%

>
C

Mais n est impair donc g n’est pas entier.
On en déduit rg(N) < g
On a alors rg (N + NT) <rg(N)+rg (NT) =21g(N) <net N+ NT n'est pas inversible.



