Révisions 2025
Analyse de Sup

19 mai 2025
941
Exercice 1 (Mines 2023)
Résoudre dans R : cos (z) + sin () !
udre dans R : x in(z) = —.
V2
Correction
cos (x) + sin () ! = 1cos()qtls'() !
x in(z)=— — x)+ —=sin(z) = =
V2 V2 V2 2
T (TN T
<= cos ( ) cos () + sin <4> sin (x) = cos (3)
(+=1)=()
< cos(z— ) =cosy
™ T ™
= x-— 1= §+2k7r k€Z0u$—Z——§+2kw,k€Z
T
—+2 Z =——+4+2 Z
= T = 12—1— km,k€Zoux 12+ km, ke

Exercice 2 (Centrale 2023)
Soit f € C3([0; 1], R).
1 [k
P tout N* it S, = — — .
our tout n € N*| soi (f) nzf<n>

1. Quelle est la limite de la suite (S, (f))

neN* ?
k k+1
2. (a) Soitke[[O;n—l]]ette{; + }
n’ n
Montrer :

r0-1()- (- )7 () -3 (-2 ()

w0

<—(t—=

-6 n
avec M indépendant de k et de t.

(b) En déduire :

S”(f):/olf( dt_i/f )+ o 2/ () dt+o(1>

Correction

1. D’apres le cours de Sup sur les sommes de Riemann :

1
Suf) = [ Sty
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2. (a) f étant de classe C3, I'inégalité de Taylor- Lagrange donne :

-1 (5) (-0 (515 (5] =5 (-4, 070)

Par conséquent, M = sup ( ) (x)) convient.
xz€[0;1]

(b) L’idée essentielle sur les sommes de Riemann est qu’il s’agit de la somme d’aires de
rectangles :

RSN OF

k k
La question précédente étudie I’écart entre f(t) et f () pour t compris entre — et
n n

(k+1)
—

n=1 .(k+1)/n k
S = 3 L ()

CEL ) 0 ()L )
ST s (B ORI RIO)E

E+1
-

k
On integre I'inégalité de la question précédente entre — et
n

[ ro=s G- (=) () -2 (e 0) o ()]

- /k(/I:rl)/n]\gf (t— Z)ii e Bﬁ <t_ :>4]l(::1)/n
On(fflf}idmt :k: k K\ 1 kN2 k M
fon (f () -0+ (= 2) () +2(-3) f”<n>> S o

2 en(%i?ufs( <k> o+ <t_ k) 7 (k) 41 (t— k>2f” (k>> dt| <
k n n n 2 n n -
]%%%30 o (k+1)/n L p(en)/n k k 1 k) k
f)= ;}/k/n 1 dt,;)/k/n <(t N n) 4 (n) "2 <t - n> ! <”)> .
°(5s)

n

=1 r(k+1)/n 1
kz:%/k/n ft) dt:/o f(t)d
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(k+1)/n Lk 1 k2 (k+1)/n 1
T () g
k/n n n K/ n
(k+1)/n k2 1 E\3 (k+1)/n 1
-t a2
k/n n 3 n K/n 3n

Donc : ) .

1 1 <, [k 1 ., [k 1
Sn(f) —/0 f(wdt_ﬁgf (n) —@kz:%f (n) +O(n3)
f" et f” sont continues donc :

S’n(f)—>/ f'(t) dt ce qu’on peut écrire S, ( /f )dt 4 o(1)

Sn(f") —— / f"(t)dt ce qu’on peut écrire S, (f") / F(t)dt + o(1)
n——+00
Donc :

f):/of( dt——/f dt~|—o(1>

En reprenant ce qui précede, on voit que f de classe C? suffit pour ce développement

donc : ) 1
= [ rwar— g [ rwao( )

On obtientoalors : 0 n
S0) = [ s */ PO+ [ 0o )

=[50 )nf(0)+ s (1) = 70) +o(5)

12n2 n

Exercice 3 (CCP 2024)

1/2
Pour tout n € N*, on considere I'équation (E,) : (1 + x) =1
n

1. Montrer que pour tout n € N*, (E,) admet une unique solution dans R’ , notée x,.
2. Montrer que la suite (x,,) est croissante.
3. Montrer que la suite (z,,) converge et donner sa limite.

Correction

1. Soit n € N*,
R? - R

Soit, f, 12

fn est Cl sur R% et :
1/2 —-1/2

x x x
V:U>0f,’l(a:):<1+> —i—(l—i—) >0

n 2n n
De plus 1i(1;n fa=0c¢et Em Jn = +00, donc f, réalise une bijection de R sur RY .

(o)

D’ou lexistence et 'unicité de x, qui est 'antécédent de 1 par f,.

2. Vn e N*Vo e RY frp1(x) < fulx)

En particulier foi1(zn) < fu(2n) =1 = fos1(¥n41)
fn+1 étant strictement croissante, on en déduit x, < x,41.



Révisions 2025 Analyse de Sup

1 1/2
3. Vn e N* f,(1) = <1+n> >1

On en déduit :
VneN 2, <1
La suite (z,,) est croissante et majorée donc elle converge.

2o\ 1/2
VneN*xn(l—l-;) =1

En faisant tendre n vers +o0, on obtient [ = 1.
Exercice 4 (Mines 2023)

Pour tout n > 3, on pose P, = X" —nX + 1.

Montrer que P, admet deux racines positives. On les note a,, et b, avec a,, < b,.
Donner les limites de (a,) et de (by,).

Donner un équivalent de a,, et de b,.

Correction

Soit n > 3.

Ve € Ry Pl(z) =na" ! —n=n(2""1 - 1) dusigne de z — 1 (sur Ry).

La fonction polynomiale associée & P, est donc strictement décroissante sur [0;1] de 1 > 0 a
2 —n < 0 et strictement croissante sur [1;+oco[ de 2 —n < 0 a +oo.

Donc P,, a deux racines positives avec 0 < a, < 1 < b,,.

1 1\"
wz3p () = () >0
n n
2 2\" 2
Pn<> = <> —1<0car0< —<1

n n n

1 2 N e

Or — et — € [0;1] donc d’apres 1’étude des variations de P, :
non

1 2
Vn>3—<a, < —
n n
Donc a,, —— 0.

n—-+o0o
1 1 1 1\"
vn23Pn(+2> = <+2) —1-=+1
n n n n
1 1\t 1 1 1
= (—+—= Xx(=+—=5)—=
n n n n n
1 1\! 1 1 1
-+ — — 0et —+— ~ — donc
n n n—-+00 n
1

1
On en déduit qu’a partir d’un certain rang — < a,, < — + —.
n n o n

Donc a,, ~ —.
n

b, > 1 donc nb,, —— +o0.
n—-+00
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‘v’nZBbZ:nbn—lznbn(l—1>

nby,
Donc : )
Vn >3 nln(b,) =In(n)+In(b,) +In (1 — nb)
Donc : "

(n—=1)In(b,) =In(n)+o(1) ~In(n)
|
On en déduit In (by) ~ ).
En particulier In (b,,) — 0 et b, —— 1.

n——+oo

On a alors In (b,) > b, — 1 donc b,, — 1 ~

Finalement, b, = 1 + M +o (ln (”))
n n

Exercice 5 (Mines 202/)

Déterminer les fonctions f continues de R dans R telles que :

Yoy € B 1 () = S (@) + )

Correction
Soit f continue de R dans R telle que :

Yoy) e B £ ("5 0) = 5 (@) + 1)

On prend x =net y=n+ 2 avecn € N.

VneN f(n+1)==(f(n)+ f(n+2)) ouencore f(n+2)—2f(n+1)+ f(n)=0
On en déduit :

J(a,b) e R2tq¥n € N f(n) =an +b

n = 0 donne b = f(0)

n =1 donne a + b = f(1)

Soit ¢ € [2;4o0].

DO | =

n-+2

n
On prend x = — et y =

mens ()3 ((2) o0 (432)
<

Donc*:_2 1
n n
1) 2 ()4
q q
On en déduit :
(e, d) € R? tq\meNf<”> —cl4d
q q
n =0 donne d = f(0) = b.
n=gqgdonne a+b= f(l)=c+d=c+b. On en déduit ¢ = a et :
V(n,q)ENxN*f(n> —al b
ou encore : 1 1

Vre Q4 f(r)=ar+b
vr e @i -+ 50 =2f (“570) = 2400)

Donc :
VreQy f(—r)=2b— (ar+b)=a(-r)+b
et :
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VreQ f(r)=ar+5b

f étant continue, par densité de Q dans R, on en déduit :
Ve eR f(z) =ax+0b

La réciproque est triviale.

Exercice 6 (X 2013)

Soit f € C%(R,R).
On suppose que [ est bornée et que f” est positive.
Montrer que f est constante.

Correction

f" est positive donc f est convexe.

Soit ty € R.

f est convexe donc :

vt € R f(t) > f(to) + f'(to)(t — to)

Si f'(tg) > 0 alors f(t) — +o0.
t——+o00

C’est absurde car on a supposé f bornée.

Donc f(ty) < 0.

Si f'(to) < 0 alors f(t) —— +oc.
t——o00

C’est absurde car on a supposé f bornée.

Donc f(ty) = 0.

On a donc prouvé :

VieR f'(t)=0

On en déduit que f est constante.

Exercice 7 (Mines 2023)

Soit f: R — R de classe C' et 27-périodique.
Montrer qu’il existe deux réels A et B indépendants de f tels que :

2 27
sEp(!f)SA/O ‘f|+B/O ||

Correction
f est continue sur le segment [0; 27] donc :
Az, war) € (0527 tq Va € [0527] |f(zm)| < |f(2)] < [f(an)]
f étant 2m-périodique, sup (|f]) = |f(xar)]-
R
On en déduit :

S%p(|f|) = |fea)l = [f(xar) = flzm) + f2m)|
< f(@u) = fl@m) + | (2m))
< o f/(t)dt| + | f(xm)| car f est de classe C!
HY;X (Tm,xpr) , 1 27
< [l a o [Tl @

27 , 1 2
< [Tlr@ldes o [T a

Exercice 8 (Mines 2023)
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1. Soit f,g € C%([a;b],R) avec g > 0.
Montrer :

Sec foit] ta [ fogte) = fte) [ o)t

2. Soit f € C'([a;b],R) avec f' > 0 et ¢ € C%([a; ], R).
Montrer :

Sec ] ta [ f0o)at= 1) [o0ar+ o) [ o)
3. 7
Correction

1. Si g est la fonction nulle, n’importe quel ¢ convient.
b
On suppose que g n’est pas la fonction nulle. Au vu des hypotheses, / g(t)dt > 0.

a
f étant continue sur le segment [a;b], il existe (2, z) € [a;b])? tel que :

Vo € [a;b] f(om) < f(x) < f(zn)
On multiple par g(z) >0 :

V€ [a;b] fam)g(z) < f(2)g(x) < f(zm)g(z)

On 1ntegre

rcm/g dé/f dt<fa:M/g

On divise par [ ¢g(t)dt >0:

e
flom) < 2 EEEOE < sto)

On invoque le théoreme des valeurs intermédiaires :

, _ Ja f(Dg(t) dt
de € [a; b] tel que f(c) = f:g(t) "

2. Au vu des hypotheses, on peut procéder a une intégration par parties :

/abf(t)é(t) dt = [f(t) /atgb(u) duK—/ab (f’(t) /:¢(u)du> at
= 0 [ owa— [ (10 [ swan) a

D’apres la premiére question (dont les hypothéses sont bien Verlﬁees) :

Elce[a;b]telque/( /¢ du) dt—/ udux/af t)dt

On en déduit :

/abf(t)¢>(t) dt = [f(t) /atgz)(u) d“K_/ab (f’(t) /atqﬁ(u)du> dt

= 10) [ o)t - (50 - f@) [ ol da

= sl [owar+ 5e) [ omar

Exercice 9 (X 2023)
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Soit C' = 0,123456789101112131415.....
Montrer que C est irrationnel.

Correction

L’examinateur attendait que l’on connaisse et montre 1’équivalence :
x rationnel équivaut a les décimales de x forment une suite périodique
4 partir d’un certain rang.

On va d’abord montrer que la suite des décimales de C n’est pas périodique a partir d’un certain
rang, puis on prouvera ’équivalence.

Supposons la suite des décimales de C' périodique a partir d’un certain rang :

I(no, T') € N* x N* tq VYn > ng cper = ¢p

Plus concretement, la suite des décimales de C est constitué au dela d’un certain rang d’un motif
de longueur T qui se répéte.

Au dela de ng, apparaissent des nombres de la forme 1...1 de longueur arbitraire donc de lon-
gueur supérieure a 27

Dans la suite de longueur supérieure a 21" formée de 1, le motif de longueur T" apparalt dans son
intégralité. Par conséquent, I’écriture décimale de C est formée uniquement de 1 a partir d’un
certain rang : c’est absurde.

Supposons que ’écriture de x soit périodique a partir d’un certain rang :
A(no,T) € N* x N* tq Yn > ng zpyr = 20

+oo no+71—1
x = |z +Zmn10_" = |z| + Z 107" 4 Z x, 107"
n=1 n=no+71
no+71—1 +o0o
= lzJ+ > 207"+ Y w10
n=1 n=ng
no+71—1
= lz/+ D 107" 4+1077 Z 2, 107"
n=1 n=no
no+71—1 no—1
= lz]+ D 10741077 <x—m— anm—”>
n=1 n=1

On en déduit que (1 — 10_T) x est rationnel. On conclut facilement car 1—10~7 est un rationnel
non nul.

Réciproquement, soit  un nombre rationnel.

y = x — |x| est rationnel et a les mémes décimales que z apres la virgule.

Vn € N* y, = [10"y] — 10| 10" 1y|

avec yg = 0.

Supposons y rationnel : il existe a € N* (le cas y = 0 est sans intérét) et b un entier supérieur
ou égal a 2 tels que y = —

La division euclidienne de 10™a par b donne :

Vn € N 3(gn,rn) € N x [0; 0] tels que 10"a = ¢,b + 74,.
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On a alors :

Vn € N* y, = o — 10¢n—1

10"a = 10(gn—1b + mn—1) = 10gy—1b + 107,

Donc 7, est le reste de la division euclidienne de 107,_1 par b et ¢, est la somme de 10¢g,,_1 et
du quotient de la division euclidienne de 10r,,_1 par b.

On en déduit que y, est le quotient de la division euclidienne de 10r,,_; par b.

Les nombres r,, appartiennent a [0;b] qui est fini donc il existe k et [ € N avec k < [ tel que
rE =71

Comme 7, est fonction uniquement de r,_1, on en déduit par récurrence :

Vn € NTryn = Tin

puis :

Vn eN Yk+n+1 = Yr4n+1

La suite (y,) est donc périodique de période [ — k (ou un diviseur de [ — k) a partir d’un certain
rang.

Exercice 10 (CCP 2023)

L’objectif de 'exercice est de déterminer toutes les fonctions f de R dans R de classe C? telles

que :
(+) Y(z,y) € R® flz +y) + fx—y) =2f(2)f(y)

Vz € R f"(z) = —w?f(z)

1. Résoudre ¢ f(0) =1

f(0)=0

Vz € R f"(z) = w?f(z)

2. Résoudre { f(0) =1

f(0)=0

3. Montrer que la fonction cosinus hyperbolique vérifie (x), en montrant au préalable :
V(x,y) € R? cosh (z + y) = cosh (z) cosh (y) + sinh (z) sinh (y)

4. On suppose que f est une fonction de classe C? vérifiant (x).

Montrer que f(0) € {0;1} et que si f(0) =0 alors f est la fonction nulle.
Montrer :

Vo € R ["(x) = [(0)f ().

5. Conclure.

Correction
1. L’énoncé ne le précise pas mais on suppose w > 0.
On commence par déterminer la solution générale de I’équation différentielle 3 = —w?y.
L’équation caractéristique est 2 = —w?, ses racines iw et —iw.

La solution générale de '’équation différentielle y” = —w?y est donc :

y = Acos (wt) + Bsin (wt)

Les conditions initiales y(0) = 1 et y/(0) = 0 donnent alors A =1 et B = 0.

R—R

Finalement, le probléme de Cauchy de I’énoncé a une et une seule solution : f
x > cos (wx)

On pourra observer :

Y(z,y) € R? cos (w(x +1y)) + cos (w(x —y))

= 2cos <w(m+y2—|—m—y)> + cos (w(x+y; (z —y))

) = 2 cos (wz) cos (wy)
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2. On commence par déterminer la solution générale de 1’équation différentielle v = w?y.
L’équation caractéristique est 12 = w?
La solution générale de 1’équation différentielle 3’ = w?y est donc :

y=Ae*t 4+ Be ¥t
1
Les conditions initiales y(0) =1 et y/(0) = 0 donnent alors A = B = 5

, ses racines w et —w.

Finalement, le probleme de Cauchy de I’énoncé a une et une seule solution :
R—-R

5 = cosh (wz)

cosh (z) cosh (y) + sinh (x) sinh (y)
1

= Z((ez—ke*"”)(ey—i—e*y)—i-(ex— e ") (e¥ —eY))
_ ! (e"”y + e Ve TV 4 e Y 4 5TV — PV — 7Y e’m’y)
4

1
= (e””‘y + e_x_y> = cosh (z + y)
On en déduit :

Y(z,y) € R? cosh (z 4 ) + cosh (z — ¥)
= cosh (z) cosh (y) + sinh (z) sinh (y) + cosh (z) cosh (—y) + sinh (z) sinh (—y)
= 2cosh (z) cosh (y)

et plus généralement si w € RY :

V(z,y) € R? cosh (w(x + 1)) + cosh (w(z — y))
= cosh (wz 4+ wy) + cosh (wz — wy)
= 2cosh (wx) cosh (wy)

En d’autres termes, la fonction x +— cosh (wx) vérifie (x).
4. On prend x =y = 0 : 2f(0) = 2£(0)? donc f(0) € {0;1}.
Supposons f(0) = 0.
On prend y =0 :
Ve e R2f(x) =2f(x)f(0) =0
Donc f est la fonction nulle.
La fonction nulle vérifie f”(x) = f”(0) f(x).
On suppose f(0) = 1.
On fixe z et on dérive par rapport a ¥ :
V(z,y) € R f'(x +y) — f'(x —y) = 2f(2) f'(y)
En prenant x = y = 0, on obtient : 0 = 2f/(0) donc f'(0) = 0.
On fixe de nouveau x et on dérive par rapport a y :
V(z,y) € R? f'(x +y) + f(x —y) = 2f(x) f"(y).
En prenant y = 0, on obtient :
Vo € R2f"(x) = 2f(x)f"(0)
5. Soit f une fonction de classe C? vérifiant (*).

f(0) € {0;1}

10
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Si f(0) = 0 alors f est la fonction nulle.

Réciproquement, la fonction nulle est bien de classe C? et vérifie (*).
Si f(0) =1 alors f'(0) =0 et f vérifie :

vz e R f(x) = f"(0)f(z)

Si f(0) = 0 alors f est une fonction affine.

Comme f/(0) =0 et f(0) =1, f est la fonction constante égale & 1.
Réciproquement, la fonction constante égale a 1 est bien de classe C? et vérifie (x).
Si f”(0) < 0, on pose w = /—f"(0) de sorte que f”(0) = —w?
D’apres la premiere question :

Vz € R f(x) = cos (wz)

et la réciproque a été faite a la question 1.

Si f”(0) > 0, on pose w = /f”(0) de sorte que f”(0) = w?

D’apres la deuxieme question :

Vr € R f(x) = cosh (wz)

et la réciproque a été faite a la question 3.

11



