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Exercice 1 (Ens 2023)

A et B détectent des événements aléatoires et indépendants (ce sont deux détecteurs indépen-
dants).

Pour chaque détecteur, il y a environ 5000 détections par an.

Quelle est la probabilité pour que dans une année les deux détecteurs détectent un éveénement
avec un écart inférieur a une seconde ?

Correction

On discrétise le temps en secondes.

Iy a N =365,25x 24 x 3600 = 31557600 secondes dans une année.

Pour A, on note X; la variable aléatoire qui vaut 1 si il y a détection, 0 sinon.

On peut considérer que les X; sont mutuellement indépendantes et suivent la loi de Bernoulli

de parameétre p.
N

Le nombre total de détections est Z X;.
i=1
5000
En prenant I'espérance, on a p~ —— ~ 1,6 1074,
Pour B, on note Y; la variable aléatoire qui vaut 1 si il y a détection, 0 sinon.
On peut considérer que les Y; sont mutuellement indépendantes et suivent la loi de Bernoulli de

parametre p.
N

L’évenement dont on cherche la probabilité est U (X;=1)n(Y; =1)).
i=1
On écarte le cas X; = 1 et Y;11 = 1 car si on centre les détections, I’écart est d’une seconde. Par

ailleurs envisager ce cas, compliquerait les calculs.
N

L’événement contraire est ﬂ (X, Y;) # (1,1)).
i=1
Par indépendance, sa probabilité est :

N N

[1P((X:Yy) #(1,1) = (1-p?) " ~045

i=1

La probabilité cherchée est donc 1 — (1 — p?)N ~ 055
Exercice 2 (Mines 2023)

Soient n € N* et a un diviseur de n.
On note D(a) = {k € [1;n] tq alk}.
On se place dans 'espace probabilisé ([1;n], P([1;n]), P) ou P est la probabilité uniforme.
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1. Calculer P(D(a)).

2. Soient pq, ..., p; les diviseurs premiers de n.
Montrer que les D(p;) sont mutuellement indépendants.

3. Soit B = {k € [1;n] tq k et n sont premiers entre eux}.
Calculer P(B).

Correction
1. a est un diviseur de n donc il existe b € N* tel que n = ab.
D(a) = {a;2a;...;ba} est de cardinal b.
b 1
P(D(a)) = — = —.

n a
2. Il s’agit en fait de montrer que si qi, ..., e sont des nombres premiers 2 & 2 distincts et
divisant n alors :

k k
P (ﬂ D(Qz’)) = HP(D

k
Or () D(a:) = D(q1 - .- 1)
i=1
L’examinateur a demandé de le justifier.
On procede par double inclusion.

Siun nombre est divisible par ¢; . .. g alors il est divisible par chaque ¢; donc : D(q; ... qx) C

k
ﬂ D(gi).
Réciproquement, soit b un nombre divisible par chaque g;.
b est divisible par ¢; donc b = ¢q1b avec by entier.
g2 est un nombre premier qui divise g1b; donc g9 apparait dans la décomposition en fac-
teurs premiers de g1b1. Comme ¢; est un nombre premier différent de g9, il faut que ¢o
apparaisse dans la décomposition en facteurs premiers de b;.
Donc b1 = goby avec by premier et b = g1g2b2 et on itere le procédé.
En tous cas :

k
i=1 ..

l
3. B= UDpZ ) donc B = ﬂDpl

i=1
Les D(pz) étant mutuellement indépendants, il en est de méme de leurs complémentaires

: :i:ﬁlp(p(m):i:ﬁl<l—> pi —

i=1 pZ

Exercice 3 (CCP 2023)

Soit X une variable aléatoire qui suit la loi géométrique de parametre p €]0;1].
Soit A I’événement : X est un nombre pair.
Soit B I’évenement : X est un multiple de 3.
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Calculer P(A) et P(B).

Les évenements A et B sont-ils indépendants ?

Correction
+o0o —+o0
P(A) = ZP(XZ%) d@—p)lp
n=1 n=1
ql—q
_ pq _ g _1-p
1-¢(1+q) 1+q 2-p
+oo 400
P(B) = > P(X=3n)=> (1-p)*'p
n=1 n=1
+o0 3
p O
= —_ q = -
q; ql—g?
_ pe’ ¢ _1-2p+p’
-0 +aq+¢) 1+q+q 3-2p+p°
+oo
P(ANB) = P(6|X)= ZP => (1-p)°'p
n=1
— Qioq&m_]? QG
q= ql—¢q°
pq° - q°

I-al+a+P+@+a'+¢%) 1+a+dE+d+d"+¢

A et B indépendants

& P(ANB) = P(A)P(B)
— q3 _ q5
I+ +q+¢*) 14+q+@+@+¢*+¢°
<~ 1 = QQ
1+2¢+2¢2 +¢* 1+q+@F+@+qt+°
= 1+q+P+ P+ + = +2¢* +2¢* + ¢°
= ¢+ =1+¢q
= ¢C(l+q =1+g¢
<= q3:1
<~

q = 1 ce qui est exclus

A et B ne sont jamais indépendants.

Exercice 4 (Mines-Telecom 2023)
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On dispose de deux urnes : 'urne numéro 1 quui contient 3 boules blanches et 5 boules noires
et I'urne numéro 2 qui contient 2 boules blanches et 3 boules noires.

On tire la premiere boule dans une des urnes, tirées au sort avec équiprobabilité des deux urnes.
On note la couleur de la boule et on la remet dans I'urne dont elle provient.

Si la boule est blanche, le prochain tirage se fera dans 'urne numéro 1. Si elle est noire, dans
I'urne 2.

On note p, la probabilité de tirer une boule blanche au n-iéme tirage.

1. Exprimer p,y1 en fonction de p,.
2. Déterminer p,.
Correction

1. Pour tout n € N*, on note A,, 'événement : la n-iéme boule tirée est blanche.
On note A ’évenement : le premier tirage se fait dans 'urne 1.
Par la formule des probabilités totales :

p1 = P(A1) = P(A; | Ag)P(Ao) + P(Ar | Ag)P(Ao)

B 3X1+2X1
872 572
B 15+16_31
80 80 80

Ensuite, toujours avec la formule des probabilités totales :

Vn €N pop1 = P(An1) = P(Aps1 | An)P(An) + P(Apy1 | A)P(An)

3 2
= gpn + 5(1 - pn)
B 1 n 2
VT
Cette formule est valable pour n = 0 en prenant pg = 5
2. Liéquation 7 — —- 4 = od t le solution : | = -0
. L’équation = = 401 5 p2OSSG e une et une seule solution : [ = i
Vn € N =—— =
n Pn+1 40pn + 5

2
etl——El—i—gdonc.

1
Vne€Npy1—1= _Zo(p” —1)
Donc :

—1\" 16 —1\" 9
VnEan—l‘F(m) (pO_l)—41+(40> @

Exercice 5 (Mines 2024)

Soit (2,.A, P) un espace probabilisé.

Soit A1, ..., A, des événements.

Soit Ty, = {A1, A1} x - x {A,, Ap}.

Calculer Z P(B1U---UBy,).
(B1,...,Bn)€Tx

Correction
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La premiere difficulté de ’exercice consiste & comprendre I’énoncé ie la notation Z P(ByU---UB,).
(Bla-n,Bn)an

Dans le cas n =1, I'y = {Ay; A1} et la somme cherchée est P(A;) + P(A;) = 1.

Dans lecasn=2:

Ty = {Ay; A7} x {As; Az} = {(A1, A9), (A1, A3), (A1, Aa), (A1, A3) }.
La somme cherchée est P(A; U As) + P(A; U Ay) + P(A; U Ay) + P(A] U Ay)

P(AUB)+P(AUB) = P((AUB)U(AUB))+P((AUB)N(AUB))
= P(AUBU§)+P((A0(AUE))U(Bm(AUE)))
= P(Q)+P(Au((BmA)u(Bm§)))

= 1+P(AU((BNA)UD)=1+P(AU(BNA))
= 14 P(4)

Donc pour n = 2, la somme cherchée est :
1+ P(A))+ 14+ P(4;)=3
Dans le cas général :

>  P(BiU---UBy)

(Bi,...,Bn)€T,

= 3 (P(BiU---UB, 1UA,) + P (BiU---UB, 1U4,))
(Bl,...,anl)EFn,l

— > (1+P(ByU---UBy_1))
(Biy--yBn—1)€l'n_1

= ol > P(BiU---UB,_1)

(BiyesBn1)€ln—1

On doit donc déterminer u,, avec u; = 1 et :
Vn > 2 uy = Up_1 + 271

Une récurrence triviale donne :

Vn e N*u, =2"—-1



