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Exercice 1 (CCP 2023)

Soit p €]0; 1].
Soient X et Y deux variables aléatoires a valeurs dans N telles que :
V(m,n) € N2 P(X =m,Y =n) = p*(1 —p)*t™

1. Trouver la loi de X.

2. Trouver la loi suivie par X + 1, donner son espérance et sa variance.
En déduire I'espérance et la variance de X.

3. Donner la loi de Y.
X et Y sont-elles indépendantes ?

4. On pose Z = max (X,Y) et on affirme qu’il s’agit d’une variable aléatoire.
Exprimer 'événement (Z = n) (n € N) a laide des événements (X = n), (Y = n),
(X <n)et (Y <n).
En déduire la loi de Z puis son espérance et sa variance.
Correction

1. Y est a valeurs dans N donc ((Y = m)),,cy est un systeme complet d’événements.
Par la formule des probabilités totales :

400 400
VmeNP(X=n) = Y P(X=nY=m)=)Y p*1l-p"™
m=0 m=0

n"rOO mo__ n 1
= p(1-p) ;0(1—29) =P -p)" g

= p(1-p)"

2. X + 1 est a valeurs dans N* et :
VneEN*P(X+1=n)=P(X=n—-1)=p(1l—-p"!
X + 1 suit donc la loi géométrique de parametre p.

On en déduit E(X +1)=—-et V(X +1) = 1 _21?'
On en déduit : 1]9_ . P
EX)=BE(X+1)-1=—=

1 —pp

V) = V(X 1) = =
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3. X et Y jouant des roles symétriques, ¥ a la méme loi que X.

Y(m,n) eN> P(X =m,Y =n) = p*(1—p)"™™ =p(1—p)"p(1—p)"
= P(X=n)P(Y =m)
X et Y sont indépendantes.

4. (Z=n)=(X=n)Nn¥ <n)U((X <n)Nn(
On en déduit :

[
<

VneNP(Z=n) = P(X=n)Nn¥ <n)U(X <n)Nn(Y =n)))
= P(X=n)Nn¥ <n)+P(X<n)NY =n))
—P((X =n)n (Y <n))n((X <n)n (Y =n)))

k=0
— 21— Y1 ) -
k=0
_ _ \n+l
= 2p°(1- )”M—ﬁ(l—p)%

= 2p(1=p)" = 2p(1 = p)*" ' = p*(1 — p)*"
= 2p(1-p)"+ (p—2)p(1 - p)*"

On en déduit :

“+oo
E(Z) = Y nP(Z=n)
n=0
+o0o +oo
= 2pY n(l—p)"+plp—2)Y n(l—p)*"
n=0 n=0
Or:
400 1
Vﬂ:E]—l;l[Zx”: -
n=0
ce qui donne en dérivant :
+oo - 1
V:U'G]—l;l[nz_:lnm :m
puis :
+00 P
Vo e] —1;1] nzzjonxn = e
Donc :
2p(1-p) | plp—2)(1—p)*
_ 21-p) (1-pp?
P p(2-p)
_ 1—p<2_ l—p) _1-» B-p
P 2-p P 2-p
_ B-pd-p
p(2—p)
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En dérivant la formule ci-dessus, on a :

+o0
Vo e] —1;1] Z n?z"

n=0
et :

Ve €] — 22"—

On en dedmt

E(Z%) =

Finalement :

V(Z) =

(=22 +22(1—m) 1+z

(1—-a)* T (1—a)
z(1+x)
1—=x)3
+o0
ZnQP(Z:
+o0o
QPZ )" +plp—2) > n*(1—p)*"
n=0
2p(1— p)(2—p) -’22+ D)
D3 +p(p —2) 0E )
1-p (1-p)(2—2p+p%
P2 (2(2—10)— 2—p)? )
])2(12__2;)2 (208 — 12p + 697 — ) — (2 — dp+ 3p” — "))
gz (142004977 )

E(Z%*) — E(Z)*

1-p 2 3 (3_19)2(1_19)2
14 —20p + 9p° — p° ) —
p*(2 —p)? ) p*(2 —p)?
1-p

(
o (14 = 20p + 9% — p* — (1 - p)(3 — p)?)
1—-p (
(

(

14— 20p +9p° — p* — (1 - p)(9 — 6p+p*))

p*(2 —p)?
% 14 — 20p + 9p2 — pP — (9 — 15p + Tp? —p3))
p*(2—p)
1—-p 2
5—5p+2p
p*(2 —p)? )

Exercice 2 (Centrale 2023)

On dispose de p + 1 urnes numérotées de 0 a p.
L’urne numéro j contient j boules rouges et p — j boules noires.

Soit n € N*.

On tire au sort une urne et ensuite on effectue n tirages avec remise dans cette urne.
On note X, la variable aléatoire égale au nombre de boules rouges obtenues.

1. Déterminer la loi de X, et son espérance.

2. Déterminer pour k €

Correction

N, lim P(X, =k)
p——+o00
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1. On note N le numéro de 'urne tirée au sort.
N suit la loi uniforme sur [0; p].

La loi de X,, conditionnellement a N = j est la loi binomiale de parameétres n et S
p

Xn(22) = [0;n].
On applique la formule des probabilités totales avec le systéme complet d’événements
(N =7))o<j<p:

Vk € [0;n] P(X, =k) = ZP X,=k|N=j)xP(N=j)

p -\ n—k
1
= E ") (L 1—‘7) X —
k P p+1

Jj=0

1
= GiOr ()Z]p gk

Je ne pense pas qu’on puisse donner une expression simplifiée de cette somme dans le
temps imparti. Par exemple pour k=n,on a :

P(Xn:n) p+1 Z]

et le calcul de la somme n est pas trivial.
Passons au calcul de I'espérance :

.
(=]

B(X,) = i
- 21 () (-0
1

= HIONCH Y

1 &nj
= ﬂ espérance d’une loi binomiale
P+ 1
_ 1 Qp(er H_n
 opH+lp 22

ce qu’on aurait pu intuiter par un argument de symétrie.
2. On fixe n et k € [0;n].

po=n= (1) (0) (-3)

Avec les sommes de Riemann, on obtient :

li P(X,, = n k
i P =)= (1) [0t

Reste a calculer I'intégrale.
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On fait une intégration par parties :

/1 k(l )n—kd xk+1 (1 )n—k ' + n—k ! k+1(1 )n—k—l d
X — X xr = — X X — X X
0 k+1 0 k+1Jo
n—k [t —k—1
S 1— 2" k1q
kE+1Jo O !

et on recommence.

! e _ (n=kK)n-k-1)...1 t
/oxk(l_”) tdz = k+1)(k+2)..n /Oxd””

k! 1
S S
() T n+1
N . 1
Dou: lim P(X,=k)=
p——+o0 n+1

Exercice 3 (Mines 2023)

1. Soit Y une variable aléatoire qui suit la loi binomiale de parametres n et p.
Déterminer sa série génératrice.

2. Soient Y et Z deux variables aléatoires indépendantes a valeurs dans N telles que
U =Y + Z suive la loi binomiale de parameétres n et p.
Montrer que Y et Z suivent également des lois binomiales.

3. Soit U une variable aléatoire qui suit la loi binomiale de parametres n et p.

Soient [ et m deux entiers tels que P(U =1) >0, P(U=m) >0et m > 1+ 3.

1
Soient Y = V;J et 7 = {U;—J

(a) Montrer que Y et Z ne sont pas indépendantes.
(b) 7
Correction
1. C’est du cours.
VEeRGy(t) =(1—p+py)"

2. U(Q) =[0;n] et Y et Z sont a valeurs dans N donc Y (2) et Z(€2) sont inclus dans [0;n].
On en déduit que Gy et Gz sont polyndomiales.
Y et Z sont indépendantes donc Gy = Gy x Gz ('examinatrice a demandé de démonter
cette formule, c’est du cours).

. . ) -1
Si z est une racine complexe de Gy alors z est racine de Gy donc z = L.

p
D’apres le théoreme de d’Alembert-Gauss, il existe k € N et a € C* tels que :
—1\*

1
Mais Gy(l) =—ldoncg= ———— :pk

)

p
On en déduit :
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3.

Vt e R Gy (t) = (pt +1—p)*

Donc Y suit la loi binomiale de parametres k et p (si k = 0 alors Y est presque stirement
constante égale a 0).

Y et Z jouant des roles symétriques, Z suit la loi binomiale de parametres [ et p.
E(U)=E(Y)+ E(Z) donne np = kp+ Ip donc l =n — k.

(a) Supposons Y et Z indépendantes.
u U
Y+Z:§+5:UsiUestpair.
U-1 U+1
Y+ Z= T—i—i = U si U est impair.

Donc Y ~ B(k,p) et Z ~ B(n — k,p) avec k € [1;n].

OrY <Zdonc P((Y =1)N(Z=0))=0.

Donc P(Y =1)P(Z =0) =0.

Mais P(Z = 0) = (1 — p)"~* > 0 (on suppose p €]0;1[) donc P(Y =1) = 0.
Donc k=0et Y =0 ps.

Donc U € {0;1} ps.

Donc n = 1.

Réciproquement si n = 1, U suit en fait une loi de Bernoulli de parametre p.
Y=0pset Z2=U.

Z et Y sont bien indépendantes dans ce cas :

V(y,2) €Y(Q) x Z(Q) = {0} x {01} P(Y =y, Z=2) = P(Z=2)

(b)

Exercice 4 (Mines 2023)

1. Rappeler la définition du rayon de convergence d’une série entiere.

4.

. Soit (X,,)nen une suite de variables aléatoires a valeurs dans N non presque siirement

constantes, indépendantes, de méme loi possédant une espérance.
Q= RU{+o0}

w— Rey Z Xn(w)z"
n>0
Montrer que (R > 1) = {w € 2 tq X,,(w) = 0 & partir d’un certain rang}.

En déduire P(R > 1) = 0.

Soit R

. Soit ¢ < 1.

Montrer que P(R < ¢) = 0.
En déduire que P(R=1) = 1.

Correction

1.

2.

Soit (ay)nen € CN.

Le rayon de convergence de la série entiere Z a, 2" est la borne supérieure,éventuellement
n>0

infinie, de {r € R} tq la suite (a,r™)nen est bornée.}

Soit (@ )nen € CN.

Rey Z apz" | > 1 <= 3Ir >11tq (apr™)nen est bornée
n>0
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ou encore :

Rev Z anz" | > 1 <= 3(M,r) € R x]1;4o00[ tq ¥n € N |ap| < Mr—"

n>0
On suppose Iévénement (R > 1) réalisé. En d’autres termes on considére w € Q tq
R(w) > 1.
I(M(w),r(w)) € REx]|1;+00[ tq Vn € N | X, (w)| < M (w)r(w)™
M (w)r(w)™ ——— 0 donc :

n—-+00

Inp(w) € N tq Vn > ng(w) M (w)r(w) ™ < 1
On a alors :
Vn > np(w) Xp(w) =0
La réciproque est triviale : si les coefficients sont nuls a partir d’un certain rang alors la
série entiére est en fait un polynéme et son rayon de convergence est infini.

(R>1)={w e Qtq Xp(w) =0 a partir d’'un certain rang}.

+o0
On a alors (R > 1) = U ﬂ (Xn, =0).
noeN n=no
On note p = P(X,, =0) < 1.

N
VYN >ng P ( ﬂ (X, = 0)) = pN =m0+ par indépendance et équidistribution.
n=ng
On en déduit par continuité décroissante :

+o0o
P(ﬂ (Xn:0)>:0

n=n,
Par souos—additivité, P(R>1)=0.
Remarque
On peut montrer P(R > 1) = 0 sous des hypotheses beaucoup plus faibles.
11 suffit qu’il existe a # 0 tel que P(X = a) > 0 (ou X désigne une variable aléatoire de
méme loi que les X,,).
Les événements (X,, = a) sont mutuellement indépendants et la série de terme géné-
ral P(X, = a) diverge (grossierement) donc d’apres le second lemme de Borel-Cantelli,
I’événement (X, = a) est réalisé presque sirement une infinité de fois. Donc la suite
(X, 1™)pen ne converge pas vers 0 avec probabilité 1.
Donc P(R<1)=1.

3. Soit d €]¢; 1].
(R <c¢) C ((Xnd")nen n'est pas bornée) = ﬂ U (| Xnd"| > k)

keNneN
Si on note M = E(|X,|) = E(X,) (indépendant de n) alors avec I'inégalité de Markov :
mn

d
¥(k,n) € N* x N P(|X,d"| > k) < mT

Par sous-additivité :

400
md"™ m
VEeN*"P | | (IXpd"| > k)| <> =
~ kK14

n

Par continuité décroissante : P ﬂ U (|IXpnd"| > k)| =0
keNneN
Par croissance de P, P(R < ¢) = 0.

Remarque
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On peut ici aussi utiliser Borel-Cantelli.

On suppose que la série de terme général P(|X,d"| > 1) converge.

C’est le cas en particulier si X a une espérance, via l'inégalité de Markov.

D’apres le premier lemme de Borel-Cantelli, on peut affirmer avec probabilité 1 qu’il n’y
a qu'un nombre fini d’entiers tels que | X,d"| > 1.

Donc la suite (X,,d"),en est bornée avec probabilité 1.

Donc P(R>d)=1et P(R<¢) < P(R<d)=0.

. On a donc :

VnGN*P(1—1<R§1>:1
n

Par continuité décroissante, P(R = 1) = 1.

Exercice 5 (Centrale 2023)

Soient X1,..., X, n variables aléatoires indépendantes qui suivent toutes la loi géométrique de

parametre p.
Soit M,, = max (X1,...,X,).

1.

Calculer P(X; < k).
Rappeler E(X1) et V(X7).

2. Calculer P(M,, > k).

3. Ecrire une fonction Python Esp(p,n) qui effectue 103 simulations de M, et qui donne
une valeur approchée de ’espérance de M,,.
+oo
On utilisera la formule E(M,) =Y P(M, > k).
k=0
|
4. Ecrire une fonction Python qui calcule H,, = Z i
k=1
5 T & hique (E(M,)) ( —Hn ) t ( —Hn 1)
. Tracer sur un méme graphique 1<n<50, | ———— et (| ————
' nEE In(1-p)/1<n<s0 In(1-p) 1<n<50
pour p = > 11 et faire une conjecture.
+o0
6. Montrer que E(M,,) = / (1 - (1 —(1-p) w)n) dt
0
Il restait au moins 5 questions.
Je propose la restitution suivante :
7. Montrer : /+<>o (1-(1-(-p")") at < B(M,) <1 +/+OO (1-(-a-p")") a
. N — n) =
0 0
8. A l'aide du changement de variable z = (1 — p)!, montrer :
o0 n —H.
1-(1-(1-p)t) )= —"2—
L= -a-n)) =i
9. Conclure.
Correction
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1. P(X;<0)=0

k
VEEN'P(X1<k) = Y PXi=0)=) pd"
=1 =1
k-f

H
T

l —dq

Il
S

q =
1=

0
= 1-(1-p*
Cette formule est donc encore valable pour k£ = 0.

1 q
E(X)) ==, V(X)) = L
(X1) . (X1) e

Ve NP(M, >k) = 1—P(Mn§k:):1—P<

D=

(X; < k))

k
= 1- H P(X; < k) par indépendance
=1
= 1— P(X1 < k)" car Xj a la méme loi que X

- 1—(1—(1—p)k)n

3. Le programme qui suit a deux mérites : il marche et il est rapide a écrire. Par contre, sa
complexité n’est pas optimale.

import numpy.random as rd

def Esp(p,n):
N=10%*3
listeM=[]
for i in range (N):
X=rd.geometric(p,n)
M=max (X)
listeM.append (M)
Maxi=max (listeM)
ep=0
for k in range(Maxi):
c=0
for 1 in range(N):
if listeM[1]>k:
c+=1
ep+=c/N
return(ep)

4. def H(n):
return sum(1/k for k in range(l,n+1))

5. Le code suivant répond a la question :

p=.75
N=50
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les_x=[n for n in range(1,N+1)]

les_y=[Esp(p,n) for n in range(1,N+1)]
les_z=[-H(n)/np.log(1l-p) for n in range(1,N+1)]
les_zz=[-H(n)/np.log(1l-p)+1 for n in range(1,N+1)]
plt.plot(les_x,les_y,color="red’)
plt.plot(les_x,les_z,color="black’)
plt.plot(les_x,les_zz,color=’black’)

Je n’ai pas pris la peine d’inclure les dessins. La courbe en rouge est comprise entre les
deux courbes en noir. On conjecture donc :

—H H
VneN' — " < EB(M,) < ———+1
neN iy SEM St
—,
Comme (H,) diverge vers 400, on en déduit E(M,) ~ ————.
In (1 —p)

—In(n)

Enfin, on a tres classiquement H,, ~ In (n) donc on aboutira & E(M,,) ~ mi—p)
n(l—p

6. Soit f Ry - R
- to1-(1-(1-p)"

f est continue par morceaux sur R; (mais elle n’est pas continue).
k k-1 k=1 41 n
szeN*/f(t)dt = Z/ f(t)dt:Z/ (1-(-a-p)")a
0 1=0 7! 1=0 7!
k—1

= Y P(M,>1)

=0

+1

On n’a pas encore justifié que M,, avait une espérance. M, étant & valeurs entieres
positives, il suffit de prouver que la série de terme général P(M,, > k) converge.
Lorsque k tend vers +oo, (1 — p)k converge vers 0 donc :

P(My > k) =1=(1=n(1=p) +o((1=p)*)) =n(1 = p)* +0((1 = p)k) ~ n(1 - p)*
On en déduit que la série Z P(M,, > k) converge.

k>0
On déduit alors du début de cette question :

k
| st —— B0

+oo
f étant a valeurs positives, on en déduit classiquement que / f(t)dt converge et :
0

B(M,) = /Om (1-(1-(a-p)")a

T.VteRt—1<[t] <t
p €]0;1[ donc In (1 —p) <O et :
VieR(t—1)In(1—p) > [t]In(1—p)>tin(l—p)
On en déduit :
VieR(1—p)'t>(1-pl>@1-p)
puis :
ViERTI-(1-p)lt<1i-Q-pll<1-(@1-p)
Sit > 1, tout est positif et la fonction x — =" est croissante sur R donc :
Vi1 (1-(1-p) )" < (1-1-pl) < (1-(1-p)"
D’ott on tire :

10
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/1+°O (1— (1—(1—p)t)n) dt < /1+°O (1— (1— (1_p)LtJ)") dt < /1+°O (1_ (1_(1_p)t71)") a

Dans l'intégrale de droite, on fait le changement de variable C' strictement monotone

Sjé—letona: o
£\" t\" t\"
/1 (1-(1-a-p) )dtg/l (1-(1-a-pt) )dtg/o (1-(1-a-p")")da
Pour ¢ compris entre 0 et 1, on a :
1-(1-pt<0<1-(1-p<1-(1-p)
Donc on écrit : N
0<(1-(-p¥)" <--p""
D’ou :
1-(1-(-p)<1-(1-(a-p) <1
On en déduit :

/01(1—(1—(1—p)t)n) dt§/01(1—(1_(1_p)LtJ)”) dt <1

et on conclut facilement.

—+00

8. Le changement de variable est C! strictement décroissant.
In (z) ) dx

——— _puis dt = ———

In(1-p) zln (1 —p)

/0+OO (1-(-a-p)")a = /10 ===y mg:c_m

x = (1 —p)! donne t =

-1 1"*1( )k
= 1—2)"dx
In (1 _p) 0 k=0
1 n—1 .1
= (1—x)Fdz

k=0 0
1 n—1 1
N ln(l—p)kz:%k—i—l
- In(1-p)

9. Cf les remarques a la fin de la question 5.
Exercice 6 (Ens 2023)

On considére n points deux a deux distincts du plan (n > 3).

Soit F ’ensemble des parties [1;n] de cardinal 2.

On considére une famille (X, ).cg de variables aléatoires mutuellement indépendantes et suivant
toutes la loi de Bernoulli de parametre p €]0; 1].

Si X =1 alors on trace le segment joignant les points d’indice i et j ou e = {i;j}.

Soient T}, le nombre de triangles et a, = p3 ;L

Montrer que :

11
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Ve>0P<

In 1‘ > ) —o.

Qn,

Correction

Luisa a commencé par chercher la loi de T),. L’examinateur I’a arrété et lui a demander de
chercher autre chose : 'espérance.

Il s’agit typiquement d’écrire 7,, comme une somme d’indicatrices et d’utiliser la linéarité de
I’espérance.

Soit F' l’ensemble des parties [1;n] de cardinal 3.

Tn — Z 1X{i,j}:1 et X{j,k}ZI et X{kﬂ-}:l
= ) Ixpn=1 X Ixg =1 X Ixgg =t
{ig.k}er
= > XupXumXma
{i,,k}eF
On en déduit :
E(T,) = Z E (X{i,j}X{j,k}X{k,i}) par linéarité
= Z E (X{i,j}) x F (X{j,k}) x FE (X{k,i}) par indépendance
{i.,k}eF
= Z p X pxp=p>Card(F)

A

D’apres I'inégalité de Bienaymé-Tchebyschev :

Ty
Ve>OP<—1’ >e> = P(|T, — an| > ane)
QA
= P(|T, — E(T,)| > ane)
V(Ty)
= a2 e?
—1)(n—2 Sn?
an:pgn(n é(n )Npél _
1l s’agit donc de montrer que V(7)) = o (nf).
Or:
V(Tn) = Z 4 (X{i»j}X{jyk}X{kvi})—i_ Z Cov (X{ilJl}X{jl,kl}X{kl,il}’ Xin.jay X {2k} X (e,
{i,j,k}eF {i1,71,k1} x {i2,j2,k2 }EF?

Cela donne une somme de N + N(N — 1) termes ou N = (Z) est le cardinal de F.

6
Cela fait N2 ~ - termes : clest trop. En fait si {i1;j1; k1} et {i2, jo, k2 } sont disjoints ou ont un
seul point en commun alors les variables aléatoires X ;) v X1 k3 X (k1,i1) €0 X (a2} X (o ko } X {kosin}
sont indépendantes et leur covariance est nulle.
Il reste donc dans la somme de droite les termes pour lesquels {i1;j1;k1} N {i2, jo, ka} est de

12
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cardinal 2.

_ 4
Cela donne Ny = <Z> X 3(n { 3) ~ % termes.

La variance de T}, qui est égale a
NV (X{172}X{2,3}X{3,1}) + NoCov (X{1,2}X{2,3}X{371}, X{1,2}X{2,4}X{4,1})
est donc en O (n?).

Exercice 7 (X 2023)

1. Montrer :
Vz € R cosh (z) < */2

2. Soit (Xk)gen+ une suite de variables aléatoires mutuellement indépendantes et suivant la
loi uniforme sur {—1;1}.

n
Pour tout n € N*, soit S,, = Z X,
k=1
Montrer que pour tout A € Ry, P (|Sp| > A) < 2e2/(2n)

Correction

T

e -
1. Vz € R cosh (z) = %

= (2n)!
2n n
avec pour n > 1, (2n)! = Hz > H 2i = 2"nl.

i=1 =1
C’est vrai également pour n = 0 donc :

+oo 2n 2/9
_ T
Vz € R cosh (z) < z:@ ] = ©
n—
2. L’inégalité est triviale pour A = 0 car a gauche on a une probabilité et a droite 2.

Soit A > 0.
Soit ¢t > 0, a choisir plus tard en fonction de .

P(Sy>X) = P(tS, >t) =P (e > e?)

E etS” Z th n
S ( = ) — eft)\E ek=1 — eft)\E (H eth>
e
k=1
n
< et H E (eth ) par indépendance
k=1
s 1
< et H ( el 4+ = e—t) par le théoréme de transfert
Pl 2 2
< e (cosh (t))"
< e—t)\+nt2/2
Soit f Ry - R
oi
t e —tA+nt?/2

f est de classe C! et :
Vi e Ry f/(t) = =\ + nt.

13
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A

On en déduit que f est minimale en t = o
/(3)-E4E -
n) m - o
Donc P(S > A) < e_>‘ /(2n)

Z Xp = Z —X)
k=1
(— Xk:)k:eN* est une suite de variables aléatoires mutuellement indépendantes et suivant

la loi uniforme sur {—1;1}.
Donc -85, a la méme loi que S,,.

Donc :
P(Sp < —A) = P(=5, > \) < /)

On conclut avec (|S,| > A) = (S, > A) N (S, < =) (union disjointe si A > 0).

Exercice 8 (X 2023)

Soient n et m deux entiers supérieurs ou égaux a 2.

On considere un dé a n faces numérotées de 1 a n et un dé a& m faces numérotées de 1 & m qu’on
jette simultanément.

Peut-on les piper pour que la somme des points obtenus sur les deux dés suivent une loi uni-
forme?

Correction

Soit Z le résultat du dé a n faces et Y celui du dé a m faces.

On considere qu’on peut fixer arbitrairement la distribution de probabilité de Z et de Y :
n

D1y Pn € Ry, Zpk =1, pour tout k € [I;n], P(Z =k) =
k=1
m

Q- Gm €RL, D qp =1, pour tout k € [L;m], P(Y =k) = qi
k=1
On suppose que Z + Y suit la loi uniforme sur [2;n + m].

Z et Y sont indépendantes donc Gz4y = GzGy
Ve e R Gz(x Zpkx

Ve € R Gy (x qux

n+m 1 .
VreRG )= —x
z+v (2) kz; e
On a donc une égalité entre polyndmes :
' 1 k ( k k
(S (S
i ntm—1 k=1 :
Le coefficient de X" donne ———— = p,q,n donc p, > 0 et ¢, > 0
n+m-—1
n n—1
Si n est pair, n — 1 est impair et le polynéme Zkak_l = Z pl+1Xl a au moins une racine
k=1 1=0

réelle (en utilisant le théoréme des valeurs intermédiaires).
n

Par conséquent, le polynéme P = Z pe X" a au moins deux racines réelles (comptées avec leurs
k=1

14
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multiplicités).

m
De méme si m est pair, Q = Z ¢+ X" a au moins deux racines réelles (comptées avec leurs
k=1
multiplicités).
Donc si n et m sont tous les deux pairs, le polynéme de droite a au moins 4 racines réelles
(comptées avec leurs multiplicités).
n+m 2 n+m—1
Mais a gauche, Z L Xk = XX — 1) a une seule racine réelle : 0 de multi-
i ntm—1 (n+m—-1)(X—-1)
plicité 2 donc on aboutit a une contradiction.
Le cas de deux dés a 6 faces est donc réglé.
Mais je ne vois pas comment traiter les autres cas par cette méthode.
On revient au cas général (on ne suppose plus rien sur la parité de n et de m).

Le coefficient de X" donne pnqi + pn_1q2 + - - + p1gn = avec la convention ¢; = 0

n+m-—1
sil>m.
Donc pngm = pnq1 + pn—1q2 + -+ - + P1¢n > Pnq1 €t gm > q1.

De méme p, > p;.
1

n+m-—1
Donc p1g1 = pngm avec 0 <p1 < pp et 0 < q1 < gm
Donc p1 = pn et g1 = gm.
Donc pngi = pngm = pnqi +Pn—192 + -+ + P1¢n
On en déduit pp—1g2 + -+ + p1gn = 0 puis py—1g2 = - - - = p1gy = 0.
Si on ajoute I'hypothese : p1,...,pn,q1,...,¢m > 0 ie il n’y a aucune face presque stirement
impossible, on a aboutit a une contradiction.
Par contre si les p; et les g; peuvent étre nuls c’est possible :
xXH-1 XxXB-1 X°-1
X-1 X°-1 X_1
Donc :

ix’“: (14 X7+ X10) x (14X + X2+ X* 4 X7)
k=0

Le coefficient de X2 donne pP1q1 =

Avecn=1letm=5onan+m—1=15=3 x5 donc :

nféX’“ = 1§X’“:1(X+X6+X”) x (X 4+ X2+ X5 4 X1+ X°)
i ntm—1 15 = 15

1 1 1 1 1 1 1 1
= (=X +-Xx6 X“) (X X% ox3 4 2 xt X5)
<3 T3t T3 “\5t et st st T

Essayons d’obtenir tous les cas possibles.
P
Les facteurs irréductibles de — et de Q sont de la forme X + 1 ou X2 — aX + 1 (les racines

complexes non réelles de P et de @ sont de module 1).

1 5 1 1 9
X(X—i-l):X—i—letX (XQ—aX—i—1>:1—aX+X

Donc X”_IP (X> = P(X).

1/X X
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1 n n
A - 1 — ; +1-k _ k
On en déduit : X"*t1P (X) = P(X) ie g:lpkzXn = 1;:1ka ou encore

n n
an+1—ka = Zkak puis :

k=1 k=1
Vk € [1;n] ppy1—k = P
De méme :

Vk € [L;m] gmei—k = @

Pn—1q2 = 0 donc pp,—1 =0 ou g1 = 0.

On peut supposer sans perte de généralité que p,_1 = 0.

Le coefficient de X"~ est pr—1¢m + PnGm—1 = Pngm dONC Gm_1 = Gm.

Pn—2¢3 = 0 donc p,,—2 = 0 ou g3 = 0.

Si Pn—2 = 0 alors ¢n—2 = g

On aboutit donc & P = p1 X + gy X' 4+? + pp1 o X" 4 p X" et Q = X + -+ X1 +
OXl—l-? + OXWH’I*I + qum+2fl e qme

1
Quand on fait le produit PQ, p1 X(@ contribue pour 71()(2 o X 0X L7 1

n—+m —
0Xm+27l + querlfl I )
La seule contribution & X**! vient de p; X! donc p; = p;.
Comme il ne doit pas y avoir de chevauchement entre p; XQ, p; X'Q et les autres on a :
xm=1_1
Q=qX+ - +X")=aX—F——
et P=p X(14+X™4+ X2 ... 4 X771
Il apparait donc nécessaire que n — 1 soit un multiple de m (si m <n —1).
On retrouve I’exclusion du cas n et m pairs.
Réciproquement, sin — 1 = km :

1 ”i"Xk 1 , XM=l
n+m-—1/:/= n+m—1 X -1
1 , X (E+Dm _q
(k+1)m X -1

1 X2X<k+1>m —1X™m -1
(k+1)m Xm—1 X-1
1

= (M(X+Xm+1+---+ka“:")) x <

1
m

(X+X2+---+Xm)>

La réponse est donc :
oui si et seulement si m divise n — 1 (en supposant sans perte de généralité m < n)
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