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Exercice 1 (CCP 2023)

Soit E = {(un)neN e RN tq Vn € Nupyrg — 2upts — 1lupqo + 12up 41 + 36u, = 0}

1. Montrer que F est un espace vectoriel.

. S (p
2 ()1‘
( TL)”EN (u07 “1, u2? u3)

Montrer que ¢ est un isomorphisme.

Donner la dimension de F.
3. Montrer que 'application T : (up)nen — (Un+1)nen est un endomorphisme de E.
4. Montrer que T% — 273 — 117% 4+ 12T + 36idg = 0.

Montrer que (1" — 3idg)? o (T + 2idg)? = 0.
5. Donner les valeurs propres possibles de T'.

6. Donner les valeurs propres et les vecteurs propres de T
Est-ce que T est diagonalisable 7

7. Montrer :
e Ker (T — 3idg)?) NKer ((T + 2idg)?) = {0}
o Im ((T + 2idg)?) C Ker (T — 3idg)?)
o E=Ker (T —3idg)?) ®Ker (T + 2idg)?)
8. Donner une base de FE.

Correction

1. On montre que E est un sous-espace vectoriel de R".
e FCR"”
e La suite nulle appartient a F.
e F est stable par combinaisons linéaires.
Soit u = (un)nen €t v = (Up)nen deux éléments de E.
Soit A et p deux réels.
Soit w = Au + p.

Vn € Nwpiqg — 2wny3 — 1lwpio + 12wp 41 + 36w,
= Munta — 2Uny3 — 1upto + 120,471 + 36uy,)
+p(vnta — 20p43 — Llvppo + 120,41 + 360y,)
= Ax04+px0=0
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2. On vérife facilement que ¢ est linéaire.
Etant donné (z,y,z,t) € R%, il existe une et une seule suite vérifiant la relation de
récurrence et les conditions initiales ug = x, uy =y, uo = z et ug =t.
En d’autres termes, ¢ est bijective.
@ est donc un isomorphisme d’espaces vectoriels.
On en déduit que E a la méme dimension que R?* ie 4.

3. Soit u € E.
On note v = T'(u).

Vn € Nupig — 20p43 — 1lopyo + 120541 + 360y,
Untat1 — 2Upy3+1 — Lupgopr + 12up 1141 + 36upq

= Upt1+4 — 2Unt1+3 — upt142 + 12up 4141 + 36up41
=0

Donc T'(u) € E.
On vérifie ensuite facilement la linéarité de T'.

4. Soit u € FE.
T(u) = (Unt1)nen, T?(u) = (Upi2)nen et ainsi de suite.
(T* =273 —11T? +12T+ 36idg) (1) = (Upta — 2Uny3 — 11unyo + 12upi1 4 36uy),cy =0

(X =3)%(X +2)? = (X2-6X+9)(X%+4X +4)
= X*4+4X34+4X% -6X% —24X% — 24X +9X? + 36X + 36
= X*-3X% _11X%2+12X + 36

Donc :
(T — 3idg)? o (T + 2idg)? = T* — 273 — 1172 4+ 12T + 36idg = 0
5. Le polynome (X — 3)?(X + 2)? annule T donc le spectre de T est inclus dans I'ensemble
des racines du polynéme (X — 3)?(X + 2)2.
Les valeurs propres possibles de T" sont donc —2 et 3.

6. On regarde si 3 est valeur propre de 7.
Soit u € E.

u € Ker (T — 3idg) < Vn € Nuyy1 =3u,
<~ Vn e Nu, = 3"y

De plus la suite (3"),, oy appartient a £ :

Vn e N3gntt —g3n+3 _ 11 372 1 1237+ 4 36 3"
= 3"(3*—23%-113%24123+36)
= 3"(3-3)%(3+42)?
=0

Donc 3 est valeur propre de T' et les vecteurs propres associés sont les suites (3" ug)nen
avec ug # 0.

On montre de méme que -2 est valeur propre de T et les vecteurs propres associés sont
les suites ((—2)"ug)nen avec ug # 0.
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7. La somme des dimensions des sous-espaces propres de T est 2 et E est de dimension 4
donc T n’est pas diagonalisable.
8. e Soit u € Ker ((T — 3idg)?) NKer (T + 2idg)?) = {0}.
T%(u) — 6T (u) +9u = (T — 3idg)*(u) = 0
De méme T2(u) + 4T (u) +4u =0
En faisant la différence, on obtient —107'(u) + 5u = 0.

1
Donc T'(u) = U

1
Mais = n’est pas valeur propre de 1" donc u = 0.
o (T —3idg)?o (T + 2idg)? = 0 donc Im ((T + 2idg)?) C Ker (T — 3idg)?)
e Ker (T — 3idg)?) NKer ((T + 2idg)?) = {0} donc la somme
Ker ((T — 3idg)?) + Ker ((T + 2idg)?) est directe.

dim (Ker ((T = 3idp)?) & Ker ((T + 2idp)?))
= dim (Ker ((T - 3idE)2>> + dim (Ker ((T + 2z’dE)2)>
> dim (Im (7 + 2idp)?) ) + dim (Ker (T + 2idp)?))

d’apres l'inclusion précédente
= 4

Donc :
E =Ker ((T — 3idg)?) ® Ker (T + 2idg)?)
9. Pour obtenir une base de F il suffit de concaténer une base de Ker (T’ — 3idg)?) et une
base de Ker ((T + 2idg)?).
Ker ((T — 3idg)?) est 'ensemble des suites de E qui vérifient également la relation de
récurrence Up4o — 6up41 + u, = 0.
Mais en fait si une suite vérifie cette relation de récurrence alors elle appartient a FE.
RN — RN
(Un)ninN = (Un+1)nen
Ker ((7 — 3idgn)?) C Ker ((7 — 3idgn)?(7 + 2idgn)?) = E.
D’apres le cours de sup, Ker ((T + 2idg)?) a pour base ((3")nen, (n3")nen)-
Finalement, E a pour base ((3")nen, (n3™)nen, ((—2)™)nen, (n(—2)")nen)-

En effet si on note 7 { ,on a

Exercice 2 (CCP 2023)
Soit (E) :y" +y' +y=0.
Soit F le R-espace vectoriel des fonctions de R dans R de classe C? et solutions de (E).
1. Résoudre (E).
R—+R R—R

2. Soit ¢, t ps
(a) of 50 t— e Y2 cos (?t) e t— e Y/2gin (?t)

Montrer que ¢, et s sont solutions de (E).
Donner les zéros de ¢, et les zéros de ;.

(b) . et ps sont-elles développables en série entiere ?
3. Soit D: feFw f.
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(a) D est-elle un endomorphisme de F'?
(b) D est-elle diagonalisable ? Que vaut D3 ?
4. Soit a € R.

SoitTa:f€F+—>{

R—R
z— fla+x)

T, est-elle un endomorphisme de F'?
Donner les valeurs de a telles que T, soit diagonalisable.

5. 7
Correction
S . 9 . _ 1 V3
1. L’équation caractéristique est 7 + r + 1 = 0 dont les solutions sont j = 5 + zT
- 1 3
et = L V3

D’apres le cours de Sup, la solution générale de (E) est :

y= e /2 (Acos <\é§t> + Bsin (?Q)

2. (a)

(A,B) = (1,0) ou (0,1) permettent de montrer que ¢, et s sont solutions de E.
Mais on peut aller plus loin. D’apres la question précédente, (¢, ¢s) est une famille
génératrice de F'. Etant clairement libre, c’est une base de F.

2 2k +1 2k +1
Les zéros de ¢, sont les nombres — x (2k + D) = (2k + )W, keZ
V3 2 V3
Les zéros d £1 bres —= x kr = 2 j ez
es zéros de s sont les nombres — T=—,
L)DS \/§ \/g
. R—R ) L. .
La fonction , est développable en série entiere sur R :
t— et
p R
gt _
VieR &' = Z:O "
n=»

On en déduit que ., qui est sa partie réelle, et (s, qui est sa partie imaginaire sont
développables en série entiére (avec rayon de convergence infini).

Soit f € F.

f est a priori de classe C? mais f” = —f — f/, avec f de classe C? et f’ de classe C',
est de classe C!' donc f est de classe C3.

Ve e R f(x)+ f'(z) + f(z) =0

En dérivant, on obtient :

Ve € R fO)(z) + f"(z) + f/(x) =0

ie D(f)=f€F.

La linéarité de D étant claire, D est un endomorphisme de F'.

Le polynome X2 + X + 1 = (X — j)(X — j2) est scindé & racines simples dans C et
annule D mais D est un endomorphisme de F' qui est un R-espace vectoriel.

Les valeurs propres (nécessairement réelles) de D sont racines de X2 + X + 1 qui n’a
pas de racine réelle.

D n’a pas de valeur propre et D n’est pas diagonalisable.

X3 —1=(X-1)(X?+ X +1) donc D? —idp = (D —idg)(D*+ D +idg) = 0 donc
D3 = idg.
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VEER pe(t+a) = e 9/ 2¢08 (?(t + a))

= e 2e7t/2 <cos <H> cos <t3> — sin (CL\/§> sin <t\/§>>
2 2 2 2

En d’autres termes, T, (¢.) = ema/? (COS (CL\/§> Pe — sin <W§> SDS)

2 2
3 3

De méme, T, (ps) = e~%/? (sin <a\2f> Ve + cos (m{> cps>
T, envoie une base de F' dans F' et T est linéaire (facile & vérifier) donc T est un endo-
morphisme de F.
De plus dans la base (@, ps) de F, la matrice de T est :

(a\/§ (a3
COS T Sin T

—sin <a\/§> cos <a\/§
2

e—a/2
2

3
Le polynome caractéristique de T}, est donc X2 — 2e~%2 cos 6“2[ X+ e

Son discriminant est :

3 3
4e~%cos? <a\[ —4e7% = —4e %sin? <M>
2 2

) 2k i . .. . . RN

ia# —, , il est strictement négatif donc T, n’est pas diagonalisable (ni méme
S;é\/gkethtt t tif donc T, n’est d lisable (
trigonalisable).

2k

Sia= T;T, k € Z alors T, est 'homothétie de rapport (—1)* e=%/2 donc T, est diagona-
lisable.

Exercice 3 (CCP 2024)

Soit A € M, (R) telle que A% = 24 et (A, I,,) libre.
On considere f € L(M,,(R) définie par :
VM € M,(R) f(M) =AM

1. Déterminer f2 = fo f.

2. f est-elle diagonalisable 7 Trouver son spectre.

Correction
1.
VM € Mu(R) f5(M) = f(f(M))=f(AM) = A(AM) = A°M
= 2AM =2f(M)
Donc f? = 2f.
2. Le polyndéme X2 —2X = X (X — 2) est scindé a racines simples et annule f donc f est
diagonalisable.

Le spectre de f est inclus dans ’ensemble des racines de P donc dans {0;2}.
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[ est diagonalisable donc Sp(f) # 0.

Supposons Sp(f) = {0}.
f étant diagonalisable, on aurait f = 0.

En particulier A = A, = f(I,) =0 et (A4, I,,) est liée.
C’est absurde.

Supposons Sp(f) = {2}.
f étant diagonalisable, on aurait f = 2Id.

En particulier A = Al, = f(I,) = 21, et (A, I,) est liée.
C’est absurde.
Finalement Sp(f) = {0;2}.

Exercice 4 (Mines 2024)

. (1 0
SmtA—(O 2).

Soit f Ms(R) — M2 (R)
M— AM — MA

1. Calculer f(M) ou M = (Z Z)

2. f est-elle diagonalisable ?
Valeurs propres de f 7, sous-espaces propres associés ? polyndme caractéristique 7

3. Mémes questions avec B = (2 1)

0 «
Correction
a b a 2b 0 —-b
L f(M)_<2c 2d>_<c 2d>_<c 0)
2. Soit A € R.
0= Xa
—-b=MNb
f(M) =M <=
c= M\
0=Xd
e Premier cas: A\ =0
0=0
-b=0
f(M) =AM <= 0 —b=c=0
C:
0=0

Donc 0 est valeur propre de f et le sous-espace propre associé est le plan engendré

1
0 8) et <8 ?) qui est aussi le sous-espace vectoriel de My (R)
formé par les matrices diagonales.

par les matrices <

Dans la suite, on suppose A # 0 et on a :
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a=20
A+1Db=0
f(M) =AM <= A+1)
A=1)c=0
d=20
e Deuxiéme cas : A\ = —1
a=20
0:
f(M)=—-M <= 5 —a=c=d=0
_C:
d=20

Donc —1 est valeur propre de f et le sous-espace propre associé est la droite engendrée

ar la matrice 01
P 0 0)

Dans la suite, on suppose A # —1 (et toujours A # 0) et on a : f(M) = A\M <~

a=20

b=10

A=1)c=0

d=0

e Troisiéme cas : A =1

a=10

FOM) =AM <> g:g e—=a=b=d=0
d=0

Donc 1 est valeur propre de f et le sous-espace propre associé est la droite engendrée

par la matrice

1 0/
e Quatriéme cas : A € {—1;0;1}
a=20
b=0
f(M) =AM <=
c=0
d=0

A n’est pas valeur propre de M.

f est diagonalisable : la base canonique de Ms(R) est formée de vecteurs propres de f.
Le polynéme caractéristique de f est X2(X — 1)(X + 1) (f étant diagonalisable, multi-
plicités et dimensions des sous-espaces propres se confondent).

_(2a+c 2b+d 20 a+ba) c 2—a)b+d—a
3 f(M)_< ac ad >_ <20 c—i—ad) - ((a—Q)c —c )
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On va commencer par le cas o # 2.

c=(a—=2)a
2—a)b+d—a=(a—2)b
JOM) = (a=2M < (a—2)c=(a—2)c

—c=(a—2)d

1
a=——0c

= (d=- ! c

o—2

2(04—2)b+a_2c:0

a — 2 est valeur propre de f, le sous-espace propre associé étant la droite dirigée par la

tri a—2 -1
matrice (@=2? —(a—2))
Soit A # o — 2.
0= Xa
FOM) =AM s (2 abFdma=2
c=0
0=\

On en déduit :

B d=a+ (a—2)b
JM)=0<=19

Donc 0 est valeur propre de f, le sous-espace propre associé étant le plan engendré par

. 1 0 0 1
les matrices (0 1) et <0 o— 2).

Enfin, si A # 0, — 2 :

O=a
2—a)b=Xb
f(M)=\M —= ( )

c=0

0=d
On en déduit une dernieére valeur propre 2 — «, le sous-espace propre associé étant la
droite dirigée par la matrice 8 ol
On sera attentif au fait que les trois nombres 2 —a = —(a — 2), 0 et a — 2 sont deux a

deux distincts.

La somme des dimensions des sous-espaces propres de f est 4, la dimension de Mo (R)
donc f est diagonalisable.

Le polynéme caractéristique de f est X2 (X — (a —2)) (X + (a — 2)).

On passe ensuite au cas o = 2.

)
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son = (g 470

0 est valeur propre de f, le sous-espace propre associé étant le plan engendré par les

tri 10t01
matrices { et | -

—C

Soit A # 0.
0=Xa
d—a=MXb
f(M) =AM <= a
c=0
0=Xb

<— a=b=c=d=0

f n’a pas de valeur propre non nulle.

f n’est pas diagonalisable.

X=X 4. ]a matrice de f dans la base canonique est la méme que celle de ¢ {M2(C) = M2(C)
M= AM — MA

Donc xf = x4-

g comme f n’a pas de valeur propre non nulle.

Avec le théoréme de d’Alembert-Gauss, y, = X*. (X, est un polynome a coefficients com-

plexes unitaire de degré 4 n’ayant que 0 comme racine possible et x, doit se factoriser

comme un produit de 4 polynémes de degré 1)

Exercice 5 (Centrale Psi 2024)

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n > 2 et v un endomorphisme de FE.

On dit que u est cyclique si, et seulement si, il existe un vecteur zg de E tel que la famille
(zo,u(z0), ..., u" 1 (xg)) soit une base de E.

On prend E = Vect(1, cos,sin) dans C*(R,R) et u la dérivation.

Montrer que u est un endomorphisme cyclique non diagonalisable de E.

Correction

La linéarité de u est celle de la dérivation.

u(l) =0 € E, u(cos) = —sin € E et u(sin) = cos € E donc u est un endomorphisme de E.
Prenons fy = 1 + cos.

La famille (fo,u(fo),u?(fo)) est la famille (1 + cos, — sin, — cos). On ne change pas le rang de la
famille en ajoutant a un de ses vecteurs une combinaison linéaire des autres donc le rang de la
famille (fo,u(fo),u%(fo)) est égal & celui de la famille (1, — sin, — cos), clairement égal & 3.
Donc la famille ( fo, u(fo),u%(fo)) est une base de E et u est cyclique.

Si on veut étre plus général, on prend f = a + bcos +csin.

u(f) = —bsin+ccos et u?(f) = —bcos —csin.
a 0 0 b
det  (fu(f),u?(f) = [b ¢ —b=al€
(1,cos,sin) -b —c
c —-b —c
= —a(l®*+ )
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Donc tout fo = a + bcos+csin avec a # 0 et (b,c) # (0,0) convient pour montrer que u est
cyclique.

Soit A € R et f € Ker (u — \idg).

f est donc solution de I’équation différentielle y' = Ay et :

JC eRtqVr €R f(z) = CeM®

Mais les fonctions de E sont 27-périodiques donc f(0) = f(27) et C = C e’

Si A est un réel non nul alors e**™ #£ 1 et C' = 0.

Ker (u — Midg) est donc réduit a la fonction nulle et A n’est pas valeur propre de u.

Par contre si A = 0 alors Ker (u — Aidg) est 'ensemble des fonctions constantes (on vient d’éta-
blir une inclusion, l'autre est évidente).

La somme des dimensions des sous-espaces propres vaut donc 1 et u n’est pas diagonalisable.

Exercice 6 (d’aprés Ens 2024)

Soit £ un espace vectoriel de dimension finie.
Soit @ un endomorphisme diagonalisable de F.

Soit v € E non nul et V = Vect ((ak(u))k€N>.

Montrer que I'endomorphisme induit par a sur V' n’a que des valeurs propres simples.

Correction
On montre facilement que V est stable par « :

a(V)=a (Vect <(ak(u)>keN>> = Vect (<ak+1(u))keN) = Vect <<ak(u)>keN*) cVv

On note b ’endomorphisme de Vect ((ak (u))keN> induit par a.

a étant diagonalisable, b I’est aussi cf le cours.

Donc il existe (eq, ..., ey,) une base de Vect ((ak(u))keN) formée de vecteurs propres de b, donc
de a.

Pour tout i € [1;n], soit A; la valeur propre de a associée & e;.

AL, ..., An étant la liste des valeurs propres de u comptées avec leurs multiplicités, il s’agit de

prouver que ces nombres sont 2 a 2 distincts.
n

Le polynome P = [ (X — Ag) annule b : Mat (, ., )(P(b)) = Diag (P(A1), ..., P(An)) = 0.

k=1
Soit £ > n.
3(Qx, Ri) € RIX] X Ry 1[X] tq X¥ = Q4P + Ry
F = Qr(b)oP(b)+Ry(b) = Ry(b) et a¥(u) = v¥(u) = Rp(b)(u) = Ri(a)(u) € Vect (u, a(u) a"(u)):
la famille (u, a(u),...,a" (u)) est une famille génératrice de Vect < ak ) qui est de di-

mension n (c’est le cardinal d’une de ces bases).

On en déduit que la famille (u,a(u),...,a" !(u)) est une base de Vect ((ak(u))keN).

Si on note (uq,...,uy) les coordonnées de u dans la base (eq,...,e,) ie si u = Z upep alors le
k=1
déterminant de la base (u,a(u),...,a" (u)) dans la base (eq,...,e,) vaut :

10
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I /\11’1 e )\711_11'1

Ta Aama ... Ay Ly
: (H 5”@) ( I oy- )\z’))
: 1<i<j<n

Tn AnTn ... )\?L_lxn

et il est non nul.
Les \; sont bien deux a deux distincts.

Exercice 7 (Mines 2023)

Soit E un C-ev de dimension finie.
Soient f et g € L(E) qui possédent une valeur propre commune.
Montrer qu’il existe ¢ € L(E) de rang 1 telle que fo¢p =¢og.

Correction

Soit ¢ un endomorphisme de rang 1 de E.

Son image est une droite, dirigée par un vecteur non nul .
Vo € E Jla(z) € C tel que ¢(x) = a(x)u

¢ est linéaire donc :

V(z,y) € E*V(a, B) € C? a(ax + By)u

P(ax + By)
ag(r) + Bo(y) = aa(x)u + Ba(y)u
= (aa(z) + Ba(y))u

u étant non nul :
V(z,y) € B*>V(a, B) € C* a(ax + fy) = aa(z) + Ba(y)

a est donc une forme linéaire non nulle de E.

Réciproquement, si u est un vecteur non nul de F et a une forme linéaire non nulle de F,

E—FE
on définit ¢ par gb{ -
x = a(z)u

On vérifie facilement que ¢ est linéaire.
a est une forme linéaire non nulle donc a(E) = C et Im (u) = Cu est de dimension 1.

On se donne donc u un vecteur non nul, ¢ une forme linéaire sur F et on définit ¢ comme
ci-dessus.

Vo € E (f o ¢)(x) = f(a(z)u) = a(r) f(u)
V€ E (¢og)(r) =o(g(x)) = alg(z))u

On note A la valeur propre commune a f et g.

Il existe xy € E tel que f(xf) = Axy et xy # 0.

On prend u = zy.

Vo € E(fo¢)(x) = Ia(x)xys

Vo € E (¢og)(zx) =alg(x))zy

Vo € B (¢og)(x) — (f 0 6)(x) = a(g(x) — Ax) ay

Or X est valeur propre de g donc g — AMidg n’est pas injective, donc n’est pas surjective car on
est en dimension finie.

Il existe donc un hyperplan contenant l’image de g — \idg.

Il existe une forme linéaire non nulle a dont le noyau est cet hyperplan.
On a alors fogp =¢og.

11
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Remarque

On peut également proposer une solution matricielle.

Il s’agit alors de montrer que si A et B € M, (C) ont une valeur propre en commun alors il
existe une matrice M de rang 1 telle que AM = M B.

Les matrices de rang 1 sont les matrices de la forme XY 7 avec X et Y deux colonnes non nulles.
On prend pour X un vecteur propre de A associé a la valeur propre A (commune aux deux
matrices).

AXYT = xYT

B et BT ont le méme polynéme caractéristique donc il existe une colonne non nulle Y telle que
BTY = )\Y.

On a alors Y'B = \Y7T puis XYTB = AXYT.

A propos des matrices de rang 1
e Rang des matrices de la forme XY7 avec X et Y deux colonnes non nulles
X est une matrice & n lignes et une colonne et Y7 est une matrice & une ligne et n
colonnes.
D’apres le cours sur le produit matriciel, M = XY 7 est bien définie et c’est une matrice
a n lignes et n colonnes.
Soit (i,4) € [1;n]>.

Toujours d’apres le cours sur le produit matriciel :
1

mi; =3 (Xak (Y1), =iy
k=1 ’
Le rang d’une matrice est le rang de la famille de ses vecteurs colonnes ici (y1X, ...,y X).

Ces colonnes étant toutes colinéaires a X, le rang de M est au plus 1.
Mais X est supposée non nulle donc il existe i € [1;n] tel que z; # 0.
De méme, Y est supposée non nulle donc il existe j € [1;n] tel que y; # 0.
mij = z;y; # 0 donc la matrice M n’est pas nulle et rg(M) > 0.
Finalement, rg(M) = 1.
e Réciproque
Soit M € M,,(R) une matrice de rang 1.
M est non nulle donc une de ses colonnes est non nulle. On la note X et on note jg son
indice :
Vi € [[1;?”&]] Ti = My 4,
M étant de rang 1, la famille de ses vecteurs colonnes est de rang 1 et :
Vj e [[1; n]] Elyj € R tq CJ(M) = ijjo(M>
On a alors :
W(i,3) € [Linl? may = (C5(M)), = y; (Ciy (M), = y;Mij = i
D’apres les calculs précédents, M = X Y7,
X est non nulle car c’est une colonne non nulle de M.
Yjo = 1 donc Y est non nulle.
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