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941

Exercice 1

Soit la suite (uy,)nen définie par ug € }O; 72r[ et :
Vn € N upq1 = sin (uy,)
1. Montrer que la suite (u,)pen est bien définie, qu’elle est convergente et déterminer sa
limite.
2. Montrer que la série Zui converge (on pourra étudier u, 1 — Uy).

3. Etudier la nature de la série Z u? (on pourra étudier In (uny1) — In (uy,))
Correction

1. La fonction sin étant définie sur R, la suite (uy,)nen ne pose aucun probléme de définition.
T
Pour tout n € N, soit P(n) : u, € ]0; 2{

P(0) est vraie.
On suppose P(n) vraie.

T T
sin est strictement croissante sur }O; 5 { donc 0 = sin (0) < up4+1 < sin <) =1< 5
Donc P(n + 1) est vraie.
On a donc prouvé :

VneNune]O;g[

. . o . ™
Vn € N up41 — up = sin (u,) — u, < 0 par stricte convexité de sin sur }0; 2[ ou par

étude de la fonction x + sin (z) — x
La suite (uy) est donc décroissante et minorée donc convergente.

™
Sa limite est un nombre compris entre 0 et 5 tel que sin (z) = =.

Seul z = 0 convient (convexité ou étude de fonction)
. ul
2. Upt1 — Up = Sin (Up) — Up ~ ——

6
La suite (u,) converge donc la série ZunH — u, converge.

Tout étant ici négatif, on en déduit que la série de terme général u3 converge.
2

2
3. In (unJr]_) —In (un) =In (Un+1) =In <]_ - % =+ O(u%)) ~ _%

Un

La suite (In (uy,)) diverge (vers —oo) donc la série Z (In (up+1) — In (uy)) diverge.
Tout étant ici négatif, on en déduit que la série de terme général u2 diverge.
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Exercice 2 (CCP PSI 2024)

1. Rappeler le critere spécial des séries alternées.

. sz (_1) +oo —xz
2. Montrer que la série de terme général u,, = / e~ ¥ dx converge.
n  Jp2

3. La série de terme général u,, est-elle absolument convergente ?
Correction

1. C’est du cours.
2. e VneN*(-1)"u, >0

1 [too 1 [too
e Vn e N* |un|:—/ e*ﬁdxg—/ e dw
n Jn n.Jo

2

On en déduit : u, —— 0
n—-+oo

oVnEN*O<L<l
“n+1"n

+00 5 +00 9
VnEN*Og/ e ” dacg/ e ¥ dx
(n+1)2 n2
D’otu par produit |un4+1| < |up].
Donc la suite (Juy|) est décroissante.
Donc la série de terme général u,, converge.
3.Ve>122>z
Donc :

400 9 400 9
Vn € N* / e ¥ dx S/ e "dr = |- e*xﬁoo =e M <e™
n

2 =~

: - "

On en déduit :
* 1 * —z2 —1\" s , , . , .

== < \%

Vn € N* |u e dr < (e terme général d’une série convergente (série
n Jn2

géométrique de raison strictement inférieure & 1)
Par conséquent, la série E U, converge absolument.

Exercice 3 (CCP 2021)

1. Soit (un)nen+ une suite numérique. Montrer :
P

P
Vp e N* Z (ugi—1 +ug;) = Zuz

=1

. (—1)*
2. a Montrer ue la serie
(a) a ’; 7

converge.

(b) Po tout e N* o ose R f (_1)k

ur tout n , on p = '
k=n+1 \/%

Montrer que pour tout p € N* H+Z2p (_1)k _ n+1 Z ( 1 )
7kn+1 \/E \/n+1+2/<: Vn+ 2+ 2k

1
En déduire que R,, = (—1)"! ( )
a Z \/n+1+2k Vn+ 2+ 2k

1
3. (a) Pour n € N*, on définit sur Ry, la fonction g, : x — N

Montrer que g, est deux fois dérivable sur R, et que sa dérivée est croissante.
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(b) A Taide de ’égalité des accroissements finis, en déduire que
11 = 1

-y —————<|R, :
2;(n+2k)3/2_’ < 22( + 2k 4 1)3/2

(c) Montrer que la série Z R,, converge.
Correction

1. On raisonne par récurrence sur p.
p 2p

Pour p =1, Z Ui—1 + uzz) = u1 +ug et Z u; = u1 + ug : la propriété est vraie au rang

=1
1.
On suppose la propriété vraie au rang p.

p+1

p 2p
Z (ugi—1 +uzi) = Z Ugi—1 + Ug;) + Uzp41 + Ugpy2 = Z Ui + U2py1 + U2pt2
=1 =1 =1

2p+2
- Y
i=1
Donc la propriété est vraie au rang p + 1.

2.(a) e la série Z

k>1
(=1*
¢ \/% k—4o0 0

. (—1)* .
e la suite est décroissante
keN*

Vi

Donc la série Z (_1)k
= vk

est alternée

converge.

n+2p (—1) 2p (_1)n+l 1)

YO - s s B
B e Vs ny !
= (=1 lzl<\/n+21_1+\/n+2l> lzl( \/n—|-2l—1 \/n+2l>
= (—1)”“%( 1 : )

\/n+2l71 Vn + 21

— (_1)n+1 ( 1 _ 1 )
a o \Wn+2k+1  Vn+2k+2

nEp )k 1 1
Z — R,, donc la série < — ) converge et
pomy ko opodeo So\Vn+2k+1  Vn+2k+2

R n+1z( B )

\/n—|-1+2k Vn+2+2k
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3. (a)

Soit n € N*.
La fonction o — n + x est C* sur Ry, a valeurs dans RY.

1
La fonction ¢t — — est C* sur R*.
Vi *

Par composition, g, est C*> sur R.
Ve € Ry gn(z) = (n42)"1/2
Donc :
Vo e Ry g, (z) = —%(n + z)73/2
et
Vo e Ry gl(z) = z(n +2)7%/2 >0
On en déduit que g, est croissante sur R.
On applique les accroissements finis a g, entre 2k + 1 et 2k + 2 :
Jzp, €2k + 1,2k + 2] tq gn(2k+2) — gn(2k+1) = 2k +2 — (2k + 1)) g, (zx) = g, (zk)
Mais g, est croissante donc : g}, (2k + 1) < ¢, (2k + 1) — gn(2k + 2) < g},(2k + 2).
Par ailleurs gl, est négative donc g, est décroissante et g,(2k + 1) — g, (2k +2) >0
1 =
Pone Z (\/n Fi1+2k Vnt+2+ 2k> B g;; (9n(2F 1) = gn(2k +2)) 2 0.
On en dedu1t
+oo

IRl = (gn(2k+1) — gn(2k + 2)) Zgn (k).
k=0
On en déduit :
oo oo
=3 gn(2k+2) < [Ry| < =) gn(2k+1)
k=0 k=0
D(inc : N
1 X 1 X 1
— R,
2,;)(n+2k+2)3/2_| = 22( + 2k + 1)3/2
et finalement :
5 Y |
2. &= (n+2k)32 ~ T2 (n+ 2k +1)32
= 1 1 1

| n+1’_2 ];)(n—l—l—&—Zk‘—i—l)?’/Q 2;(n+2k,)3/2—’ n‘
Donc la suite (|R,|) est décroissante.

Comme toute suite des restes d’une série convergente, elle converge vers 0.
Enfin la formule de la question 2b montre que R, a le signe de (—1)"*! donc que la
série Z R, est alternée.

D’apres le TSCSA, la série Z R, converge.

Exercice 4 (CCP 2019)

Soit (un)nen une suite a termes strictement positifs.
n

U u
On pose S, :Zuk,vnzs—netwnzinavecaeﬂ%.
k=0

n (Sn)®

1. On suppose dans cette question que u,, = 1 pour tout n € N.
Donner la nature de Z U, Zvn, an.

2. On suppose que la série E Uy, CcOnverge.
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(a) Que peut-on dire de la suite (Sp)nen?

(b) Donner un équivalent de v, et de wy,. En déduire la nature des séries Z vy, et Z Wy,

3. On suppose que la série Zun diverge et que la suite (uy)nen converge vers 0.

(a) Montrer que v, ~ In(S,) —In (S,—1). En déduire la nature de la série Zvn.

(b)
()

(d)

En déduire la nature de Z wy, quand a < 1.

Si a > 1, montrer :

Snodt
Vn € N* w, < / —
Snfl ta

En déduire la nature de Z wy, quand a > 1.

Correction

1. La série de terme général u,, diverge grossiérement.
VneNS,=n i|_ 1

Vn € Nu, =

n+1

On en déduit que la série de terme général v, diverge.

Vn e Nw, =

(n+ 1)

Donc :
an converge <= a > 1

2. (a)

“+o00
La suite (S, )nen converge vers s = Z up € RY.

n=0

On en déduit S,, ~ s.

Un ..
v, ~ — et tout est positif.
La séri% de terme général u,, convergeant, la série de terme général v,, converge.
Wy, ~ % et tout est positif.
La série de terme général u,, convergeant, la série de terme général w,, converge.

La série de terme général u,, diverge et c’est une série a termes positifs donc S, ——
n—-+00
—+o00.

uy, étant a valeurs dans R, la suite (S,) est croissante. v, ——— 0 donc v, ——— 0

n—-4o0o n—-+o0o
Un _ Sn=Sn1 _ | Snm
Sn Sn Sn

n—1

Un =

v, — 0 donc
n—-+o0o Sn n—-+o0o

S”—1> — 10 () = In (Sp_1)

La suite (.S,,) croit et diverge vers +oo donc il en est de méme pour la suite (In (Sy,)),,c-
Par le lien suite-série, on en déduit que la série de terme général In (S,) — In (S,—1)
diverge.

Comme on a un équivalent entre suites a valeurs dans R, on peut en déduire que la
série de terme général v,, diverge.

On en déduit v, ~ —In

Sp, —— 400 donc :
n—-+00

dng e NtqVn >ng S, > 1
a<1letln(S,) >0doncaln(S,) <In(S,)
En prenant I’exponentielle, on en déduit S? < S,, pour n > ny.
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D’ou :
VYn >ng 0 < v, <w,
Comme la série Z vy, diverge, la série Z wy, diverge.

1
(c) La fonction ¢ — — est décroissante (a > 0 suffit) donc :

/Sn dt /Sn dt S, —S,_1
—_— Z _—ele———_———<’] wn
Sp_y 1% Sp_1 St Se

n—1
al N orse dt Sy dt oot
(d) VN € N* wy, < wo + / —:w0+/ —§w0+/ — R
nZO ! nzl S t* So ¢ ug ¢
La suite des sommes partielles de la série Z wy, est donc majorée.

Comme c’est une série a termes positifs, on en déduit que la série an converge.
Exercice 5 (CCP 2023)

Dans tout l'exercice, a est un entier supérieur ou égal a 2.

o0 dt
1. Montrer que pour tout n € N*, / —— existe.
0 (1 + ta)n

Dans la suite, on note Uy, (a) sa valeur.
2. (a) Montrer :

+oo 1@
Vn €N Un(a):na/o Wdt

L’énoncé suggérait une intégration par parties.
(b) En déduire :
1

Wn € N* Upy1(a) = (1 _ m) Us(a)

In (n) '

3. Pour tout n € N*, on pose Wy,(a) = In (Uy(a)) +
a

1
Montrer que Wy,11(a) — Wy(a) = O <2>
n
4. Montrer que la suite (nl/ “Un(a)> o~ COTIVETge Vers une limite L € RY .
n *

5. Pour tout n € N*, on pose v, = Uy, (2).

2n — 2)!
Montrer que v,, = (2n—2) 5 A avec A a déterminer.
22n=1((n — 1)1
oo dt
6. On pOSGI:Ul(g):/(; m

T

T8

1 oo
Montrer en posant t = — que [ = /
€ 0

Calculer 21 et en déduire 1.
L’énoncé donnait 1+ 23 = (1 +z)(z? — 2 + 1).

Correction
1. Soit n € N*,
R+ — R
Soit f, 1
(14 to)n

fn est continue sur R,.

fn(t) ~4oo Jan VeC an > 1 donc f, est intégrable sur R.
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1 —nat®!
2. (a) On prend u(t) = Aty u'(t) = T3 syt
V() =1etv(t) =t
t
u et v sont de classe C! sur Ry et u(t)v(t) = 0 : lintégration par

(1 +t2)" t—4o0
parties est justifiée.
Comme de plus v(0) = 0, on peut écrire directement :

+oo —nat®1 +o0 i
O A i S e

too g oo g0 41— 1
(b) Yn € N* Uy(a) = na/ _ dt = na/ il dt = na (Uy(a) — Upy1(a))
0

0 (1 —I—t“)”'H (1 _'_ta)n+1

On en déduit :
Vn € N* nalU,41(a) = (na — 1)Uy (a)

et on conclut facilement.

Wiii(a) = Wa(a) = In(Unsa(a))

4. D’apres la question précédente, la série de terme général W, 1(a) — Wy(a) converge

absolument donc converge.
On en déduit que la suite (Wy(a)), cn- converge vers une limite [ € R.
Par continuité de la fonction exponentielle, n'/?U,(a) = e""(@ ——— el € R% .

n—-+0oo
oo dt o T
v =Ui(2) = /0 TTe = [arctan (¢)]§> = 5
(2n —2)! 1

Pour n =1, 5 =2
22n=1 ((n — 1)!) 2
On pose donc A = 7.

Pour tout n € N*, soit P(n) : v, = (2n — 2)! 5T
22n=1((n —1)!)
P(1) est vraie.
On suppose P(n) vraie.
1
Un+1 = Un+1(2) - (1 - 2’/1) Un(2)
2n —1 (2n —2)!

2n 20 ((n - D)

(2n —1)! ~2n (2n—1)!
2npl(n — 1) 2n227nl(n — 1)!7T
(2n)!
92n+1 (n!)2
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Donc P(n + 1) est vraie.

6. Le changement de variable proposé est bien C! strictement monotone.

0 1 —dz too g
I :/ :/ dx
too L4+ 1/(23) 22 o 1l4a3
too too g too 41
e [ e [T e [Tt
/0 1443 + 0 14 a3 . 0 1423 v
B t/+m3 dz B +oo dz
N :UQ—m—i—l_/ 1\2
0 0 (x )+

—+00

277\/§

Finalement, I = 9

Exercice 6 (Mines 2023)

Soit (un)nen une suite strictement positive et décroissante.

> e R.

On suppose n — 1)

Un+1 n—+o00

1. Montrer que si [ > 1 alors la série Zun converge et que si [ < 1 alors la série Zun
diverge.

2. Soient a,b,c € RY avec a < b.

oa+ ke

On pose u,, = .

P " kl;[o b+ kc

Etudier la nature de la série Z an,.
n>0

Correction

1. On pense aux séries de Riemann, a-t-on un équivalent de la forme u, = — 7
n

On peut arriver a cette question différemment.

n< tn 1) — 1+ o(1)

Un4-1 / )
Donc Un —1:+o<>
Upt1 7 711
Donc Un :1++o<>
Un+1 n ”l

Donc In (uy) — In (up41) ~ — (si t #0).

n
En sommant ces équivalents (c’est hors-programme mais peut étre justifié avec les outils
du programme), on obtient :

n—1
1 1
In (u,) ~ =1 E ™ —lln(n) =1In (71’)
k=1

Mais on peut E)as prendre ’exponentielle d’un équivalent.
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Il s’agit donc de prouver que la suite (n'u,),en converge vers un réel strictement po-
sitif.
Cela revient a montrer que la suite (ln (nlun)) y converge.

ne

Cela revient a montrer que la série de terme général In ((n + 1)'u,, 1) —In (n'u,) converge.
Mais :

In ((n + Dlupyr) —In(nlu,) = 1n(n+1) 4+ In(upg1) — Un (n) — In (uy,)

i e e ey
- Leo(B)-n(isLeo(2))
- (3)

ce qui ne permet pas de conclure.

On suppose [ > 1.

Soit a €]1;1].
In((n+1)%upt1) —In(n%u,) = aln(n+1)+In(uys1) —aln(n) —In(uy,)
= aln(l—i—l) —ln( tn )
n Un+1
1 1
= a+0(2> —ln(l-l—l—l-o())
n n n n
a—1 (1 )
= + [0) —_
n n
Donc In ((n + 1)%up+1) — In (n%uy,) ~ 470 20 terme général d’une série divergente.
n
n—1
a _ a —
Donc ];)(ln((n+ 1) %Up41) — In (nuy)) T
On en déduit In (n%u,) —— —o0.

n—-+o0o
Donc nu, —— 0ie up = 0| — | avec a > 1.
n—+o0 na
On en déduit que la série de terme général u, converge.

On suppose [ < 1.
Soit a €]l;1].

In((n+1)%pt1) —In(n%u,) = aln(n+1)+In(uyy1) —aln(n) —In(uy,)

= aln(1+1)—ln( Un )
n Un+1
= o(L) w1+ Lo())
n n n n
a—1 (1>
n n

Donc In ((n + 1)%up11) — In (n%uy,) ~ 9705 0 terme général d’une série divergente.
n

n—1
Donc kz_% (In ((n + 1)%up41) — In (n%uy)) n_>+oo3 +o.
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On en déduit In (n%u,) —— +oc0.
n—-+00

1

Donc n®u, —— 400 ie — = o(u,) avec a < 1.
n—-+o00 ne

Supposons que la série de terme général u,, converge.

Alors par comparaison des termes généraux de séries & termes positifs, la série de terme
général — converge.
C’est absurde donc la série de terme général wu,, diverge.

2. La suite ne pose pas de probléme de définition et est a valeurs strictement positives.
Comme on suppose a < b, chaque facteur est strictement inférieur a 1 et la suite (u,) est

décroissante.
b 1
VneNn( tn —1) = n(—l—(71+)c_1>
Un+1 a+ (n+1)c
b—a
= n——m—
a+ (n+1)c
Un, b—a
Donc n -1)— .
Un+1 n—+00 c
Sib—a > c alors la série Z Uy, converge.
n>0
Sib—a < c alors la série Z uy, diverge.
n>0
Sib—a=calorsb=a+cet:
“a+ke x a+ke a a
= —_— = = ~ — (et tout est itif
tn ]};[[)b+kc Iga+(k+1)c a+(n+1l)ec nc (et tout est positif)

donc la série E uy, diverge.
n>0

Exercice 7 (Mines 2023)

Soit o € R.

On considére la suite (uy)nen+ définie par up € R et :
e un

ne

Vn € N* Un+1 =

Déterminer la nature de la série E Up,-
n>1
Correction
La facon naturelle de commencer cet exercice consiste a étudier la suite.
La suite ne pose pas de probléme de définition et :

—Unp—1
Donc :

—Un—1 1
VYn >3 u, = ¢

< .
(n—1)*" (n—-1)*
On en déduit que si o > 1 alors la série Z Uy converge.
n>1
Si a > 0, encadrement précédent nous permet d’affirmer que (u,,) converge vers 0. On en déduit
1

1
—— ~ —, tout étant positif. Donc la série u, diverge.
(n _ 1)a na p Z n g

n>1

alors u,, ~

10
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1

Pour a < 0, le comportement de u,, n’est pas clair : le terme en — fait tendre u,, vers 400 mais
n

I’exponentielle la raméne en 0.

J’ai alors commencer a étudier le cas a = 0 et j’ai constaté que si il y avait une limite, elle vé-
rifiait | = e~!. Je me suis intéressé a cette équation qui a une et une seule solution, strictement
positive donc (uy,) ne peut pas converger vers 0 et la série diverge.

A ce moment la, j’ai eu la bonne idée :

Si la série E uy converge alors u, — 0.
=1 n—-+o0o
n_

1 1
On a alors u,, ~ —, tout étant positif. Donc la série E — converge et a > 1.
ne =1 ne
nz
Compte tenu du début, on peut affirmer :

1
Z — converge <= «a > 1
n>1

Exercice 8 (Centrale 2023)

1. On définit T, i dt
. On définit I, (@) —/0 15 () sin? (1)

Donner selon «, la nature de la série Z I, ().
On pensera au changement de variable z = tan (¢).

+oo dt
2. Etudier selon «, la nature de J(«a) = / ——
0o 14t>sin®(t)

Correction

1. I,(a)) ne pose pas de probleme de définition lorsque n € N* : c’est U'intégrale sur un
segment d’une fonction continue sur ce segment.
On fait le changement de variable C' strictement croissant : x = tan (¢).

(1) =1 - cos? (1) = 1 - —— -
sin =1-—cos =1- = .
1+tan?(t) 22+1
dx
dz = (1 + tan? (t))dt donc dt = ——.
x = (14 tan®(t)) onc 522
oo 1 dx oo dz
In(a) = / 2 2 = / 2 a2
0 ¢ 1+w o 1+224 (nm)x
1+ (nm)*——
1+ 2
1 e
= |—=——=——=arctan < 1+ (mr)o‘x)
1+ (nm)e 0
B T
21+ (nm)@
. m ;. . AN
Sia<0, I(a) P # 0 : la série Zln(a) diverge grossiérement.
Sia=0, I,(a) = 2L\@ pour tout n € N* donc la série Z I,(«) diverge grossiérement.
m 1

Tout étant positif, la série Z I,(a) converge si, et seulement si a > 2.

2. Cette fois il y a un probléme de définition en 0.
t*sin? (t) ~o t*+2

11



Révisions 2025 Séries de nombres

1
Sia > —2 alors —5 1
1+ t*sin® (t) t—=0
) >0 )
Si o = —2 alors —5 -
1+ tesin® (t) t—0 2
) >0
Sia < —2 alors — 0
1+ t>sin® (t) t—=0
>0
Donc la fonction t +— H—#”‘—Q(t) est prolongeable par continuité en 0.
“+oo
Lien entre f(t)dt et Z/
0 n>0

Soit f : Ry — K continue par morceaux.
R+ — R
Soit F' x
- / F(b)dt
0
Soit (xy,)nen une suite de réels positifs qui diverge vers +oo.

Tn+1 n
Pour tout n € N, on note u,, = fit)dtet S, = Z U
Tn —
o k=0
e On suppose que / f(t)dt converge.
0
Cela signifie que F'(z) —— [l € K.
T—-+00

D’apres la relation de Chasles :

n Th41 Tn+1
VneN S :Z/ f(t)dt:/ F(t)dt = F(ang) —— L€ K.
k=0 Tk 0 "

+oo
—+00 +00 Tnt1
Donc la série de terme général u,, converge et / ft)dt = Z / f(t)de
0 —0/%n
96n+1 " +00
Par contrapposition, on en déduit que si Z / f(t)dt diverge alors / f(t)de
0
n>0
diverge.
xn+1
e On suppose que Z / t) dt converge.

n>0
Vn e N F(x,) = Sp—1

Done F(z,) = / "H)dt —— 1€ K.
0 n—-+o0o

+o00o
Que peut-on en déduire pour / f(&)de?

0
Dans le cas général, pas grand chose.
Par contre, si f est positive alors F' est croissante et F'(x) T> A € RU {+o0}.
T o0

Mais alors F'(z,) — A.
n—-+00

+oo
Par unicité de la limite, A\ =1 € R et / f(t) dt converge.
0

Il en résulte que :
J(a) converge <= a > 2.

On observera que la fonction ¢ +— ne tend pas vers 0 en +00.

1+t sin? (¢)

On va justifier en détail I’équivalence.

12
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On suppose a > 2.

(n+1)m dt (n+1)m dt
VnéNOﬁ/ < / car « > 0

nr 1+tosin?(t) = Jon 1+ (nm)esin? (t)

< / @ dx
= Jo 1+ (nm)*sin? ()
changement de variable t = x + nw

/”/2 dz N /7r dz
o 1+ (nm)2sin?(x)  Jx2 14 (nm)*sin? (z)
21, changement de variable z =7 — ¢

A

a > 2 donc la série de terme général I,, converge.

(n+1)m dt
nm 141t sin2 (t)
D’apres les remarques précédentes, J(a)) converge.

On en déduit que la série de terme général converge.

On suppose a < 0.

Vn e N

(n+1)m dt S (n+1)m dt
nr 1+ tasin? (¢) /mT 1+ (nm)esin? (t)

™ dx
> =21, >0
- /0 1+ (nm)2sin? (z) -

o < 2 donc la série de terme général I, diverge.

(n+1)m dt
nr 1+ tesin? (¢)
D’apres les remarques précédentes, J(«) diverge.

On en déduit que la série de terme général diverge.

On suppose «a €]0; 2].

(n+1)m dt (n+1)m dt
Vn e N / —— / — car « > 0
nm 1 + t>sin* (1) nw 1+ ((n+ 1)m)@sin® (¢)

™ dx
> =20, >
- /Q 1+ ((n+1)m)asin? (z) +120

a < 2 donc la série de terme général I,, diverge.

(n+1)m dt
n 1+ tosin? (¢)
D’apres les remarques précédentes, J(«) diverge.

On en déduit que la série de terme général diverge.

Exercice 9 (Centrale 2023)

On dit qu’une série de terme général u,, est d’ordre 1 si, et seulement si, elle converge et la série

+oo
de terme général R, = Z uj converge.
k=n+1
+00
On dit qu’elle est d’ordre 2 si en plus la série de terme général R], = Z Ry, converge.
k=n+1

On définit de la méme maniere les ordres suivants.

1
1. Montrer que la série de terme général — — —— est d’ordre 1.
n?  (n+1)?

13
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2. Soit g €] — 1;1].
Montrer que la série de terme général ¢q" est de tout ordre.

3. Soient (uy) et (vy,) deux suites positives telles que u,, = O(vy,) quand n tend vers +oo.

—+00 —+00
Montrer que si Z vy, converge alors Z Uy, converge et Z u, = O Z v | quand
k=n+1 k=n+1

n tend vers +oo.
Montrer alors par récurrence sur 'ordre que si E v, a un ordre donné alors il en est de

méme pour E Upy.
4. Ecrire une fonction reste(liste) qui prend en entrée une liste de nombres et qui renvoie

len(liste)
une liste L telle que L[i] = Z listeli].

k=1
Vérifier que reste([1,2,3,4]) renvoie [10,9,7,4].

5. Je n’ai pas I’énoncé précis de cette question. Je ne propose donc qu’une tentative de
restitution.
L’examinateur a déclaré au candidat : avec la question 4 j’ai pu évaluer Python, ce n’est
pas tres important pour la question 5.

import matplotlib.pyplot as plt
def sommes_partielles(L):
=0
S=11
for i in range(len(L)):
s+=L[1i]
S.append(s)
return(8)
N=10000
les_x=[i+1 for i in range (N)]
les_y=sommes_partielles(U)
plt.plot(les_x,les_y)

affiche w1, u; + ug,...,u1 + - -+ un en fonction de 1,..., N et permet de conjecturer la

nature de la série E Un,
n>1

1
Conjecturer 'ordre de la série de Riemann, Z — pour a € {2,3;3;3,2}.

n>1
On donne également from scipy.special import zeta
6. Soit a > 1.
Montrer : N
+oo d¢ X1 +oo d¢
vneN*/ —< Y —g/ e
n+1 te k=n+1 ko n te
7. Démontrer la conjecture de la question 5.
—1)n
8. On considére la série de terme général u,, = (—i-)l
n

L (—g)ntl
Mont R, = / ——dt.
ontrer que R, . 141

Il y avait trois questions de plus.

14
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Correction

: 1 . o - . 1
1. la suite <2 converge donc par le lien suite série la série de terme général — —
n neN* n

W converge.
n

T S €, g
A R (B2 (1)
- 1

On en déduit que la série de terme général — — ——— est d’ordre 1.
n n+1)
On peut montrer qu’elle n’est pas d’ordre 2, cf la comparaison d’une série a une intégrale

dans les questions suivantes.

2. La série de terme général ¢" converge et :

400 qn+1 q
YneNR, = qu:l— :iq"
k=n+1 q q

Donc les séries de terme général u,, = ¢" et R,, ont le méme ordre.
Mais dans le cas général, si la série de terme général R,, est d’ordre r alors la série de
terme général u,, est d’ordre r + 1.
On peut alors montrer par récurrence que la série de terme général ¢" est d’ordre r pour
tout r € R
Des calculs précédents, il résulte que les séries de termes généraux u, et R, converge
donc P(1) est vraie.
On suppose P(r) vraie.
La série de terme général g™ est d’ordre r.
On en déduit que la série de terme général R,, est d’ordre r.
On en déduit que la série de terme général ¢" est d’ordre 7 + 1.
3. u, = O(vy,) donc :
dng € N, EIMER+ thn>n0un§Mvn

no—1 no—1 +o0o
Yn > ng Z“k< Zuk—i—M Z v < Zuk—i—M Z vy, réel indépendant de n
k=0 k=0 k=ng k=0 k=ng

Donc la suite des sommes partielles de la série de terme général u,, est majorée. Comme
c’est une série a termes positifs, on en déduit qu’elle converge.

Yn > ng |Rn(u |—Zuk<Mka—M|R()]
k=n+1
“+o00 —+00
Donc Z Uy, = 0 Z v, | quand n tend vers +oo.
k=n-+1 k=n+1

Pour tout r € N*, soit P(r) : si Zun et Zvn sont deux séries a termes positifs telles
que u, = O(vy,) et si Z v, est d’ordre r alors Z U, est d’ordre r

Soient Zun et Zvn deux séries a termes positifs telles que u, = O(vy) et Zvn est
d’ordre 1.
D’apres le début de la question Zun converge et Ry, (u) = O (R (v)).

Zvn est d’ordre 1 donc la série de terme général R, (v) converge. Mais ZR
ZR ) sont des séries & termes positifs donc Z R, (u) converge et Zun est d’ordre

Donc P(1) est vraie.
On suppose P(r) vraie.

15
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Soient Zun et Zvn deux séries a termes positifs telles que u, = O(vy) et Zvn est
d’ordre r + 1.
ZRn(u) et ZRn(v) sont des séries & termes positifs telles que R, (u) = O (R, (v)) et

Z R, (v) est d’ordre 7.
D’apres ’hypothese de récurrence, Z R, (u) est d’ordre r.

On en déduit que Z Uy est d’ordre 7 + 1.
P(n + 1) est vraie.

4. def reste(L):
res=[0]*len(L)
s=0
for i in range(len(L)-1,-1,-1):
s+=L[i]
res[i]=s
return (res)

5. e Premier cas : a = 2,3

N=10000

alpha=2.3

S=zeta(alpha)

R=[S]=*N

s=0

for i in range(1,N+1):
s+=1/ix*alpha
R[i-1]-=s

les_x=[i+1 for i in range (N)]
les_y=sommes_partielles(R)
plt.plot(les_x,les_y)

donne la figure suivante :

2.25 A

2.00 A1

1.75 A

1.50 A

1.25 A

1.00 A

0.75 4

0.50 A

0 2000 4000 6000 8000 10000
et on conjecture que 'ordre est au moins 1.
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On poursuit avec :

S=les_y[N-1]

R2=[S]*N

s=0

for i in range(1,N+1):
s+=R[i-1]
R2[i-1]-=s

les_y=sommes_partielles(R2)

plt.plot(les_x,les_y)
On obtient :

700 A

600 A

500 A

400 A

300 A

200 A

100 A

0 2000 4000 6000 8000 10000

et on conjecture que 'ordre est exactement 1.
e Deuxiéme cas : o« =3
N=10000
alpha=3
S=zeta(alpha)
R=[S]*N
s=0
for i in range(1,N+1):
s+=1/ix*alpha
R[i-1]-=s

les_x=[i+1 for i in range (N)]
les_y=sommes_partielles(R)

plt.plot(les_x,les_y)
donne la figure suivante :
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0.45 A

0.40 A

0.35 A1

0.30 A

0.25 4

0.20 A

0 2000 4000 6000 8000 10000

et on conjecture que 'ordre est au moins 1.
On poursuit avec :
S=les_y[N-1]
R2=[S]*N
s=0
for i in range(1,N+1):
s+=R[i-1]
R2[i-1]-=s

les_y=sommes_partielles(R2)
plt.plot(les_x,les_y)
On obtient :

4.0

3.5 1

3.0 A

2.5 1

2.0 A

1.54

1.0 1

0.5 A

0 2000 4000 6000 8000 10000
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et on conjecture que ’ordre est exactement 1.
e Troisiéme cas : a = 3,2
N=10000
alpha=3.2
S=zeta(alpha)
R=[S]*N
s=0
for i in range(1,N+1):
s+=1/i*xalpha
R[i-1]-=s

les_x=[i+1 for i in range (N)]
les_y=sommes_partielles(R)
plt.plot(les_x,les_y)

donne la figure suivante :

0.32 A1 (47

0.30 A
0.28 A
0.26 -
0.24 A
0.22 A1
0.20 A

0.18 4

0.16

0 2000 4000 6000 8000 10000

et on conjecture que 'ordre est au moins 1.
On poursuit avec :
S=les_y[N-1]
R2=[S]*N
s=0
for i in range(1,N+1):
s+=R[i-1]
R2[i-1]-=s

les_y=sommes_partielles(R2)
plt.plot(les_x,les_y)
On obtient :
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1.4 A

1.2 4

1.0 4

0.8

0.6

0.4 1

0.2 4

0 2000 4000 6000 8000 10000

et on conjecture que 'ordre au moins 2.
On poursuit avec
S=les_y[N-1]
R3=[S]*N
s=0
for i in range(1,N+1):
s+=R2[i-1]
R3[i-1]-=s

les_y=sommes_partielles(R3)
plt.plot(les_x,les_y)
On obtient :

400 A

300 A

200 A

100 A

0 2000 4000 6000 8000 10000
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et on conjecture que 'ordre est exactement 2.
6. Il s’agit d’'une comparaison série-intégrale classique.
« > 1 donc la fonction ¢ — o est décroissante sur R .
On en déduit :

k41 k
vk > 2 / ﬁ < i < / de
k-1 t¢
D’ou en sommant

oo dt _ = 1 +oo ¢
Y N* —
nev [ ws X ws

b1t el
On en déduit :
mew L3
(a=1)(n+1)>"1 — po ne T (a — 1)no—1
puis :
=X 1 1

kzn:ﬂ n® (o —1)no—1
e Premier cas : a =2,3

1
~ 1,3nt3"
1,3 > 1 donc la série de terme général R,, converge (tout est positif donc on peut
utiliser les équivalents).

1
La série de terme général — converge et R,
n

1 RIS | =
15 = O(R,,) donc Z ek O Z Ry,
k=n+1 k=n+1

1 =
On en déduit =0 Z Ry,

07
k=n+1
+00
Donc la série de terme général Z Ry, diverge (contrapposée de la question 3).
k=n+1

1
Donc la série de terme general 5 est d’ordre exactement 1.

e Deuxiéme cas : a =3 1

2n2’
2 > 1 donc la série de terme général R,, converge (tout est positif donc on peut utiliser
les équivalents).

La série de terme général — converge et R, ~
n

1 = 1 =
5 =O0(Ra)donc 3 —5=0( > R
k=n-+1 k=n-+1

1 =
0 déduit — = O R
1 en dedul n 2: ke

k=n+1
+oo
Donc la série de terme général Z Ry, diverge (contrapposée de la question 3).
k=n+1

1
Donc la série de terme général — est d’ordre exactement 1.
n
e Troisiéme cas : o = 3,2
1
T 2,227
2,2 > 1 donc la série de terme général R,, converge (tout est positif donc on peut
utiliser les équivalents).

La série de terme général — converge et R,
n
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+o0o 1
Rn—O( 22)domc Z R, =0 Z 122
k=n-+1 k=n+1
+o00 1
On en déduit Y R, =0 <W>
k=n+1
+o00
Donc la série de terme général Z Ry, converge.
k=n+1

Cela signifie que la série de terme général est d’ordre au moins 2.

n 13,2

1 R |
30 = O(R,,) donc Z Erh O ( Z Rk)

k=n+1 k=n+1
Z Ry | puis :
k=n+1

1 +oo +oo
n02 — 0 Z Z Ry
k=n+1 \I=k+1

+oo +00
Donc la série de terme général Z ( Z R; | diverge et la série de terme général
k=n+1 \I=k+1

—— est d’ordre exactement 2.
n3:2

(=1)"
n+1

7. Classiquement, la série de terme général u,, = converge et sa somme :

+o00 (_l)n _ 400 (_1)7171
nz:;) n+1 Z

n=1

= In (2) (cf le cours sur les séries entiéres)
n

n n _1\k n
VneN Y wu = Z(ki)1:2(—1)k/oltkdt

k=0
1 n 11— _tn-l-l
= /Z(—t)kdt:/ ol Gl (=t #1)
0 k=0 o 1-(=1)
Lodt L gnl
= - 1" dt
/0 1+t+( ) /0 t+1
On en déduit :
+1 ltn+1 dt
Y N R, = n
nENF=(=1) /ot—i—l
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