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Exercice 1 (Mines 2023)

Soit f : R→ R∗+ continue.

Donner un équivalent de An =
∫ 1+ 1

n

1
f (tn) dt.

Exercice 2 (Mines 2023)

Pour tout n ∈ N∗, on pose Sn = 1 + 1
2 + · · ·+ 1

n
− lnn et In =

∫ n

0

(
1− s

n

)n

ln (s)ds.

1. Montrer que la suite (Sn)n∈N∗ converge. On note γ sa limite.
2. Montrer que pour tout n ∈ N∗ :

In = n

n+ 1 ln (n) + n

∫ 1

0
tn ln (1− t) dt

3. Montrer que pour tout n ∈ N∗ :

−
∫ 1

0
tn ln (1− t) dt = 1

n+ 1

n+1∑
k=1

1
k

4. Montrer que −In −−−−−→
n→+∞

γ.

5. Montrer que γ = −
∫ +∞

0
e−s ln (s)ds.

Exercice 3 (Mines 2023, 2024)

Soit (fn)n∈N la suite de fonctions de [0; 1] dans R définie par f0 = 0 et :
∀n ∈ N ∀x ∈ [0; 1] fn+1(x) = fn(x) + 1

2
(
x− fn(x)2)

Etudier la convergence simple et uniforme de la suite de fonctions (fn)n∈N.

Exercice 4 (Centrale MP 2016)

Soit f ∈ C1([1; +∞[,R).

Si n ∈ N∗, on définit fn


[1; +∞[→ R

x 7→ n

x

(
f

(
x+ x

n

)
− f(x)

) .

1. Montrer la convergence simple de la suite de fonctions (fn).
2. On se place dans des cas particuliers.
(a) Si f = ln, montrer qu’il y a convergence uniforme.
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(b) Si f = sin, montrer qu’il n’y a pas convergence uniforme.
3. (a) On suppose que f est de classe C2 et que la fonction x 7→ xf ′′(x) est bornée.

Montrer la convergence uniforme de la suite de fonctions (fn).

(b) On suppose que f(x)
x
−−−−→
x→+∞

l ∈ R et que la suite de fonctions (fn) converge unifor-
mément. Que peut-on dire du comportement de f ′ en +∞ ?
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